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Luigi  Czemona. 

Tod 

H.  Novrant  in  ErUmgen. 


Auf  Luigi  Cremona,  àsuen  Hinscheiden  wir  im  Sommer  dee  vorigen 
Jahres  zu  beUagen  batten,  geht  nicht  nur  die  in  kräftiger  Blflte  stehende 

geometrische  Schule  Italiens  zurück,  vieliripln-  erkennen  die  Geometer  aller 
Länder,  nicht  zum  wenigsten  die  deatsohan,  ihn  als  einen  ihrer  geistigen 
Lehrer  an.  £s  gibt  kein  zusammenfassendes  rein-geometrisches  Werk,  das  ' 
eisen  weiteren  und  tieferen  Einfluß  auf  die  Ausbildung  und  Handhabung 
der  geometrischen  Metboden  ausgeübt  hätte,  als  Cremonas  Schriften  über 
die  ebenen  Kurven  und  die  Flächen  —  nur  rergleichbar  dem  Einfluß  der 
Siiliiiouscheu  Kunipeudien  auf  die  algebrai.scli-geometrisclio  Entwickelnng. 
Auch  für  die  Gründung  und  Existenz  dieser  Aunakn  war,  wie  diese 
letztere  Riehtung,  so  die  Starke  des  rein-geometrischeu  Fortsehritts  eine 
der  notwendigen  Voranssetzungeu.  Wir  folgen  daher  eiiierseit«?  einem 
hiatoriscben  und  persouliehen  Antriebe,  audreraeits  denken  wir  im  Sinne 
des  Begründers  der  Aunaleu,  Alfred  Clebsch,  des  fast'  gleiclialtrigen 
Freundes  Cremunas,  zu  handeln,  wenn  wir  hier  eine  Würdigung  der 
wissenschaltiiclièii  Tätigkeit  des  itaheuischeu  Geometers  zu  geben  ver- 
suchen. 

Eine  Lebensskizze  sei  in  Kürze  vorausgeschickt*).    Luigi  Cremona 

*)  Die  benutzte  Literatur  beschenkt  sich  auf:  G.  Veronese,  OoramenioraBione, 
gelesen  in  der  äitzung  der  B.  Aoc  dei  Lincei  vom  C.  Dez.  1903  (Kendic.  XII,  3*  sem., 
fMc  IS)  and  auf  die  kflncgcen  Nsobnife  vob  K  l>*Ûvidio  (Atti  d.  B.  Aec.  dille  Sc 
di  Torino,  1  S6,  vom  14.  Juni  1908)  und  G.  Celoria  (Eendio.  btii  Lomb.,  i  86, 
fase.  14,  lOOB).  Femer  konnten  einige  dankenswerte  briefliche  Mitteilungen  der 
Herren  G.  Caetelnnovo  und  G.  Jung,  wie  auch  ein  im  Jahre  1871  geführter  Brief- 
wechsel xwischen  Cremona  und  dem  Verf.  benutzt  werden.  Verzeichnisse  dar  Arbeiten 
CittnonM  befindtti  neh  in  dorn  Catalogue  of  Seieni  Fapen  der  E.  Soc  Ton  London, 
und  am  SeUiuM  dea  Yeronesosdhen  NaohrnfB.  An  letatexer  Stello  foUon  noch  n.  A. 
die  Arbeiten:  „Coorbea  gauches  etc."  (C.  II.  1861  und  Annali  di  Mat.  IV),  „Sulla 
trüHfonnarione  razionale  etc,"  'Mem.  \cc  Boloj^a,  ser.  3,  t.  I,  IBTl),  iind  einigo 
Nachrufe,  insbenonderp  der  grOftere  aui  Beltranù  (Eend.  Acc.  Lincei  IWO). 

HAlhenutiMhe  AnnAl«n.   LIX.  1 


Digitized  by  Google 


8 


IL  Nossnn. 


■R-urde  ara  7  Dc/fniììor  1830  zu  Pavia  geboren,  als  Sohn  eines  stiidtischeu 
Beamten.  Er  wuchs  mit  einem  jüngeren  Bruder,  Tranquillo,  auf,  der  ein 
geschätzter  Maler  wurde,  aber  lange  vor  ihm  verstarb.  Gegen  Abschluß 
der  Gymnasialy.eit  traf  und  begeisterte  lifv  Jüngling  die  Erhebunj^  von 
1848-,  er  schloß  aich  ini  April  dem  studentischen  Freiwilligeukorpa  an 
und  nahm  an  der  Verteidigung  Venedigs  als  einer  der  Tapfersten  teil, 
bis  zur  Übergabe  —  eine  ly«  jährige  Periode,  in  der  sich  Körper  und  Geist 
stärkten  und  sein  energischer  reiner  Charakter  herausbildete.  Zwar  warf 
ihii  zuüachht  eine  schwere  Erkrankung  durnieder,  aber  es  verblieb  ihm 
bis  an  sein  Ende  die  Liebe  zum  Yatcrlaudo  und  die  Arbeitsfreudigkeit 
fOx  deBBen  Wohl.  —  Cremona  bezog  die  UuiTersität  Pavia,  wo  noch 
A.  Bordoni  wirkte  imd  bald  darnach  auch  F.  BrioBchi  als  Lehrer  auflarat; 
abemahm  dort  eine  Bepetiiortätigkeit  in  angewandter  Mathematik  und 
legte  1853  das  Baningenienr-,  1855  das  Hittelschnl-Examen  ab.  Die 
Jahre  1656 — 60  waten  der  Lehrtätigkeit  an  Ljceal-Gjmnasien  gewidmet, 
in  Paria,  Cremona,  znletat  in  Mailand;  und  eine  ^flcldiche  Ehe,  ans  der 
drei  Sünder  entq^ronen  sind,  schuf  ihm  âne  Hftuslidikeit,  in  der  sidi  sein 
Wissens-  und  schafiiBnsbedflrjRiger  Geist  ruhig  entfalten  konnte.  Die  all- 
gemeinen Grnndanachanungen  der  projektiTon  Geometrie  waren  durch 
Poncelet,  Chasles  und  die  deutschen  Geometer  fes^;^gt;  nun  forderte 
ein  unübersehbares  neues  Gebiet  die  Durchfoncihnng  heraus.  Schon  hatte 
die  in  Italien  neuerwachte  intellektuelle  Bewegung  auch  die  höhere  Oeo^ 
metric  aus  Frankreich  an  einige  Uniyersiföten  verpflanzt;  und  Ormona 
schloß  sich  dort  als  erster  dieser  Bewegung  mit  Erfolg  an,  indem  er  nach 
umfassendsten  Studien  die  Theorie  der  Raumkurven  '6^"^  Ordnung  forderte. 
So  wurde  er  im  Juni  1860  der  erste  Vertreter  auf  dem  geometrischen 
Lehrstuhl  der  Universität  Bologna,  als  ordentlicher  Professor:  neben  den 
höheren  synthetisch-  und  algebraisch-geometrischen  Methoden  hatte  er 
auch  die  deskriptive*)  Geometrie  vorzutragen;  und  hier  sollten  bald  seine 
epochemachendsten  Forschungen  entstehen.  Diese  Wirksamkeit  brüchte 
ihm  186G  die  Profes  nir  für  graphische  Statik  und  höhere  (Geometrie  au 
dem  vier  Jahre  vorher  gegründeten  Istituto  Tecnico  Superiore  in  Maihmd, 
wo  er  mit  dem  Leiter  Brioschi  und  mit  TaRorati  zusammen  arbeiten  und 
seine  Forschertätigkeit  weiter  entfalten  konnte. 

Von  1873  au  gehörte  Cremona  der  erneuerten  Universität  und  der 
Ingenieurschule  in  Kom  an.  Letztere  Anstalt  organisierte  und  leitete  er, 
er  gliederte  sie  zu  wechselseitiger  Beeinllussung  der  Universität  an  und 
las  neben  den  Fachkollegien  für  den  Verband  gemeinsam  die  höhere 


*)  Hiervon  zeugt  nwc  eine  unter  dem  Anagramm  „Marco  Uglieni"  lb64  in  bologna 
«nohienene  kleine  Scbnit  fiber  emige  Fngm  der  ZeatraIprojekti<m. 
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Geomeirìa.  Aber  immer  mehr  abaorbiarte  ihn  die  pSdagogiseke  und 
orgmilterendeTStigkeit.  Seine  Lehrbücher,  in  ihrer  praktischen  Richtnng  und 
ihrer  klaren  und  konziesen  Sprache,  drangen  in  alle  Schalen  und  alle  Länder. 
Xiftiigjähriges  Mitglied,  auch  Chef  des  Consiglio  Su])er!ore  für  den  Unten*icht, 
Bttt  1879  Mitglied  des  Senats,  in  dem  er  seit  181)7  das  Amt  des  Viae- 
prasideuten  bekleidete,  ganz  vorübergehend  1898  aachUnterrichtsminiflter  — 
überall  genoß  er  unbestrittenes  Ansehen,  ob  er  nun  1880/81  die  Bibliothek 
Vittorio-Emanuele  zu  Rom  treflFlich  organisierte,  über  schultechnische 
Frugeu  als  höchste  Autorität  oder  fiber  andere  Verv^'altungsmaterieu 
referierte.  Vor  allem  verdanken  ihm  tlic  Mittel  schulen  seines  Landes, 
denen  er  seine  höchsten  Bestrebungen  zuwandte,  eine  Hebung  ihres  ganzen 
Standes,  wenn  auch  die  Einführung  der  jirojektiven  Geometrie  nnd  des 
graphischen  Rechnens  in  die  Programme  der  Instituti  Tecnici  sich  nur 
wenige  Jahre  kielt.  Die  Leitung  der  Amiali  hatte  Cremona  mit  Brioschi  von 
186f)  bis  1877  geführt,  von  da  an  war  er  innerhalb  einer  größeren  Redaktion 
daran  beteiligt.  Der  Schwerpunkt  seiner  Lehrertätigkeit  lag  aber  nicht  im 
Kuthedervorti ug.  iuei  iiatte  er  mit  dem  Worte  zu  kanipiLu;  die  ihm  heim 
schriftlichen  Ausdruck  eigene  gedrungene  Eleganz  war  ihm  im  Vortrag  ein 
unerreichbares  Ziel,  und  so  brachte  er  seine  anregende  Kraft  am  liebsten  in 
aeminaristifldiffii  EoUoqaieu  zur  Wirkssmkeii.  Wia  beredt  seine  Feder  warden 
konnte,  davon  sengt,  außer  manolien  Yorwortan  und  Bespreehw^jen,  vor 
allem  seine  letste  Arbeit,  ein  Nachruf  auf  den  ftlnf  Jahre  jüngeren  IVennd 
Beltrami  (Bend.  Aoc  Lino.  1900),  der  wanne  Töne  des  Andenkens  an  den 
Menschen  und  Oelehrten  findet  Es  war  Cremona,  d%r  nur  das  wahrhalt 
Wissenschaftliche  achtete,  gegeben,  was  ihm  bei  Andem  ab  Yerdianst 
erschien,  bescheiden  und  neidlos,  ja  mit  freudiger  Bewonderong  anzuMrkomen. 
Dieser  liochhenige  Zug  Terband  sich  mit  einem  unersohfitterlich  starkm 
Charakter;  und  aein  fester  Wille  hielt  ihn  noch  bis  aur  letaten  Zeit  in 
treoester  strengster  PflicbterfüUimg,  als  der  KSrper  ISngst  Ton  einer 
schweren  schladi^lden  Krankheit  befallen  war.  Er  hatte  nach  und  nach 
immer  zurückgesogenor  gelebt,  seit  18S5  in  zweitw  glücklichster  Ehe  mit 
einer  Dentsdienj  und  in  deren  Armen  TCrschied  er  am  10.  Juni.  ^ 

Cremonas  unssenaAe^Ukke  Betätigung  mögen  wir,  da  sie  sich  fast 
auasehliefilich  auf  das  geometrische  Gfebiet  beschrankte,  am  besten  wesent« 
lieh  chronologisch  Torfolgen.   Wir  wenden  uns  zunächst  zu  den  Jahrm 

1855— iHül. 

Anscbließend  an  eine  starke  Erweiterung  der  Üupinschen  KriinimungH- 
theorie  für  Flächen,  die  schon  1832  von  Bordoni  vorgcnounnen  worden 
war,  behandelt  der  ..Dottore  in  matematica"  im  .lahr  den  speziellen 

Fall:  das  Verkalten  einer  Fläche  gegenüber  einer  ächar  von  einfach 
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berührenden  Kugeln  („Sülle  tangenti  8fero*€onjugate''j  Annali  di  Tortolini  V I), 
späterhin  (Annali  di  Mat.  (1),  III,  Jan.  1861)  allgemeiner  gegenüber  einer 
Schar  von  Flächen,  für  welche  der  Bcrühnmgspnnkt  je  ein  Nabclputikt 
iat.  Hierhei  werden  einige  der  Sätze  über  Krüramungskurven,  welche 
nachher  die  Kugelgeometrie  erschlossen  hat,  schon  anti'iUpiert.  Nach 
einigen  kleineu  Noten  verschiedener  Richtung  niaclit  sieh  von  IHöH  ;in 
ein  andrer  geometrischer  Geist  geltend.  In  den  ersten  beulen  Bilndeu  der 
neuen  Annali  („Snlle  linee  del  terz'  ordine  ii  doppia  curvatura",  ISöSj 
veröffentlicht  Cremona  eine  gi'oße  lleilie  originaler  Theoreme  über  die 
liüumknrvm  ii'"'  Ordnun^j;  \\m\  die  Publikation  findet  ihre  Fortsetzung  — 
nach  Ktiiuiidlung  der  zwei  Flüchen  2'*"  Gmdeö  uniscliriebenen  abwickel- 
baren Fläche  Klasse  (ibid.  II)  —  in  der  Untersuchung  ihres  dualistischen 
Gebildes:  der  abwickelbaren  Fläche  3*"  Klasse  ihrer  Schmiegungsebenen 
(giorno  alle  coniehe  izueritfce  etc/',  ibid.  Febr.  1859),  und  eine  weitere 
Forderung  und  ZaBammenfiuBnng  im  CreUeflohen  JoiuimI  {jßwt  quelques 
propriétés  des  li^es  gauches  ete.^;  Bd.  58,  von  Marz  1860;  Note  sur  les 
enbiqnes  gauches",  Bd.  60,  toh  Joui  1861).  Aber  erst  Im  April  1861, 
schon  TOH  Bologna  aus,  erfolgte  eine  ICtteüiiiig  der  Beweise  der  erst- 
erhaltenen Resultate  (Mém.  de  g^mftrie  pure  etc.^^  Nout.  Annales  de 
Hftth.  (2)|  I).  Diese  Arbeiten  knttpÛBn  suniehst  durchaus  an  Chasles 
(Aperçu  hist  und  Lionv.  J.  1857)  an:  an  dessen  Sats  Ton  der  vereinigten 
Lage  des  Sdmittpunkts  dreier  Schmiegungsebenen  der  Kurre  mit  der 
Ebene  durch  die  drei  sugehdrigen  Punkte  und  an  das  hierdurch  bestimmte 
Nullsystem  im  Baume,  wie  es  audi  zu  gleicher  Zeit  bei  SchrSter  (G^  J.  66) 
geschieht  Aber  bald  geht  Cremona  über  Chasles  hinaus^  indem  er  eine 
Theorie  von  Paaren  konjugierter  Punkte  bezüglich  der  kubischen  Raum- 
kurve (d.  i.  konjugiert  besttglich  aller  durch  die  Kurre  gehenden  l'lachen 
2^'  Grades)  und  die  reziproke  Theorie  entwick^t;  an  der  Hand  der 
Seydewitz-Chaslesschen  Erzeugungen  wird  der  Pascalsche  Satz,  der  sich 
auf  die  Kegel  über  sechs  festen  Punkten,  aber  mit  beweglichem  Scheitel 
auf  der  Kurve  l)ezieht,  ergänzt:  die  Pascalschen  Ebenen  gehen  durch  eine 
vom  Scheitel  unabhüngigo  Sehne  der  Knrve;  Konstruktionen  der  Kurve 
aus  allen  Kombinationen  vo?i  Punkt-  und  St-hnenbcdiiigiingen,  .\nzahl- 
bestimmungen  für  die  zweien  Kurven  gemeinsamen  St  imcn  yVr.  J.  HO) 
werden  gegeben.  Eine  Leistung  anderer  Art  liegt  in  eingein  juitn  metrischen 
Diskuhs:oii  11 ,  zeichnet  durch  umfassende  Fallmiter.«>cheidungeu:  auf 

die  Unti  IMI  eh  ung  der  Verteilung  der  Zentren  einer  Schar  von  Flächen 
2'*''  Ordnung  wiid  die  analoge  Aufgabe  für  die  Kegelschnitte  iiut'genoui- 
men.  die  der  abwickelbaren  Fläche  dritter  Klasse  eingeschrieben  sind, 
und  auf  die  schon  bekauuten  Realitätsunterscheidungen  der  Asymptoten 
der  Kurve  zurückgeführt.    In  derselben  Richtung  wendet  sich  Cremona 
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noch  deu  liomozyklischen  —  den  Reziproken  der  konfokalen  —  sphärisch«!! 
Kegelschnitten  m  (Nouv.  Aim.  XÎX,  1860),  dann  dem  Büschel  von  Flächen 
2**'  Ordnung,  das  eine  Kugel  enthält,  in  einer  an  Resultaten  reichen 
Arbeit  ('..ronifhe  o  superficie  di  2^  ordine  consunte"  Annali  IH,  Dez.  l^ßO); 
und  uocìi  lî^0;3  (Meni.  Aec,  Bologna  IITi  wieder  der  kubinelìen  I*arabel 
mit  neuen  Sätzen  über  deren  Paare  von  orthogonalen  Scbniieguagsebenen. 

Deutlich  zeigt  sich  in  diesen  Arbeiten  ein  allmählicher  Ubergang  von 
der  nlgebraischen  zur  syntbetiöclien  Bebandlimgsweise.  Cretnonas  Hilfs- 
mittel ist  zunächst  —  Tind  zwar  erst  ohne  den  Vorgang  von  Moebius  zu 
kennen  — die  Paranieterdarstellung  der  kubischen  Kurve,  in  der  kanonischen 
Form;  und  die  metrischen  Untersuchungen  bedienen  sich  der  Linien-  und 
Ebenenkoordinaten.  Aber  schon  die  Aufsätze  von  1858  neigen  am  Schluß 
etwas  der  synthetischen  Richtung  zu,  uiid  die  Abhandlung  im  Crellcscheu 
Journal  58  vom  März  I860  kann  —  wenn  sie  auch  anhangsweise  wieder 
die  Parameterdarstellung  einfährt,  wie  auch  die  vom  April  1861  tia 
seine  erste  gnu  eynthetische  Arbeit  gelten.  Ton  da  an  tritt  bei  Cremona 
die  rein*geometrieche  Richtung,  wie  er  sie  mit  Vorliebe  beseiehnet,  röllig 
in  den  Vordergmnd. 

Schon  in  der  Theorie  der  kubtaohen  BanmkiirTen  hatte  er  Gelegen- 
heit genommen,  sich,  nach  dem  allgemeine  Vorgänge  von  Salmon  (1852) 
nnd  Cayley,  mit  der  Enengung  speeieller  Regelflächen  wa  beschBftigeD. 
Jetst  (Atti  lai  Lomb.  Ol,  Apr.  1861)  nimmt  er  die  Theorie  der  allgemeinen 
B^^tädien  3'^  Grades  zum  ersten  Msle  als  solche  in  Angriff,  sfeadiert 
deren  Etseagmigen  und  Polarenagenschaften,  motd  bald  ' darauf  (Gr.  J.  60, 
Sept  1861),  TeranlaBt  durch  einen  Hinweis  von  Cajlej,  auch  die  Spesiali- 
sieroDg,  bei  welcher  die  einfache  Leitgerade  an  die  doppelte  heranrückt. 
Bei  diesem  Studium  war  er  auf  die,  auf  nur  einem  Hyperboloid  gelegene, 
'  BaumJcurve  1^  Onhinnr/  gestoßen,  welche  schon  1849  Ton  Salmon,  1-^56 
von  Steiner  aufgefunden  worden  war  nnd  die  Cremona  als  solche  2^  Spezies 
bezeichnet:  er  behandelt  sie  (Rend.  Arc.  Bologna  und  Annali  lY,  1861) 
durch  eine  Konstruktion  der  Kurve  mittels  des  Schnittes  homologer  Ebenen 
dreier  projektiven  Büschel  von  Ebenen  und  Ebenen  paaren.  Auf  den 
gpcTiif'llcn  P'all,  in  welchem  die  rier  stationären  Schniipp-nngsebenen  paar- 
weise zusammenfallen,  ausgezeichnet  durch  ein  zu'/ii  rduendes  NuUsysteni, 
ist  Hremona  Rj)iiter  (  Rend.  Ist.  Loinb.  I,  1868)  zurückgekommen,  während 
er  zunächst  zti  den  Kanmkurven  auf  dem  Hyperboloid  überhaupt  (C  R.  52, 
Annall  IV),  dann  (C.  Ii.  54,  1862)  zur  abwickell)areu  Fliiehe  f)""'  Ordnung 
der  Schmiegungsebenen  einer  andern,  schon  von  Cayley  behandelten  Uaum- 
kurve  4'*"^  Ordnung  übergeht:  der  mit  stationärem  Punkt,  die  ihm  wiederum 
za  einem  NuUsjstem  Anlaß  gibt.  — 
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Ein«  der  geometriidifiitRidiliimgen  Cramooae  geht  Auf  die  Unearm  Ver- 
umndtst^t^lm  und  beaonden  wa£  die  Begidwngm  der  PcHamdkeorie.  In  dem 
frnehtbaren  Jahre  1861  entstand  nnn,  neben  den  ranmUchen  Betrachtnngen, 
auch  dasjenige  Weifc^  welchee  diese  Richtung  am  meist»  charakterisiert  nnd 
das  für  die  Systematik  der  „Geometrie  pnra''  der  Ebene  dneTat  geworden  ist: 
die  „Introäuzione  ad  una  teorìa  geometrica  deUe  curve  piane'*.  Als  Abhandlung 
wurde  es  noch  im  Dezember  jenes  Jahres  der  Akademie  von  Bologna  ein- 
gereicht (deren  Rendiconto  1861— 6^^  )  nnd  erschien  in  deren  Memorie  ((1),XII); 
die  dentsche  Buch  Übertragung  durch  M.  €urtze(Grei&waldl865)  hat  noch  die 
▼on  Cremona  1864  (Annali  VI)  gegebenen  Verbesserungen  nnd  Zosätze  in 
sidi  an^enimimen. 

Cremona  liefert  eine  einheitliche  geometrische  Entwickelung  und 
Darstellung  des  ganzen  Torhandenen  oder  mit  den  damaligen  Mitteln 
erforschbaren  Stoffes  ai:*^  drr  Tin  f  n  ie  der  allijemeinen  ebenen  algebraischen 
Kurven.  Was  ihm  damals  von  Synthetischem  vorlag,  waren  einige  gnind- 
leg^de  Methoden,  so  die  von  Chasles  und  Jonquières  üh^r  Erzeugung 
von  Kurven,  und  die  von  Steiner  lf^48  gegebenen  Polareusütze  („AUge- 
nieme  Eigenschaften  der  algebrnisrlien  Cnrven",  Cr.  J.  47).  Das  Ziel  der 
Arbeit  Cremouas,  letztere  Sätze  zu  beweisen,  also  das  Steinersche  Pro- 
gramm durchzuführen,  ist  erreicht  worden. 

Durchgangspunkt  des  Buches  bilden  metrische  Definitionen  des  Di)])pel- 
verhiiltnisses  und  der  projektiven  BezieLuiig,  die  Tiieorie  der  hanii' 'iii:<chen 
Mittelpunkte       Grades,  bezüglich  eines  festen  Pols,  für  ein  System  von 
n  Punkten  einer  Geraden,  die  Involutionsgmppeji  von  je  n  Punkten  einer 
Geraden  —  alles  nach  Poncelet  und  Chades  nnd  mit  den  Ton  Jonqaiteree 
kurx  Torher  (1859)  gegebenen  Yerallgemeinwnngen;  wie  bei  dies^  Geo* 
metem  hergeleitet  ans  den  Gleichungen  für  die  Parameter  der  Abstinde. 
Diese  Gleichungen  dienen,  neben  dem  KonÜnnit&te-  und  andern  absShlenden 
Prtniipien»  zur  Ableitung  der  Sehnittpnnktsätee  nnd  der  SStse  für  Inyolution 
und  Enrrenbfischel.  Hier  steht  also  Cremona  wesentlich  auf  dem  Boden  seiner 
Yori^nger.  Aber  die  Methoden  werden  leidit  und  sicher  angewendet,  und 
ein  zorstrenter,  noch  kaum  in  den  Elementen  entwickelter  8toff  wird  in 
geordneter  Ideenyerarbrâtm^  eìn&ch  und  doch  weitf&hrend  dargestellt. 
Schon  der  erste  Teil  enthalt  manches  Originale,  wie  Untersuchungen  fiber 
den  Einfluß  zusammen&Uender  Basispunkte  bei  der  Kurvenerzeugm]^.  Die 
geometrisoh  —  abgesehen  von  dem  Graßmannschen  algebraischen  Ausgange^ 
punkt  —  großangelegte  PolarenÜieorie,  mit  ihren  Verzweigungen  bis  zu 
allen  Eigenschaften  auch  der  „gemischten^'  Polaren,  der  Steinerschen  und 
Hesseschen  Kurve  und  deren  Hauptsingularitâton  hin,  mit  ihrer  umfassenden 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung,  ist  au£B  Höchste 
lehrreich  und  für  die  Entwickelang  der  Geometrie  anregend  geworden. 
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Wodh  Cremona  sich  in  den  Abzählimgen,  so  in  der  Theorie  der 
Indizes  von  Kurvensysteuieii,  iiocli  zu  eng  aa  Jonquières  auschließt,  so 
nimmt  doch  scheu  die  deutsche  Ausgabe  die  Chaslessche  Charakteristiken- 
theorie der  Kegelschnittsysteme  von  1864  auf.  Er  erkennt  1863  (Annali  V) 
den  Grund  der  WiderspHiche  der  bisherigen  Abzähinngen  in  der  Existenz 
von  zerfalituUen  Kegelscliiiitten,  die  Richtigkeit  seiner  bieherigeu  bezüg- 
lichen Resultate  aber  darin  begründet,  daß  sie  nur  Punkt-Gerade-Bedingungen 
betreffen.  Diese  speziellen  Betrachtungen  können  als  ein  Yorl&ufer  der 
Charakteristikentheorie  gelten,  deren  Bedeoiimg  Cremona  ab  enter  erkanaie 
und  der  er  auob  dadurch  eine  beeondere  fonnale  Wendung  gab,  daft  er 
ein  System  Yon  drei  Bedingungen  fKr  Kegelflchnitt«  zusammen  durch  eine 
lineare  Funktion  von  drei  Zahlen  definierie.  Bei  den  aDgemeinen  Annhl- 
beetimmungen  Cremonaa,  die  sum  Teil  komplizierte  Probleme  richtig 
ededigen^  wird  man  neh  erinnern,  daß  1861  das  Eorre^ondoizprinsip 
noch  nicht  in  seiner  allgemeinsten  Form  anagesprochen  war. 

Anf  dem  heutigen  Standponkt  f  illt  die  algebraisdie  Grundlage  an( 
die  der  B«inheit  der  Methode  der  synthetischen  Geometrie  nicht  entapricht. 
Und  ebenso  Termifit  man  die  Strenge,  die  man  jetat  Ton  den  Definitionen 
und  Beweisen,  insbesondere  der  Schnittpnnktsätae,  sei  es  von  algebraischem, 
sei  es  Ton  geometrischem  Standpunkte  aus,  zu  fordern  berechtigt  ist. 
Aber  Cremona,  cl  r  selbst  seit  lange  diese  Ansicht  geteilt,  konnte  sich  zu 
einer  zweiten  Bearbeitung  des  Buches  deshalb  nicht  entschließen,  weil  sie 
eben  einer  völligen  Neugestaltung  hätte  gleichkommen  müssen;  und  ein 
anderweitiger  Ersatzversiich  ist  nicht  gemacht  worden.  Immerhin  wäre 
TOr  allem  die  heutige  italienische  Wissenschaft  in  der  Lage,  der  Geometrie 
ein  neues  analoges  Werk  zn  geben,  das  den  großen  Fortschritten  seit 
40  Jahren  Rechnung  tragen  würde,  anf  sicheren  Grundlagen,  die  ihm  erst 
einen  unvcrgänglicheu  Nutzen  sicherten.  Für  Crenionas  Werk  bleibt  die 
historische  Bedeutung,  daß  es  mit  seinen  Methoden  und  Auffassungen  die 
Fühlung  der  reinen  deoinetrie  mit  der  ganzen  iinalyti.sch -geometrischen 
Entwicklung  hergestellt  hat,  welche  durch  Plücker,  Hesse  und  Clebsch, 
durch  öalmon  und  Cayley  hochgekommen  war.  — 

Wie  dieses  Buch  zu  Beginn  der  Bologneser  Zeit  entstand,  so  reittu 
am  Schlüsse  derselben  das  Werk  heran,  das  die  Folurentheorie  von  den 
Kurven  zu  den  Flächen  fortsetzte,  die  „rrtlhnuiari  di  una  tcoriii  ffroìnr/rim 
delle  superfìcie^'  (veröffentlicht  in  den  Mem.  Acc.  Bologna  VI,  18t'»t)  luitl 
Vn,  1867;  deutsch,  mit  starken  Erweiteruugeu,  Übertrag«!  durch  M.  Cnrtze, 
Berlin  1870):  eine  g^ficUiohe  und  «rlolgreiehe  Ergänzung  des  nrsprOng- 
liehen  Plans,  die  an  Systematik  dem  ersten  Buche  gleichkommt,  an 
Originalität  es  noch  Übertrifft  Mit  dem  viel  nmiassenderen  und  sehr  Tiel 
komplizierteren  Stoff,  an  dem  bisher  hav^tsiehlich  nur  die  ersten  Algebraiker 
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Erfolge  aufzuweiseu  hatten,  wächst  auch  GremoiiBS  Kraft,  und  seine  geo- 
metrischen Methoden  bearheiten  und  bemaiitoni  Diu  in  einer  Weise,  daß 
gerade  diesem  Werk«  zugleich  der  didaktiadie  und  der  eehSpferisehe 
Charakter  aufgedrfickt  ist  Die  prägnante  und  Tenttindlidie  Schreibart 
ist  beiden  Bfichem  gemeinaam. 

Granonas  Betrachtongni  entbehren  aatflrlich  auch  hi^  wieder  der 
Reinheit  und  Strenge  dar  Grundlagen;  aber  sie  wirken  auch  in  dem 
höheren  Gebiete  gerade  dadurch  anregend^  daß  sie  eich  im  allgemeinen 
ohne  Mühe  in  atgebraisehe  Form  umaetaen  laeseiL  Nur  einige  tief  ein- 
dringende  Forachungen  lassen  sich  auf  analytiachem  Wege  schwerer  yer- 
folgen:  so  beseugt  das  lehrreiche  —  aus  Korrespondenz  mit  Cayley  und 
Zeuthen  angeregte,  nur  in  der  deutschen  Ausgabe  enthaltene  —  Kapitel, 
das  die  Singularit&ten  von  abwickelbaren  Flachen  mittels  der  Polaren- 
théorie  untersucht,  ein  starkes  intuitives  Erfassen  rlrs  Infiniteaimalen;  es 
hat  auch  bald  weitere  Fortschritte  (Zeuthen,  mit  Hilfe  der  Korrespondens- 
théorie,  Annali  (2),  IH,  1869)  herrorgerufen. 

Eine  weitere  Förderung  der  aUgemeinm  Fkinaipien  der  Po2a»«trtlEM>rte 
der  Flachen  Ordnung  hat  Cremona  in  den  ersten  Abschnitten  seiner 
großen  Abhandlung  über  die  Flächen  T)"""  Ordnung  („Mem.  de  geom.  pure 
sur  les  surfaces  du  3°  oi-dre'',  Creile  J.  68)  gegeben,  mit  welcher  er  l.Sfì6 
(zugleich  mit  R.  Sturm)  den  Steiner-Preis  der  Berliner  Akademie  erwarb 
und  welche  voll  in  die  deutsche  Ausgabe  der  Preliminari  aufgenommen 
ist.  in  den  Vordergrund  tritt  hier  die  geometrische  Uutersnehung  d('r, 
syrnraetrischen  Deterniiuauteu  entsprechenden  Örter  und  ihre  Anwendung 
auf  die  Flächensysteme:  die  Jacobische  Fläche  eines  Systems,  und  die 
Hessesche  und  bteinersche  Kemfläche  einer  Fläche  n**'  Orduuug:  alles  im 
Sinne  des  Steinerschen  l'rogi.iüims  von  1856,  und  in  vielfacher  Begegnung 
mit  deu  bedeutendsten  algebraischen  Forschungen  von  Salmon  und  Clebsch. 

Von  Arbeiten,  die  wesentlich  der  Polarentheorie  angehören,  seien 
noch  einige  angeführt  Die  Arbeit  über  die  Steinersche  Fläche  (Cr.  J.  63, 
Febr.  1864)  «sdJieBt  von  der  Betrachtung  eines  Eegelschnittneties  aus, 
wenn  auch  wesentlich  an  Schröter  ansdiließend,  neue  Eigenschaften  Aber 
das  singulare  Tetraeder  der  Flache.  Die  Note  fiber  die,  schon  Ton  Steiner 
bebandelte,  dreispitzige  Uypozykloide  (ib.  64)  leitet  ans  der  Einordnung 
der  Kurve  unter  die  allgemeinen  Kurven  3*"  Klasse  Besultaie  ab;  einige 
Noten  ans  derselben  Zeit  im  Messenger  of  Math.  (III)  beKiefaen  sich  auf 
das  voUstSndige  Tierseit:  den  sog.  14>Pnnktkegel8chnitt,  und  eine  Um- 
fiormung  des  Nomudenproblems  der  Kegelschnitte  mittels  der  quadratischen 
Transformatio&i  weldie  Gemde  in  Gerado,  die  Punkte  der  Ebene  in  die 
dem  DtagonaUreieck  einbeschriebenen  Kegelsdmitte  Abeif&hrt.  — 
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Imnîtten  der  Entstehungszetteii  der  beidflu  Hinptwwke  der  projektÌTen 
Gtiometrìe  ktm  bei  Cremou  eine  sweite  Riditong  der  TerwandtBchaftdehre 
som  Durehbruch:  die  der  raihiuiXen  SVatufcrnuttionen.  In  dìeeer  Bieìitiui^ 
die  flràier  Geìetesart  besonden  entspndi,  ìet  er  Aber  dea  SyetenMÜker 
bimuAgegangen  und  sum  behnbiechendea  Forseber  geworden:  die  all- 
gemeinen eindeutigen  ond  eindeatig  nmkehrberen,  algebndeehen  Tmns- 
formttüonMi  sweier  Ebenen  ineinander  fangen  seinen  NamoL 

Gremonas  Beetrebimgen  in  diesen  SXtmeiüiranifcrniatkmm  geben  auf 
186S  snrtlek.  Er  bdiftndelt  zuerst  (Jbitomo  alla  irasfonnasione  geo- 
mefarioa  efce.'',  Bend.  Ace.  Bologna  Tom  27.  Ifilis  1862)  das  in  der  Ebene 
Dusle  dar  eindeutigen  quadratiieben  Punktbansformationen  TOn  Hagnus, 
und  zwar,  wie  fIBr  diese  unmittelbar  TOrber  (Tuxiner  Ak.)  Schiaparelli, 
die  vennoge  bomograpbiscber  Umformung  herzustelleDden  reellen  Typen. 
Mit  letzterem  geht  er  hierbei  durch  die  fiasche  Anschnuimg  bindurch,  hier 
die  allgemeinsten  ein-eindeutigen  Tiausfoimationen  d«r  Ebene  Yor  sieb  an 
haben.  Aber  bald  erkennt  er  aus  der  —  auch  schon  Ton  Magnus  ge- 
machten  —  Bemerkung,  daß  eine  Fortsetrang  Ton  quadrati  s  eben  Trans- 
formationen zu  höheren  führe,  seinen  Irrtum.  Er  erweist  1863  („Sülle 
trasformazioni  geometricbc  etc  ",  Mem.  Aec.  Bologna,  II)  mittels  Strablen, 
die  zwei  rHumliche  Leitkurven  treffen,  also  in  Erweiteninf?  drr  Steiner- 
schen  windschiefen  Projektion,  die  geometrisrbo  Existenz  von  ein  ein- 
deutigen Ebenentransformatifinen  n  )i,  liei  welcher  den  (ieraden  je  Kurven 
irgend  einer  Ordnung  m  eutsjtrerhcn  —  freilich  zunacbst  nur  an  dem  Kall 
der  Kurven  Ordnung  mit  fi^emeinsamem  (//  —  1)- fächern  Tunkt,  ein 
Fall,  der  später  nach  Jonquieres  bemumt  wurde,  weil  dieser  ihn  schon 
1859  der  Pariser  Akademie  voi^elegt  hatte,  wenn  er  ihn  auch  erst  1864 
(Nouv.  Ann.  III)  veröffentlichte.  Und  Cremona  steDt  auch  schon  all- 
gemein die  zwei  arithmetischen  Bedingiinj^cn,  für  Konstanten-  und  Scbtiitt- 
punktanzahl,  auf,  denen  irgend  ein  Kurvemietz  Ordnung  genügen  muß, 
wenn  es  den  Geraden  enteprcchen  und  zu  einer  ein-eindeutigen  Trans- 
fmmation  fahren  soll 

I>ie  eigentlich  grundlegende  ijrbat  fttr  die  ganze  I%e(me  ist  die  am 
15.  Des.  1864  der  Akademie  ttbergebene  Arbeit  (unter  demselben  Titel, 
MeuL  Y;  in  knnem  Ausauge  scbon  im  Sept  1864  der  in  Batb  tagenden 
British  Assoe.  fibennittelt).  Abgesehen  daron  daß  die  Frage,  wie  weit 
jene  swei  Bedingungsn  auch  geometrisdb  genflgen,  soweit  gefördert  ist, 
daft  nocb  die  Irrednktibiliffit  einer  al^meinen  Kunre  des  Netses  ab  not- 
wendige Bedingung  eriauutt  wird,  werden  die  Omndbegriffe  der  Theorie 
selbst  hier  sum  «rstos  Male  eingefitbrt  und  erdrtert:  'die  Begriffe  der 
Fmdamental-Punkte  und  -Kunren  („curve  principale^  der  beiden  Ebenen, 
ihr  Zusttnunenbaag  mit  der  Jseobisehen  Kurre  des  Netses  der  Trans- 
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formationsl<iiiven,  die  hierdurch  entstehende  Paarung  dor  für  jedes  n 
endlieh  vielen  Lösnngspysteme  der  zwei  arithmetischen  Definitionsglei- 
chimgeu.  Das  Studium  der  Jacobiaua  und  des  gegenseitigen  Verhaltens 
der  Fundamentalk urrcn  in  ihren  Schnittpunkten  führt  Cremona  sogar 
schon  mr  Beobachtung  und  zu  einem  Beweise  des  Satzes,  daß  die  ge- 
paarten Löaimgssj'steme  bis  aT;f  die  Anordnung  übereiustiuimen:  ein  in- 
duktiver Beweis,  der  später  (diese  Annalen  IV)  von  Clebsch  durch  ei  neu 
el^aatereu  ersetzt  wurde.  Als  ein  Fortschritt  Über  die  Cremonasche 
Theorie  hiiums  w5ie  nur  die  Erkeimtiiis  tiaaxiitìatteskf  dafi  sich  die  sSmt- 
lidien  Tnottformatiotteii  als  aus  qnadiatisclieE  znsammengeset^t  ansehen 
laseen  —  ein  Theorem,  das,  obwohl  eehon  1870  Ton  dentseher  und  eng- 
liseher  Seite  ausgesprochen,  1901  tor  den  italienischen  Geometem 
Tollig  sichelgestellt  wnide. 

Wie  ttbrigens  die  beiden  Richtonjp^,  in  welche  wir  Gremonas  l^tig^ 
keit  zerlegt  haben,  bei  ihm  nicht  isoliert  neben  nnd  nacheinander  hei^ 
laufen,  zeigte  eidi  hier  gerade  darin,  dafi  die  eingehende  Betrachtang  der 
Jacobischen  Kurre  eines  Netses,  die  in  die  deutsche  Aui^abe  der  Jbitra< 
dusioné"  angenommen  ist,  durch  die  Ebenentransformationen  angeregt 
erschmni  Auch  in  die  „Piieliminari''  greift  an  einer  Stdle  die  Theorie 
der  rationalen  Transformationen,  die  sich  inzwischen  unter  den  landen 
TOn  Cremona  und  Clebsch  entwickelt  hatte,  ein:  in  dem  schönen  Beweis 
der  Erhaltung  der  Geschlechtszahl  bei  sich  eindeutig  entsprechenden 
Kuryen,  mittels  doppelter  Bestimmung  der  Ordnung  der  Doppelkurve  der 
Regelfiäche,  welche  durch  die  entsprechende  Punkte  verbindenden  Geraden 
erzeugt  wird.  Cremona  dachte  sich  später  eine  noch  engere  Verbindimg 
zwischen  beiden  Richtungen,  ohne  ihr  aber  näher  zu  treten:  als  im  »Tuni 
1^^T1  von  flem  Verfasser  dieses  Aufsatzes  auf  die  Zerlegung  beliel)ifrer 
Kurvensingularitäteu  mittri?;  (]nr  Transformationen,  etwa  quadratischer, 
hingewiesen  worden  war,  griii'  Cremona  sogleich  den  Gedanken  voll  auf. 
„SoUte  ich",  bemerkte  er  brieflich  schon  unter  unter  dem  IS.  .Tnni,  in 
deutscher  Sprache,  die  er  geläufig  schrieb,  „in  Zukunft  eine  neue  Ausgabe 
meiner  geometrischen  VVerkchen  über  Kurven  und  Flächen  bearbeiten, 
so  werde  ich  mich  bestreben,  auf  die  Lehre  der  Transformationen  und  auf 
Ihr  •  •  •  Verfahren  die  Theorie  der  mehrfachen  Punkte  zu  begründenj  was 
so  gewiß  weit  besser  als  anders  gelingen  wird."  — 

Der  Gesichtspunkt  der  höhereu  Verwandtschaften  führt  Cremona  über 
die  Ebenoatransformationen  hinaus  zu  den  eindeutigen  ébenen  Äbbädutigen 
MH  Flächen.  Die  erste  AusfEIhrung  in  dieser  Biditog  ist  in  der  oben 
erwähnten  Pràsarbttt  v<m.  1866  Ober  die  Flachen  dritter  Ordnung  enthalten. 

Die  Abbildung  ist  Cremona  hierbei  ein  Mittel  zur  Behandlung  der 
Qmmetm  m/(  der  Fläche  dritter  Ordinmg,   Es  erscheint  unnötig,  jetzt 
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im  einzelnen  zu  beriehim,  wie  diese  üntefindiiuignichtiiilg  geomcèriseb 
und  algebraisch  sich  entwickelt  hat,  dft  es  in  diesen  Ânnalen  bei  Gfllegfln- 
keit  dar  Würdigung  der  Arbeiten  von  A.  Clebsch  durch  den  VerliMer 
bereits  geiehehoii  ist  (Math.  Ann.  VII,  S.  30 — 33).  Nur  sei  daran  erinnert, 
dafi  Cremooft  scbon  1801  mit  Chaslea  die  Geometrie  auf  der  Fläche  2^ 
Ordnimg  ans  deren  projektiver  £nens^ing  studieirt  hatte.  Jetzt,  etwa  um 
die  Wende  1864/65,  geht  er^  wie  Clebsch,  von  der  Qraßmann-Stoiiier- 
sehen  Erzeugung  der  allgemeinen  Fläche  3'"  Ordnung  durch  drei  pro- 
jektive Ebenenbflndel  ans,  oder  vielmehr  von  einer  Yerallgemeinentng: 
von  der  eiii-eindeiitigeu  Transformation  <1ef?  ganzen  Hauraes,  welche  durch 
drei  ])rojektive  Ebenenuetze  bewirkt  wird;  hieraus  studiert  er  das  (JprridpTi- 
system  der  Fläche  nach  allen  Seiten,  dann  ihre  Kurvensysteme.  Genau 
zur  Zeit,  als  diese  Arbeit  der  Berliner  Akademie  eingereicht  wurde,  lag 
Clebscba  dasselbe  Thema  mit  denselben  Mitteln  hehaudeluder,  iuir  alge- 
brai.sch  gehaltener  Aufsatz  von  Oktober  18GÓ  dem  Crelleschen  .loumal 
vor  (Cr.  J.  65);  und  beide  Arbeiten  stimmen  auch  in  den  Spezialisierungen 
auf  die  Schnitte  mit  Flachen  2'"  und  3'*'  Ordnung  und  deren  Beziehuniren 
zu  den  Doppelsechsen  von  (Jeraden  iibcrcin.  Das  Zusammen  tre  iîcn  wird 
genügend  durch  den  beiderseitigen  gleichen  Ausgangspunkt  erklärt:  „Es 
macht  mich  sehr  glücklich",  schreibt  Clebach  unter  dem  21.  Juli  1866  an 
Cremona,  „mieh  mit  Thum  in  dMMn  üntconochnngen  sn  begegnen,  mid 
ich  werdA  micib  freuen,  Ihre  Methoden  kennen  m  lemea;  ein  lolchee 
Zneammentreflieii  zeigt  jedenfalls,  òtA  man  sn  der  nehtigea  Stelle  arbeitet". 
Ptbr  Cremonaa  Arbeit  ist  aber  noeb  chaiakterittiadi,  einmal  dafi  er  auch 
die  Besdiiingen  der  ■penellen  Schnitte  zor  Polarentiieorie  berrorbebt^ 
eo  der  Ton  Steiner  angegebwien  koiyngiert«!  Trieder,  deren  Ebenen 
einander  je  in  Geraden  der  Fläche  trefÜMoi  nnd  von  denen  n.  a^  nach« 
gewieeen  wird,  daB  die  Sdieiiel  jedes  der  120  Paare  korrespondierende 
Punkte  der  Hossoechen  FUtehe  sind;  sodann  Bealititsnntersncbangeny  aucb 
mittels  dieser  Trieder. 

Cremona  geht  hier  in  der  Tat,  wie  er  sich  ausdrückt,  in  den  Geist 
der  mächtigen  und  lichtvollen  Steinerschen  Methoden  ein;  aber  seine 
Grandlage  ist  eine  noch  allgemeinere,  indem  er  die  speziellen  von  Steiner 
gegebenen  Erzeugungen  einheitlich  zusammenfaßt.  Übrigens  bleibt  die 
Entwickelong  der  Geometrie  einer  Fläche  ans  als  bekannt  angenommener 
Erzeugung,  ohne  daß  deren  allgemeine  Gültigkeit  untersucht  wird,  son 
wesentlicher  Gesichtspunkt;  und  in  dieser  Richtung  bewegen  sich  nun 
mehrere  weitere  Abbildungsarbeiten,  parallel  mit  solchen  von  Clebsch. 

In  dem  angeführten  Briefe  vom  .Juli  1>^»>G  hatte  Cleii^r}!  ein  aus  der 
Abbildung  auf  ziemlich  weitläufigem  Wege  analytisch  erhaltenes  Keaultat 
über  den  algebraischen  Charakter  der  Haapttangenteokarven  (Kaomkurvea 
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4'"  Ordnung  2'"  Spezies)  auf  der  Skmerackm  FläOe  angedeutet.  Die 
Eiufucliheit  des  Resultats  reizte  CTemona,  es  auf  geometrischem  Wege 
aufzufinden,  und  schon  im  September  konnte  er  die  Âbbildong  der  ebenen 
Schnitte  der  Fläche  durch  ein  Kegelschnittsystem  der  Ebene  und  die  der 
Haupttangentenkurven  durch  die  dem  „Polvierseit"  des  Systems  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte  melden  (cf.  die  Note  in  Rend.  Isi  Lomb.  IV 
von  Januar  18(ì7\  Seine  früheren  Betrarhtnngen  über  dos  vollständige 
Vierseit  kamen  ihm  hier  zu  statten.  \\'^iederum  lierrcfniete  er  sich  mit 
Clebsch  'Cr  J.  IjT  *;  nur  treibt  er  die  Spezialisieniniren  der  Fliu-he  bei 
Koinzidenz  der  drei  Doppelj^eraden  weiter,  während  er  die  windschiefen 
Flächen  3""''  Ordnung  nicht  als  Spezialisierung  hehaudelt.  Bei  den  wiiifl- 
sohiefen  Flächen  n'"''  Ordnung  mit  zwei  vielfachen  Leitgeraden  hängt  der 
algeltraische  Charakter  der  Hanpttangentenkurven,  den  Cremona  kurz 
darauf  (Annali  (2),  I)  aus  Abbilduu«;,  ai)er  analytisch,  bestimmt,  mit  einem 
Lieschen  Satz  über  einfach  unendlich  viele  lineare  Geradenkomplexe,  denen 
diese  Flächen  angehören,  zusammen  (cf.  die.se  Annalen  V,  S.  2a,  Anni.). 
Auch  im  Anschluß  au  Liesche  BegriflFe  über  Krümraungslinieu  zeigt 
Cremona  (Mem.  Aee.  Bologna,  I,  1870),  wie  diese  Kurven  für  abbildbare 
FÜSioIksi  ludh  der  Abbüdong  kcmiiniierbftr  niid. 

Aqb  der  AbbÜdungstätigkeit  beniis  sollte  sich»  ebenialls  nodi  in  der 
UailSiider  Zeit,  die  Erweitentng  der  Gremonasehen  EbeneDtmnsformationen, 
die  Theorie  der  eùtremdeuiige»  BaumiransformaUonen  entwiekeln. 

Sie  ftbrt  snnidist  wiedemm  auf  die  Freisarbeit  toh  1866  surQe^ 
auf  die  dort  betrachtete,  obm  erfriUmte  al%em«ne  RaomtrauslbnnatioD, 
-weldie  zwei  Btnme  einander  00  snoidaet,  daß  sie  den  Ebenen  jede« 
Ranmes  im  andern  FlSeben  fP^  Ordnung  mit  gemeinsamer  Basiakmrre  6**^ 
Qrdnmig  vom  Qesohleeht  3  entspreeben  iSfli  Es  ist  eine  Yerallgemeinenuig 
einer  schon  von  Hesse  und  dann  viel&ch  benutzten  Verwandtschaft, 
welche  auf  drei  sjmmetrisch-iu'lineare  Gleichungen  führt:  der  Znordnnx^ 
der  Raompnnkte  durch  die  Paare  konjugierter  Punkte  bezüglich  eines 
Bfindels  von  Flächen  2*"  Ordnung.  Ai)er  1866  verfolgte  Cremona  den 
allgemeinen  IVansformationsgedanken  für  den  Raum  nicht  in  dem  Sinne 
weiter,  in  dem  er  es  frtlher  f&r  die  Ebene  getan  hatte;  und  auch  dem 
etwaigen  Zusammenhang  seiner  Abbildung  der  Steinerschen  Fläche  mit 
solchen  Transformationen  ging  er  nicht  nach. 

Inzwi.schen  hatte  nun  Cleb.^ch  die  Abbildungen  auf  neue  Flärhenarten 
ausgedehnt;  und  in  Arbeiten  des  Verf.  dieses  Aufsatzes  (diese  Annalen  II, 
1869;  die  erste  von  III,  1870,  „Über  Flächon  etc.'O,  welche  auf  dem 
Boden  der  Cremonaschen  EKf  ueutransfcimiatumeu  und  der  ^  leljschschen 
Abbildungen  erwachsen  sind,  waren  einerseits  allgemein  die  bei  Baum- 
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traiisforniationen  auftretenden  Funduuiental^ebilde  untersucht  wordeii,  andrer- 
seits wareu,  gerade  zum  Zwecke  von  ebeueu  Abbiiduupjen  mehrerer  Flüchen, 
als  Hilfbmittel  einige  jener  ein -eindeutigen  Ü-ii-llaumtraiisformationen 
hervorgetreten,  charakterisiert  durcli  besonderes  Zerfallen  der  Basiskurve 
6'"  Ordnung;  zugleich  {Iii,  p.  221)  war  die  allgemeinere  Verwendbarkeit 
dieses  Hilfsmittels  wenigstens  angedeutet  wurden,  und  Cremona  hatte 
letztere  Arbeit  m  einem  Kurs  am  Istit.  Tecnico  Superiore  im  Jahre  1870/71 
behaadeli  Im  Dezember  1870  enchien  sogleich  eine  Abhandlung  Ton 
Cajlej  (Proe.  London  Math.  See.  III),  in  der  der  Begriff  der  «llgnwuimjwi 
ein^eindentigen  Baumtransfonaation,  insbeaondere  derer  durch  drei  büineare 
Gleichnngen,  dargelegt  und  einige  FÜle,  insbeeondere  eine  Transformation 
3 — 3,  bebacliiet  waren,  aber  ohne  die  Abbildongen  zum  Ziel  zu  nebmtti. 
Aus  diesen  ümstiinden  sollte  sich  wieder  ein  Zuwam m wi treffen  eigenster 
Art  entwickeln. 

Es  war  der  Gedanke  des  ZerfiUens  der  Grondkurre  der  Trans- 
foimation,  der  die  HSglichkeit  einer  fnu^tbringenden  und  umfrasenden 
Anwendung  dieser  Theoiie  auf  die  FUehawbbüdongen  eingptb^  und  zwar 

sowohl  bei  Cremona,  als  hei  dem  Verfasser  dieser  Würdigung.  Wahrend 
letzterer  um  die  Wende  des  Jahres  einen  Aufsatz  in  dieser  Richtung  aus- 
arbeitete („Uber  die  eindeutigen  Raunitransformationen",  diese  Annalen  III, 
erschienen  in  den  ersten  Tagen  des  Mai  1871),  ging  auch  Cremona,  an* 
schließend  an  seinen  Kurs,  in  ganz  demselben  Sinne  Tor.  Zunächst  ver- 
ÖflPentlicht  er  unter  dem  9'"'  und  2:V^"  März  1871  eine  Note  („Sülle 
Buperficie  di  quart'  ordine,  etc.*',  Rend.  1st.  Lomb.)  über  einen  speziellen 
Fall  (1er  bekannten  Haumtransformation  2  —  2,  die  im  wesentlichen  mit 
der  durch  reziproke  Radien  identisch  ist:  den  interessanten  Fall,  daß 
Fundaraentalpunkt  und  -Kegelschnitt  zusammenrücken:  und  er  verwendet 
diese  Verwandt«eiinf>.  wie  es  übrigens  gerade  vorher  mit  dem  allgemeinen 
Fall  durch  Qei.sri  gesciiehen  war  (Cr.  J.  70),  zur  ebenen  Al)bildung  der 
Fläche  4'"^  Ordnung  mit  Dop])elkegelschnitt.  Anfang  Mai  aber  übergibt 
er  der  Göttinger  SocietSt  eine  Note  („Über  die  Abbildung  algebraischer 
Flachen",  Gött,  Nachr.  vom  3.  Mai  1871;  mit  Erweiterung  des  Schlusses 
abgedruckt  in  den  Annalen  IV,  datiert  vom  1.  .luni^^  welche  mit  der  ge- 
nannten A nualenarbeit  nicht  nur  in  ihren  Zielen  und  Mitteln,  sondern 
auch  in  den  Formulierungen  völlig  übereinstimmt:  bis  auf  ,^nuti  parti- 
colari" (cf.  Crémones  Note  Tom  1.  Juni  in  den  Rend.  bt.  Iiomb.).  Man 
sollte  Mk  nicht  darfiber  wundem  —  so  etwa  fìUui  Cremona  fort  ^ 
wenn  man  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Ausgangspunkte  beachtet 

Aber  wenn  die  beiden  Arbeiten  nach  Zeit  und  Stoff:  in  der  Ghazakteri- 
nenmg  dee  Transfonnationssjstems,  in  der  Aufstellung  von  Ausartungen 
und  in  deren  Anwendungen  im  allgemeinen  und  im  einzehien  zusammen^ 
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fallen,  abgesehen  von  der  äußerlichen  Form  der  mehr  oder  weniger  geo- 
metrisch ausgesprochenen  Methode,  und  abgesehen  davon,  daß  Cremona 
die  öclmittpunktsysteme  der  Fundameutalpimkte  der  Abbildungen  nicht 
immer  verfolgt^  so  geht  Cremonp-  nun  darüber  hinaus.  Schon  am  Schluß 
der  (iüttiuger  Notf  wird  •  iüo  ganze  Reihe  von  neuen  höheren  Trans- 
formationen angedeut  -  ,  insbesoudere  von  solchen  3  — w,  nämlich  3*"  Ord- 
nung mit  einer  Umkehrung  der  Ordnung  9  ^  n  >  3;  das  leitende  Prinzip 
entwickelt  er  in  der  Annalenaueführung  und  in  Noten  vom  4.  Mai  und 
1.  .iuni  1871  („Sülle  trasformazioni  razionali  nello  spazio'',  Ileud.  Ist. 
Lomb.:  teilweise  wiedergegeben  in  Annali  V).  Es  besteht  in  einer  Art 
von  Umkehrung  des  früheren  Prozesses^  die  Transformationen  zu  Ab- 
bildungen zu  benutzen:  aus  einer  bekannten  ebenen  Abbildung  einer  Fläche 
Ordnung  wird  eine  Transformation  Ordnung  hergeleitet,  nämlich 
ein  drei&ch  unendlichee  System  Ton  Elüclieii  n*^  Ordnung,  dem  jene 
Fliehe  angehört  imd  dessen  Fttofaen  mh.  sa  drei  im  «Ugemeinen  in  je 
einem  beweglichen  Punkte  sohneiden  —  ein  „honudoidiBches^  System,  dem 
die  Ebenen  des  andern  Raumes  sugeordnet  weiden.  Zur  Herleitung  ge- 
nfigt es  nach  Cremona,  in  der  Ebene  der  Abbildung  der  gegebenen  Fliehe 
ein  „homsloidisebes'  Nets  Ton  rationalen  Gurren  anzunehmen,  das,  Yer^ 
bundffli  mit  einer  festen  Eurre,  die  Abbildung  Ton  Schnitten  der  Flüche 
mit  Fliehen  m*"  Ordnung  Torstellt,  welehe  dieselben  vielftehen  Linien 
und  Punkte  wie  die  gegebene  Fliehe  enthalten.  Freilich  filhrt  nicht  jede 
abbildbare  Fliehe  stn  einer  Baamtransformation;  aber  Cremona  hat  hier 
eine  endlose  Kette  von  neuen  eindeutigen  Transformationen  und  von  Ab- 
bildungen hergestellt,  bis  an  kompliziertesten  und  singulirsten  hin,  die 
auf  keine  andere  Weise  vorauszusehen  möglich  gewesoi  wire:  in  der  Tat 
eine  „unerschöpfliche  Quelle"  (diese  Ann.  IV). 

Cremona  hat  selbst  wiederholt  aus  dieser  Quelle  geschöpft.  £r  be- 
arbeitet geometrisch  und  algebraisch  die  Transformation  2  —  4  (Mem.  Ace. 
Bologna  (3),  I,  unter  dem  4.  Mai  1871),  mit  Abbildung  einer  speziellen 
Fläche  4"'"  Ordnung,  diesmal  mit  Untersuchung  dos  Sclmittpunktsystems; 
bald  darauf  {ihid  II,  1^*72)  Abbildim^^n  zweier  Flächen  mit  Rückkehr- 
kurven, Flächen,  die  er  aus  Transformation  hervorgehen  läßt.  1881  be- 
handelt er,  in  den  von  ihm  mit  Beltrami  herausgegebenen  „(Jollectanea 
iu  MeuM'ji  iin  D.  Chelini",  die  Fläche  vierter  Ordnung  mit  pinem  Selbst- 
berührungspuiikt*);  und  noch  1884  untersucht  er,  im  Ansdiluß  an  Ent- 
Wickelungen  Caporalis,  seines  Schülers,  die  reziproke  Polare  der  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  aus  der  Abbildung  letzterer  Fläche  (Transact,  R. 
Soc.  Edinburgh  XXXlIj,  und  nach  seinem  Prinzip  aufgestellte  neue 


*)  üf.  zur  Ergänzung  diese  Aunaleu  Bd.  83,  p.  &ô2. 


Digitized  by  Google 


Laigi  Cremona. 


16 


Raumtransformationen  4  —  6  (R.  Irish  Acüd.  XXVUQund  6—6  (Proc.  London 
Math.  Soc  XV),  Erst  ein  geringer  Teil  des  gewaltigen  StoflFes  ist  in 
Angriff  genommen;  insbesondere  )>leibt  hänfig  die  Frage  nach  dem  Ghrad 
der  AUgemeiniieit  der  abgebildeten  h'iänshe  noch  zu  erledigen. 

Aus  der  Mailänder  Zeit  haben  wir  noch  einiger  Leistungen  Cremonas 
zu  gedenken.  Für  die  'RcgrifJärhen  i*™  Grades  liefert  or  mit  Hilfe  der 
Korrespondenztiieorie  eine  Kia.ssitikution,  znp;leich  nach  der  Natur  der 
Doppelkurve  und  '!pr  Enveloppe  der  Doppelebeueu,  wobei  er  den  von 
Caylej  gegei)onen  Arten  acht  neue  zufügt  (Meni.  Acc.  lioloi^na  '2\  VIII, 
Zwei  Jahre  später  verknüj)ft  er  die  (ieradeutheone  lier  Fläche 
3^'  Ordnung  mit  grujrpcnthrordióihen  Uutersuchunizen.  C.  Jordan  hatte 
(C.  R.  1869)  die  Gruppe  der  Dreiteilung  der  ulti a*  Iliptischea  Funktionen 
und  den  Überganc^  von  ihrer  Gleiehnny;  40  "  Grades  zu  einer  des  45'*'* 
entwickelt,  und  war  mittels  einer  1  unktion  von  sochs  Wurzeln  der 
letzteren  zu  einer  liesolveute  1^7"'  Gradea  gelangt,  mit  einer  Gruppo, 
die  deqenigen  der  Gleichung  für  die  Geraden  der  Flächen  3'*'  Ordnung 
iBomorph  iaL  In  dem  umgekehrten  Übergang  Ton  letzterer  Gleidlimig  zn 
einer  solehm  40^  Gradai  tnilsn  non  b^da  Foncher  soiainmeD  (Jordan 
in  G.  B.  Febr.  1870;  Cremona  in  Rend.  lit.  Lomb.  III,  Man  1870).  Mit 
Hâfe  der  froher  behandelten  konjugierten  Trieder  bildet  Cremona  ans 
den  45  dreifachen  Tangentenebenen  swei  Arten  Ton  Enneaedem,  deren 
nenn  Ebenen  je  alle  27  Geraden  nm&iBen;  die  hier  in  Frage  kommenden 
Emieaeder  der  ersten  Art  sind  wie  die  nenn  Wendepunkte  einer  £nrre 
3*"  Ordnung  «iwammengesetat^  ihre  Aniahl  ist  40,  und  ihre  Begehungen 
sind  gensn  dieselben,  wie  sie  Clebsch  in  den  Qött  Abh.  tou  1869  ftr 
die  Gleichung  40*^"  Gnules  dar  Draiteilung  entwiekelt  hat  — 

Ein  in  Kooperation  mit  Brioschi  und  Casorati  1868/69  am  Istituto 
Tecn.  Sup.  ein^ericliteter  Kurs  hat  Cremona  1869  Anlaß  zn  einigen  Noten 
aus  der  Theorie  der  algehraischen  Funkiionm  gegeben,  Cremonas  Vortrilge 
hatten  den  Zweck,  in  die  algebraischen  Teile  der  Theorie  der  Abelacben 
Funktionen  von  Clebech-Gordan  einzufOhren,  mit  Verwertung  des  Ganges 
der  ,^ntroduziona^.  So  entstand  eine  Darstellung  der  Einteilung  der 
Integrale  in  Typen  und  des  Abelschen  Theorems  (Mem.  Acc.  Bologna  X), 
die  etwas  mehr  geometrisch  gehalten  war  als  in  jenem  Buche;  ferner  eine 
Note  über  die  Trausfornuition  des  hyperelliptischen  Kurven  (Rend.  Ist. 
Lomb.  (2),  II")  und  eine  Note  über  die  Anzahl  der  Moduln  einer  allge- 
meinen Kurvenkiasse,  die,  wenn  auch  für  ^  nicht  zutretfond,  für 
j}«>6  smmeich  auf  die  iiiemannsche  Form  oder  auf  die  uiedngste  Normal- 
kurve mit  lö  Moduln  führt. 

Xu  der  römischen  Zait,  von  1873  an,  hat  die  Forschertätigkeit  Cremonas 
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keine  neue  Richtung  eingeacUagen,  wohl  aber  noch  einige  Frflohte  ge- 
bracht. Außer  einigen  schon  erwähnten  Traneformationsarbeiten,  und 
außer  einer  algebraischen  Note  von  1879  (Rend,  Ist.  Lomb.  (2),  XU)  über 
Polyeder,  die  aus  Selimiegungsebenon  einer  Rannikurve  S**'  Ordnung  ge- 
bildet sind,  ist  besonders  eine  lliitersueliuiig  aus  dem  Jahre  1877  Uber 
das  Fascalsche  Sechseck  („Teoremi  stereumetrici  etc.",  Atti,  kcr  T.iuc.  (B),  I) 
mit  der  Fortsetzung  fiber  die  Polarhesaeder  der  Fläche  3**'  Ordnung  (diese 
Annalen  XIII,  Torpet:  ;iu'^en  auf  der  Münchener  Xaturforscherversanimlnns^ 
von  1877)  hervorzuheben.  Die  Untersuchung  ist  durch  eine  Arbeit 
G.  Veroneses^  seines  Schülers,  angeregt,  die  Cremona  im  selben  Bfuide  der 
Atti  mitgeteilt  hatte.  Von  Perspektiven  Dreiecken  ausgehend,  hatte  Veronese 
neue  ])olare  Konfigurationen  innerhalb  des  Gebildes  des  Pascalschen  Sechs- 
ecks gefunden  und  damit  bekannte  und  neue  Eigenschaften  bewiesen. 
Dorch  eine  rSumliche  Betrachtung,  nämlich  durch  Projektion  des  Ge- 
raden^itemi  einer  Fllldie  3*^  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ane  diesem  auf 
eine  Ebene,  machte  nun  Cremona  diese  Eigenschaften  intuitiv  evident. 
Zwar  hatte  sehon  1868  (Papers  VI)  die  Projektion  eines  ranm- 

liehen  Seebsseits  benutst;  hier  aber  wurde  das  System  der  15  nieht 
durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden,  die  je  zu  drei  in  16  Ebonen 
liegen,  yerwendet  und  damit  gerade  das  Wesenüiehe  der  Figur,  während 
die  unwesentUehen  Sehnit^unkte  im  Baume  nur  als  scheinbare  ersehienen. 
Diese  Seite  der  Frage  ist  weiterhin  Ton  Biehmond  (of.  diese  Annalen  LID) 
unter  Obetgang  an  ebenen  SeehsrSumen  des  TÌerdimensionalen  Baumee 
Teifblgt  worden. 

Wie  Cremona  weiter  erkennt^  genflgte  jede  Figur  Ton  15  Geraden,  wie 

sie  nach  Ausschluß  einer  der  36  Doppelsechsen  auf  einer  allgemeinen  Fl&che  , 
3**'  Ordnung  liegt,  zu  demselben  Zwecke;  und  diese  Erkenntnis  hat  ihn  zu 
einem  Interessanten  Resultate  geleitet,  das  in  diesen  Annalen  XIII  alge> 
braisch  ausgeführt  wird:  zu  einem  Zneammenbang  zwischen  der  Geraden- 
und  der  Pentaedertheorie  bei  der  allgemeinen  Fläche  3"""  Ordnung.  Als  ' 
„Kem^  der  räumlichen  Figur  tritt  nämlich  zunächst  ein  Sechsflach  auf: 
die  15  Ebenen  gnippieren  sich  in  zehn  Paare  konjugierter  Trieder,  deren 
Scheitel  in  der  Projektion  die  Steinerschen  Punkte  werden;  und  diese 
!?  •  1<  >  Scheitel  sind  die  Ecken  df^-  S^chaflachs.  Pezieht  mau  nun  die 
Fläche  auf  dasselbe,  so  stellt  sich  ihre  Gleichung  als  eine  Summe  von 
sechs  Kuben  dar;  man  hat  also  eiu^  „Polsechsflach*'  vor  nich,  wie  sie 
Heye  1873  (Cr.  J.  78)  als  in  vierfach  unendlicher  Zahl  existierend  für 
die  Fläche  nachgewiesen  hat.  Da  nun  nach  Rpye  alle  abwickelbaren 
Flächen  1)^'  Klasse,  welche  je  zweien  solcher  l'olseclisflache  einbeschrieben 
sind,  fünf  gemeinsame  erzeugende  Ebenen  besitzen,  so  kommt  man  hier 
durch  einfache  Konstruktiuii  aus  zwei  Teiijchiedeuen  der  15-8väteme  von 
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Geraden  auf  ein  Pentaeder:  (his  l'eütaeder  der  aUgeineinen  Fläche  3** 
Ordnung.  Hiermit  war  eine  Frage  gelöst,  welche  schon  Clehsch  sehr  am 
Herzen  gelten  hat  (ygl.  diese  Annalen  VII,  S.  17).  — 

Die  wîfldflrholt  hier  berflhrten  pädagogischen  Bestrdnmgen  Cremona^ 
nehmen  einen  großen  Teil  teiner  Titigkeit  ein.  So  sengt  ein  Avftais 
(Atti  Ao&  Lincei  III,  1876)  Aber  die  Lieechen  Beàehnngen  zwieohen 
Linien-  and  Kagelgeometrie,  mit  TÌeleii  Anwendungen,  TOn  eeinat,  den 
Fovtediritten  der  Wieaeneehaft  sngewandten  Voartritgen  in  Born.  Aua  den 
Kursen  heraus  aind  anoh  die  LehrbUeher  entstanden. 

Zngleieh  mit  dem  Ereeheinen  Ton  Cnimanne  Werk  Uber  die  gtaphieobe 
Statik  (1866)  trat  Cremona  seine  Fhifessiur  fUr  dieees  Fach  an;  und  ein 
für  1866/67  nuammengeetellter  lithographierter  Ems  gibt  schon  von  der 
Tfaecnie  dea  Cnlmannschen  Tragheitselüpsoides  Ar  planare  TiSf^ts- 
momente  und  Ton  den  zugehörigen  Polarbeaiehnngen  mehr  rein-geo- 
metrische Fassungen.  Die  projektiven  Methoden  haben  ihm  dann  in 
einer  Mailänder  Oelegenheitsschrift  von  1872^  die  seitdem  wiederholt  in 
Terechiedenen  Sprachen  erschienen  ist,  j,Le  figure  reciproche  nella  statica 
grafica'^,  an  schönen  und  rielbenutzten  graphischen  Konstruktionen  rar 
Bestimmung  der  Spannungen  in  Fachwerken  Anlaß  g^eben.  Oulnuinns 
Seilpolygon  und  Kräftepoljgon  für  ebene  statische  Probleme  werden  als 
Orthogonalprojektionen  zweier  Polyeder  erhalten,  die  in  Bezug  auf  ein 
Nullsystem  reziprok  sind;  so  zwar,  daß  die  homologen  Seiten  der  beiden 
ebenen  Diagramme  direkt  ihre  ji.trallele  Lage  einnehmen,  Avührend  bei 
einer  früher  von  Maxwell  gegebenen  analogen  Konstruktion,  nur  mit 
anderer  Art  der  Ueziprozitiit  der  Polyeder,  noch  eine  Drehung  eines  der 
Polygone  nötig  war:  und  diese  Konstruktion  wird  (lìterliaupt  und  syste- 
matisch auf  ebene  Nachwirke  mit  zugehörigen  reziproken  Krüftopläuen 
ausgedehnt.  Die  Anwendbmkeit  der  Konstruktion  beschrankt  sich  freilich 
auf  ebene  Fach  werke;  und  auch  die  rein-projektive  Methode  wird  in  der 
graphisclien  Statik  neuerdings  als  unwesentlitlt  trachtet.  Zwei  Jahre  später 
gab  Cremona  auch  em  Lehrbuch  „Die  Elemente  des  graphischen  Kalkula*' 
(dentsch  durch  Curtze,  Leipzig  1875)  heraus,  ein  hübsches  lehrreiches 
Werkchen,  gedacht  ab  Vorbereitung  f&r  die  graphische  Statik  anf  tech* 
nisdun  Uittelschulen. 

Ana  Vorbereitung  der  Stndiennden  fOr  die  gxaphiache  Statik  ia^ 
wie  Tarher  £eyes,  so  auch  Gremoaiaa  Lehrbneb  „Elemente  der  projektiren 
Geometrie^  herroi^egangen  (erste  Auflage  1873;  deutsdi  durch  Traut- 
TetteTi  Stattgart  1882).  Das  Werk  aeichnet  sich  durch  einen  einüiehea 
Gang  aus:  aus  den  Projektifitfttseigenschaflen  der  Ebene^  die  sur  Vei^ 
ansebauliehnng  sunlehst  durch  Zentialprojektion  aus  dem  Baume  abgeleitet 
werden,  aus  den  hazmcnisehen  Eigenschafleu  des  ToMstândigen  Vierecks 
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und  aus  der  Dualitilt  wird  systematisch  die  Lehre  Ton  den  Kegelschnitten 
gefolgert:  Das  Metrische,  das  Cremonas  Geist  wegen  der  Anwendungen 
nahe  lag,  wird,  von  vornherein  und  weiterhin,  als  J^pi?piel  des  Projektiven 
verfolgt,  um  das  Interppsf«  und  das  Verständnis  für  dieses  zu  fördern; 
nicht  um  jenes  zu  begründen.  Dabei  ist  die  Durchführung  so  glücklich, 
daß  das  Buch  nicht  nur  den  Technikern,  sondern  noch  mehr  für  die 
Erziehung  der  Mathematiker  selbst  große  Dienste  geleistet  hat.  Eine 
Fortsetzung  sollte  bis  zur  analytischen  Geometrie  hingeleiten,  ist  aber 
nicht  erschienen.  Späterhin  (Kurs  18î)8  09)  dachte  sich  Cremona  für  die 
erste  Einführung  die  synthetische  und  die  analytisch-geometrische  Richtung 
am  besten  in  eimn  Lelirgang  vereinigt,  um  möglichst  leicht  den  Gesichts- 
kreis zu  erweitem;  und  aus  diesem  Bestreben  sind  auch  G.  Castelnuovos 
JLezioni  di  OflomBim  aniHtica  e  proiettiva'',  vol.  I,  19(M,  veranlaßt:  diese 
yaeinigung  vati  die  BerHekiiditigung  der  aagewaadtaii  ìfathematik  wwen 
bii  snklBt  Gegeiutmd  leiner  FOnoige.  — 

Bei  ebem  Rflekblidc  auf  CremonM  Sehaffm  füllt  ftufieriieh  sein 
liftofiges  Zuaammentraffen  mit  anderai  Aatoren  wat  £b  iit  darauf  nufiok-' 
nfUra,  dftfi  Creni<nm  gens  in  feiner  Zeit  wunelt  und  d«ft  bisIaDg 
unklare,  in  der  Zeit  iei%ewordene  Ideen  iidi  leicht  an  Tenehiedenen 
Stellen  pldtalicfa  su  Theorien  verdiehten  Am  haufigeten  begegnete  er 
Olebech,  der  ebeaftlla  daa  <^nA  Ange  für  die  ProUMue  aeiner  Zeit  hatlfl^ 
und  mit  dem  er  flberhaupt  viele  Yei^eichapunkte  darbi^et  Die  Freund- 
schaft zwischen  den  Forsobem  beruhte  in  erster  Linie  auf  der  g^jeiir 
seitigen  Hochschätzung  des  systematÌBehen  Geistes  des  Einen,  der  anap 
lytischen  Kraft  in  der  Behandlung  geometrischer  Fragen  des  Ändern,  eine 
Teilnahme,  die  Beide  ermutigte.  Vor  allem  ist  sie  auf  die  Überein- 
■timmung  in  dem  inneren  Ideengehalt  der  beiderseitigen  Methoden  ge- 
gründet: sie  entstand  im  Beginn  der  sechziger  Jahre,  als  sich  Beide  mit 
den  Problemen  der  Polarentheorie  beschäftigten  und  sie  hat  sich  nur  noch 
vertieft,  als  sie  1866  in  den  Abbihlungstheorien  zusammengetroflen  waren. 
,^VVir  leben  glücklicherweise  in  einer  Zeit,  wo  nnnlytische  und  synthetische 
(xeometrie  aufgeiiört  haben  einander  zu  beleindeu,  und  zufrieden  sind 
voneinander  zu  lernen",  schreibt  Clebsch  iin  Dez.  1868  und  Cremona 
e!\vi(ltrt*ì  ebenso:  „Ich  bin  voli  überzeugt  von  tier  gegon.seiti^en  Hilfe, 
die  sich  Analysis  und  Synthesis  in  der  Geometrie  leisten".  Die  vcm  beiden 
Seiten  her  gekommenen  Begriffsbildungeu  waren  ihr  gemeinsames  Eigentum 
geworden;  und  während  sie  verechiedenen  Ausgangspunkt  hatten,  stand 
doch  ihre  intuitive  Erfassung  der  Probleme  unter  demselben  Zeichen: 


*)  Nach  dem  o.  c.  Nachruf  Veroueaes. 
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Plfieker.  Endlicik  bildet  aacih  die  Art  dee  Denkeni  einen  gemeìnismeii 
Gnmdsug:  gai»  etàSunk  rea  der  Bichtcuig  auf  LSsung  beetimmter  Eimel- 
fngen  oder  auf  abitnkte  Priniipienfragen  ergiugen  udì  beide  Forscher 
in  £wier  SchalFeiiBtitigkeii  und  wurden  aàidpferòeh  m  der  Mähodik  ibver 
WiBseuMshaft. 

Wenn  Cremona  an  der  jetat  in  Italien  tidi  anabreitenden  Tendens 
nach  abaftTakt^begnffliehen  UnterauGhiiDgen  keinen  Anteil  hatten  io  ist  eeine 
generaliaierande  Kraft,  der  Getit  der  allgemeinen  ÄnffiManng,  aua  aeinen 
Bflehem  nnd  aeinen  ^anaformationaforadrangen  nm  ao  raachor  mud  tiefer 
in  die  geometrische  Richtung  aeinea  Landes  eingednmgen }  nnd  die  Arbeit 
dea  Foiachera  nnd  Methodikers  iat  ein  feater  Beatandteil  der  Geeehidhte 
éa  reinen  Geometrie  llberhanpt  gewordoL 

Erlangen,  März  1904. 


Nachtrag. 

Nach  Ferti^'stclKing  de»  Druckes  dieaea  Aufafttsef  (Hai  1904)  sind  weitere  Naoh- 
rule  aui'  Cremona  erschienea  von: 

F.  "EaanquaB  (Rend.  Aoc.  Bologna,  t.  18.  iOn  1904); 

E.  Bertini  (Proc  Lond.  Math.  Soc,  (2),  1.  pnrt  7); 

G.  Loria  (Bibliotheca  Math.,  (ü),      H.  2,  mit  genauetn  Verzeichni«  der  Arbeiten 

Cremona!)  ; 

ft.  Stum  (Aroh.  d.  Math.  u.  Phys.,  (.3),  VUI,  H.  1). 

Hiemach,  insLesoiulcrH  nadi  (îem  ciriLrelieixlen  Berichte  dee  Herrn  Loria,  sind 
in  dem  Aufsatze  folgende  Verbesaerungen  vorzuuehmeu: 
9.  2,  Z.  l—S:  statt  ^städtischen  Beamten''  lies  „niederen  Beaasteten'' 
„    9,  n  hinzu:  „1K5.3  erhielt  Cremona  in  Pavia  aneh  den  akademiachen  Grad 

eines  Ingenieurdoktors". 
„    2,  Anm.:  die  hier  gemeinte  Schrift  iat  eine  iniGiuru.  di  Mat.liiii^löüöjei-BchieneneNot«. 
„    8,  Z.  16:  statt  „1860»  lies  „1887«. 
„     8,  „  31:     „      „18Sr,"    .,  „1887-V 
„  15,  „   9:    „     „Arten  acht"  lies  „acht  Arten  vier". 
„  17,  „  12:    „     „1866/67"  lies  „1867/68". 
„  18,  „  9:    „    „Kurs  1898/99"  lies  „Knise  von  1888  an". 

[90.  Juli  1904.] 
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Sur  la  nature  analytique  des  solutions  des  equations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 

Par 

S.  Bebmsteqì  à  Paxis. 


Intfoducitoii« 

Toas  les  géomètres  et  physiciens  semblent  aujourd'hui  d'accord  que 
le  domaine  d'appUcation  des  mathématiques  n'a  d'autres  limites  que  les 
limites  de  nos  connaissances  mêmes.  11  serait  pourtant  bien  téméraire 
d'affirmer  qiip  nous  noua  trouvons  déjà  pu  possos^^inn  des  sj'mbulea  les 
mieux  appropriés  pour  interpréter  simpl» meut  les  phéiioraènefl  de  la  nature. 
Il  est  ail  contraire  beaucoup  plus  probable  que  bien  des  théories  mathé- 
matiques aujourd'hui  en  estime  ne  seront  admirées  pins  tard  que  comme 
des  chefs  d'oeuvre  historiques,  et  d'autres  théories  aussi  Ijelles  et  aussi 
paiiaites,  mais  d'une  application  plus  large  viendront  les  remplacer. 

Parmi  les  théories  modernes  qui  ont  été  le  plus  développées  dans  la 
deuxième  moitié  du  XIX  siècle,  la  théorie  des  fonctions  uuvilytiques  occupe 
certainement  lu  première  plaue.  Pourtant,  son  importance  coutiuue  à 
s'accroitre  de  jour  en  jour.  Cela  tient  principalement  à  deux  choses. 
D*ime  part  les  équaiHms  algébriques,  fottetìmmétles  ei  différentiéUea  ordinaires 
conduisent  en  général  à  des  fcncäons  analtftiques.  D'antre  part  ü  existe 
des  dasses  d*éguaiicm  am  dérivées  parUdles  éhni  krnies  les  aoUOions  soni 
anabftiqws. 

De  ce  denier  hâi  rinite  d'sUlears  un  théoïkne  fondamental  de 
Weiersiiass  qui  eert  de  pont  entre  la  théorie  des  fonctione  analytiques  et 
la  théorie  générale  des  Ibnctions:  à  saToir,  que  toute  fonction  bornée  et 
int^raUe  peut  être  considérée  comme  limite  d'une  suite  de  polynômes. 

Le  but  principal  de  mon  traTafl  est  de  démontrer  un  théorème 
ti:ès  général  énoncé  par  H.  Hilbert  au  Congrès  Ibtemational  des  Mathé- 
maticiens à  PlBkrìs  en  1900  au  siyet  de  la  nature  analytique  des  solutions 
des  équations  aux  dérÎTées  pad^ielles  du  second  ordre.  Ce  théorème  peut 
s'énoncer  de  la  façon  suivante.   Soit  s  une  foneücn  de  x  et  ff  dont  les 
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dérivées  des  troia  prmmera  ordres  sont  finies  et  amtimiea;  si  dk  est  me 
eohéiom  de  VépiaHm  F^yz^^^  ^  0)  -0,     Ami<  amalyUgiie, 

et  siéUe  vérifie  VinégedUe  iFgi.  F^,-  /F'g»,  \'>0,eUee8t  anàliftique*). 

H  résulte  en  particulier  de  ce  théorème  qn6  tons  les  problèmes  r^uliers 
du  calcul  des  yariations  c'est  à  dire  ceux  auxquels  OU.  est  en  général 
conduit  en  g^métrie^  mécanique  et  physique  ne  sont  susceptibles  que  de 
solutions  analytiques. 

Ou  eonnaii  d^uis  Gaucby  le  lien  étroit  qui  existe  entre  les  fonctions 

Aarmont^iies  (Térifiant  l'équation      +  ^    0)  et  les  fonetions  aauäii^ques. 

Ce  n'est  qu'en  1890  que  M.  Picard  a  généralisé  la  propriété  des  fonctions 
harmoniques:  notamment  il  a  montré  que  toutes  les  sciutions  dont  les 
dérivées  des  deux  premiers  ordres  sont  fimes  et  eoniimies  de  VéquaHon 

lï?  *^  ?p  "i'^^  +  ^f^'i"*''"'^'  otio^fc,  c  sont  des  fonctiotis  analytiques 
de  J  et  sont  dies  mêmes  anM^tiqua,  En  189Ö  (Comptée  Rendus  i  121) 
M.  Picard  a  démontré  un  théorème  analogue  pour  une  classe  spéciale 
d'équations  linéaires  d'ordre  quelconque.  Sons  l'influence  de  M.  Hilbert 
la  méthode  de  M.  Picard  a  été  reprise  par  M,  Lutkemeypr  (Göttingen, 
Dissertation  1902)  et  M.  Holmgren  (Mathemat.  Ammlen  1903)  qui  établirent 
indépendenunent  l'un  de  l'autre  le  théorème  que  nous  arons  en  vue  dans 

le  cas  partieulier,  où        ^  +  l'y!  —  f(^!f'  ^'  |y)  * 

forme,  le  théoième  de  M.  Hilbert  est  intéressant,  car  il  montn^  par 
exemple,  que  toutes  les  sm&ces  à  courbure  constante  poeitÎTe  sont 
analytiques. 

Dans  mes  modestes  recherches  je  fus  également  inspiré  par  MM.  Picard 
et  Hilbert:  par  le  premier  pour  les  moyens,  par  le  second  pour  le  but 
C'est  en  modifiant  conTenablement  la  méthode  de  M.  Picard  que  je  suis 
parrenu  à  résoudre  complètement  le  problème  posé  par  M.  HÛberi  En 
exprimant  ma  profonde  rêconnaisssnoe  aux  deux  illusiares  mûtres,  je  tien» 
à  remercier  tout  spécialement  M.  Hilbert  de  m'ayoir  petsonndlement 
recommandé  ce  siget  intéressant 

Je  commencerai  par  exposer  dans  le  premier  chapitre  la  méthode  de 
M.  Picard  et  son  applicaiâon  au  cas  de  MM.  Lutkemejer  et  Holmgren. 
Jo  montrerai  que  sous  sa  forme  priniitive  elle  est  imipplicable  au  cas 
général  et  j'indiquerai  sommairement  la  nature  des  changements  nécessaires 
pour  arriver  an  but  Dans  le  second  chapitre  j'étudie  une  nonyeUe  forme 

*)  On  trouvera  un  résumé  de  ma  démonstration  dans  ime  Note  des  Comptes 
Rendus,  Novembre  ld03. 


Digitized  by  Google 


22 


de  séries.  Ce  Bout  les  léniltats  eie  oefete  ékaâe  qui  nous  permettront  de 
wicre  les  diffienlt^,  indiquas  dans  le  chapitre  prêchent  Dans  le 
froiiième  ehapitre  je  démonire  le  ih^rème  de  M.  Hilbert  pour 

en  entrant  dans  tons  les  d^taOs  de  caleoL  Dans  le  quatrième  je  donne 
la  démonstiatton  générale  et  je  dévelc^pe  qn^uefi  considénttìons  gébânles 
nUtires  à  la  riaoUtUon  du  pnblème  de  DiriddeL  Enfin,  dans  le  demier 
elt^iteB  j'ézamine  les  équations 

mi' ^{"^if' di  di)  d^-^i'^v^iih 

j'établÌB|  en  particulier,  que  la  première  admet  des  aoUtHom  (ouiami  de 
foie  derwcddes  qu'on  le  veut)  non  anahftìgues  par  rapport  à  x  ä  y,  tandis- 
gue  twies  let  eoluiûm  de  la  seconde  eoiU  analytiques  par  rapport  à  mais 
pewmt  ne  pas  être  amal/yiiques  pair  rapport  à  y. 

Chapitre  L 
Méthode  de  H.  Pleerd. 

1.  La  méthode  des  approximations  successives  de  Af.  Picard*)  appliquée 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  quoique  connue  })ar  tous  les  spécialistes 
ne  fait  pourtant  pas  encore  partie  de  rensoiguemcnt;  c'est  pourtjuoi  je  ne 
crois  pas  inutile  de  la  rappeller  ici  sous  la  forme  qui  semble  ae  prêter 
le  mieux  aux  généralisations  que  j*ai  en  vue. 

Soit 

une  équation  liuéaiie  aox  dériTées  partielles  du  second  ordre,  où  a,  h,  e 
sont  des  fonctions  analytiques  de  a;  et  y.  Je  suppose  que  $  est  une 
solution  admettant  des  dériTÓes  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à 
X  et  y,  finies  et  continues  dans  une  certaine  région  8  comprenant  l'origine 
0  à  son  intérieur.  On  sait  que  cette  solution  est  complètement  déterminée**) 
par  l'ensemUe  de  Taleurs  qu'elle  prend  sur  nne  oirconfirence  C  de  rayon 
JR  suffisamment  petit  située  à  l'intérieur  de  8.  Si  donc  par  une  méûiode 
quelconque  nous  trouvons  une  solution  u(icyy  admettant  des  dériréas  finies 
et  continues  des  deux  premiers  ordrss  et  praiant  sur  C  les  mêmes  Taleurs 
que  g,  on  aura  identiquMnent  t»  *» 

*)  Voir  Burtoui:   «Journal  de  TÉcole  Polytechnique»  1Ö90  et  «Acta  Mathe- 
nurika»  im 

**)  Em.  Pieatd  «Tkaité  d^inalyse»  i  IL  Ch.  1«  §  3. 
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Sur  la  uaiuxü  analy  tique  de«  aoluiiotiB  etc.  ff^ 

Etudions  de  plus  près  le»  conséquanoM  que  comporte  pour  b  llijpo- 
thèse  d'ayoir  ses  àénjéeB  des  deux  premien  ordres  finies  et  contiiiiies. 
Endemmeni, 

(2)  <f-'#+A«  +  «oy  + Y9iaî'  +  Ç>8*y  +  Y?»»!/*  - 

où  £o,  p^f      sont  des  constantes  et  7,  des  fonctions  de  a;  et  y 

qni  à  l'intérieur  de  S  sont  inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe 
M  qui  est  la  limite  sapérieme  des  denvées  de  #  à  rintéhear  de  S. 
De  même 

Bat*  "  ^'     dx^  "  ft>     af • 

où  ^,  X  X  sont  des  fonctions  de  x  et  y  inférieures  en  valeur  absolue 
à  Jlf  à  l'intérieur  de  la  région  8. 

En  posant  x  »  p  gob  0,  y  —  p  sin  0,  il  Tient 

(*)  J5->'a  +  «'*x(c»).    8^  =- S»  +  «lOiC»»  9). 

oft  les  <t>  sont  des  fonctions  pério<liqnes  par  rapport  à  0  qui  pour  toute 
valeur  réelle  de  9  et  pour  ^  positif  et  inftrienr  à  tm  nombre  fixe  K  sont 
infériemes  en  talenr  absolue  k  2M. 

En  remarquant  que  +        on  d^nit  des  ëqnatîoiis  (4) 

(5)  ^î^--<l>iSÎn9  +  4»t«O80<4jir. 

Et  ensuite  à  cause  de  ^-^,y«-2||^a:y +  j^îf 

(6)  ilf^^-0,8in«ö~2<p48inÖco8d+<t>,coB««--<l>iCO8Ö-0,Binö<lOJIf. 

D'où  il  résulte  que  sur  la  circonférence  C  de  rayon  J2<i^,  ^o((*;  ^) 
développable  eu  série  trigonométrîque  et  on  a 

—    +2 «»^^  +  rf,  shi  ni? 

a;7ee  les  inégelités: 
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En  effpi.  on  a  d'abord 

Ï;t  tn  iff 

0 

I     I  ^a-mr      i     i  ^  20 M     .  .  ^20K 

K|<2Jf,    |cj<~-,-  et  ]âj<-^' 

Cela  suffit  pour  éteblir  la  première  des  inégalités  (7).  Pour  avoir  la 
seconde  nous  nous  servirons  d'une  identité  fondamentale*)  qui  est  applicable 
à  toute  fonction  f($)  bom^  et  intégrable: 

Done,  comme       est  hornéè  et  ini^gnUe»  on  » 

j|'{4n*  +  rf««*)<2(10Jtf)«. 

«=1 

3^  ki»*^!^^'**»  <^  >^  l^iil^^*  ^  ^  limite  que  dans  toae  les  cm 

a» 

^n{\c^\i'\d^\]<200M'-^4.. 

Lea  inégalités  (7)  sont  donc  établies. 

On  en  déduit  immédittenwnt  en  teaaat  oom]>te  dee  Imiralee  (4) 
que  sor  C 

(8)  coB  ud  -j-  ß^BinnO. 

Avec  les  eonditions 

(»)       |g-i.J+J'^|!«.l  +  l/i.l)<ya<i,B, 

i 

li;  -8.1 +^;^  1 +  i  AiX  -wj»  <  iiJ- 


*)  Voir,  par  exemple,  M.  Hurwitz  «Sur  les  applications  géométriques  etc.» 
Annale«  de  l'École  Normale  1902. 
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CSe  font  là  des  propii^téi  fondunenUks  de  la  foiiolî<ui  g  qne  nons 
noui  ]^poflîoiii  d'^Uir. 

2.  Ceci  posé,  considérons  avec  M.  Picard  le  sjâtème  d'équAtions  suivant: 

ax»  +  êy«  "  «  "a*  -  +  ^  -air  +  ^'''-i- 

Déterminons  d'abord      par  la  condition  que         z  sur  la  circonférence  C. 

Portons  ensuite  la  valeur  de  la  fonction  ainsi  trouvée  dans  la  seconde 
équation  rpttf  cqnatim!  détermine  à  son  tonr  îfj  par  la  condition  que 
sur  C  Uj  =  2.  Et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainai  une  succession  infinie 
de  fonctions  bien  déterminées  '«^  u,  •  •  •  m^.  J e  dis  que  si  «  croissant 
indéfiniment,  tend  uniform riri>  at  vers  une  fonction  u  et  les  dérivées 
de  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  x  et  y  vers  lea  dérivées 
respectÎTes  de      u  vérifie  l'équation 

f*\  a*»»  ,  a*tt     du  ,  ,  du  . 

W  +  »-,.- '•âx  +  *  Ss- +«• 

en  prenant  sur  la  cireonlifireiiee  0  1m  mêmes  ▼•lean  que  j.  En  effisi^ 
on  devrait  avoir 

a*»  ,  a'i»  .du 

^«  +    -  *  3»5  ~  ai?  ~    "  ^ 

Olì  peut  devenir  inférieur  à  tout  nombre  donné  d'avance.  Comme  le 
premier  membre  est  déterminé  pour  un  couple  de  valeurs  x  et  yj  il  est 
identiquement  nuL  On  reconnait  aussi  en  répétant  le  même  raisonnement 
elasBÎqQe  qne  «  -«  j  nr  C?.  Je  rappelle  ce  qne  j'ai  dit  au  début  qae  ei 
le  rayon  12  dn  eerde  C  eit  iem  petit,  «  efe  #  le  eonfôadeiit  nnen  à 
rinWear  de  C  Je  ne  miendiai  pina  ear  ce  i»oint  en  admettent  une 
fois  pour  tontes  qne  12  a  été  ehoisi  assea  petit  ponr  qu'une  solntion 
donn^  par  ses  Tsleun  snr  C  soit  détenninée  sans  ambiguïté.  D'antve 
part  je  puis  écrire  ^demment 

-  "o  +  (««i~«o)  +  K-«*i)  +  •  •  •  + 
Donc,  pour  que       tende  uniformément  vers  une  fonction  u,  il  faut  et  ü 
suffît  que  la  série 

(11)  tt  =  Mo  +     +     -I-  1-  1,^  +  . . . 

où     —  i».  —  M^.i  converge  imiformément. 
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Nous  roulotìs  dnnoiitrer  d'aprh  3f.  Picard  non  seulement  qm  reffe 
strie  converge  tiinsi  que  ses  drnvrcs  des  dcìix  jgreumers  ordres,  mais  gu'elle 
représente  en  mitre  Mne  ftrnrtÌQn  analytique. 

Du  système  d  équations  (10)  on  déduit  immédiatement  en  retranchant 
chaque  équation  de  la  suÏTante  un  nouTeau  système 


(12) 


qui  déteimiiiA  direefeement  «o^i^b  *  *  *  ^«  iapposaiit  que  «or  C  t%  « 
et  «»*0. 

C'oit  ]»  résolntiaii  du  i^it^e  d'^utioiii  (12)  que  noue  eolietîtaoïui 
finalement  à  T^itetion  (1).  On  Toit  que  aauf  U  piemière  équation  de  ce 
système  qui  est  une  équation  de  Lapkce  toutes  les  autres  sont  de  la  forme 

Kons  devons  donc  chercher  d'abord  la  solution  de  Téquation  (13)  qui 
s^samufie  sur  0» 

Maïs  il  nous  &ut  avant  établir  quelques  proposîtieiis  prfliminaires. 

8.  Lemme.  SoU  F(xjf)  me  fmUm  analffiiqiie  des  wuriabiles  eompkxes 
X  «t  ff  r^^uUers  tant  que  \x  +  ^i\^S  ét  \x  —  yi\^B.  Si  on  pose 
x^^wêè,  ff'^QwiB,  ma 

m 

F{xy)  =  F(ji  C08     p  ain  Ö)  -  ^  AJ^q)  cos  nB  -}-  B^{q)  sin  nö 

OMS 

la  série 

ékuU  coimetfftiUet 

En  efbt^  si  nous  oonsidénns  F(xjf)  eomme  fonction  dt  —  +  y t 
et  #1  i«  X  ~  y on  a 
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ce  développement  ^tant  abaoloment  coarflKgont  tent  que  W^R» 
KI^JB.  Or 

— [«»  (p— fl)^ + »  (p— s[)fl- 

En  powat  p  —  $  —  ± «  ioîvaat  que  p >  9  on  g on  obtient  bien 

m 

F{xy)  -  2*  ^(rt  eoe  »0  +  JB,(e)  ein 
«■0 

areo 

De  plufl  on  voit  qae  -  6^,+*  +  et  A*  -  Donc 
la  Mb 

eet  eonreigente.  0.  q.  £  d. 

iVbitf  oiipeBerow  JT—  [F(xff)]M  norme  de  F{xff)  ou  du  däßdafpmnetU 
trigonoindrique  oorrespondani  rdaHoe  à  JB.  Fins  tard  nova  génénJiswona 
eeiie  définition. 

Réciproque.  Si  m  a  im  déodoppment  irig<moniétrigiêe 

^(9^)  +  B,(if)  sin  ne, 

oà 

et  qtie  sa  norme  N  90U  finie,  en  posant  x  ^  ç  cos  0,  y —»^  sin  0,  ^(qO) 
dement  une  fonction  analyHqiie  de  xetff  F{xj/)  r^giAière  faniçpiie  \x-\-^i\  <R 
et  \x~yi\<R. 

Ën  effet,  en  posant  comme  nons  venons  de  le  Cure  jc  +  yf  —  «}, 
x  —  ffi^Mtf  ^  oonstate  qae 


oH 

De  sorte  que  la  serie 
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eouTerge  et  par  consequent  O  (p^)  »  F(xy)  est  une  fonction  analytique 

de  X,  y  régulière  pour  \x  -\-  yi  <.  R  et  \x  —  yi\  ■<C  R.    C.  q.  f.  d. 

D  est  évident  que  la  norme  d'tine  somme  de  deux  fonctions  est  au 
plus  égale  à  la  Bomme  des  normes  de  cee  mêmes  fonctions.  D'après  nos 
notations  cela  s'écrit 

(wy        [«*»)+*>(«»)].  ^  [««»)]. +[»>(«»)v 

PareiUement 

(14)"  [f(xp)  .  ipixy)]^  £  [fixy)U  '  [<p(^y)]H- 
En  effet,  soit 

;fïo  /après  ayoïr  pose^  men  en-\ 

Puisque  le  prodoit  f  •  tp      une  somme  de  tennea  analogues  à 

cospö  sinaö  -        [firn  (j>  +  g)Ö  +  sin  (ä  -p)9\ 

et  que 

\^^^^  (•m(P+ji)«  +  ™(î-p)»)],^^W-0,(*) 

+  + 

OÙ  ^p(R)  et  r).^(R)  sont  respectivement  les  séries  qu'on  obtient  en  remplaçant 
dans  Apig)  et  tous  les  coefficients  par  leurs  modules  et  q  par  jB, 

on  déduit  à  l'aide  de  Tinégalité  (14)'  l'inégalité  (14)". 

En  combinant  Ipb  deux  inégalités  (14)'  et  (14)"  on  arrive  immédiate- 
ment à  l  iuégalité  générale 

où  F  désigne  un  d^éloppement  de  Taylor  quelconqn«  suÌTani  les  puissaiioes 

de  fifi'''  et  F  est  le  même  développement,  lorsqu'on  y  remplace  tous 
les  coefficients  par  leurs  modules. 

4.  Ceci  posé,  reprenons  l'équation  (13),  où  noua  supposerons  que 
F{xy)  admet  una  nonne  finie  [F(xy)]R  et  par  eonséquent  est  analytique 
à  rintAieur  du  cercle  C  de  rayon  J2.  Un  calcul  fteile  montre  que  ai  on 
lût  le  changement  de  Tariables  x^qcio»$,  ^  sin  9  et  qu'on  eherohe 
à  mettre  9(xfß)  aoua  la  forme 

•(«y)  — cos  Ô,  ç  sin  ô)  -  C^(q)  +  ^  (7,(^)  cos  nd  +         sin  »Ö 
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OB  a  poor  âébennmer  C(ç>)  et  Z>(^)  1m  équatimii: 


81 


00 

F(xy)  =.  A^{q)  +^A^{ç)  C08  nO  +  B^{ç)  sin  n0. 

Si  on  veut  que  v{xy)  soit  régulière  pour  .r  =  Ö,  i/  ^  0  et  qu'elle 
s'annnlle  sur  la  circonférence  (\  il  faut  preuflrp  pour  C',(p)  et  D^{ç)  les 
solutions  des  équations  (15)  réj^^nlières  à  l'origine  et  s'aiinallaiit  pour 
^  =  JR.    On  est  ainsi  amené  aux  formules: 


(16) 


Je  is|ipdle  que 

On  voit  immédiatemeni  qu'on  a  de  même*) 
(17) 

p«0  psO    *  * 


Les  fomnles  (17)  subsistent  pour  m  »■  0. 

On  yérifie  ÙMìUement  en  désignant  comme  tout  à  l'heure  par 

+  + 

A  (II),  B{R)  etc.  les  ainw  retpeetÎTee  qu'on  olitient  en  remplaçant  dana 
â(ç)  et  B(ßf)  tons  les  coeffieients  par  Ionia  modnka  et  9  par  R,  que 


*)  Voir  Em.  Pieard  «Bor  la  géaénliiatioii  da  pioUème  de  Diziehlet»  Acta 
Mathematica  IMS. 
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(18) 

Ces  m^aUtü  sont  fonâameninies.  Plus  tard  en  généralisant  la  notion 
de  norme  nous  trouTerons  des  inégalités  plus  précises.  Pour  le  moment 
les  inégalités  (18)  nous  suffisent. 

D'abordf  il  en  résulte  immédiatement  que 

a»)  K«»)]. -  4 w  +^ + Awl < -»•[*■(*»)]«• 

•mi 

Ensuite  on  démontre'  fiMolement  qoe 

(^^"•)         fe'L<2ÄLJ^(a^y)l*.  [^l,<2Â£JF'(«îf)li,. 
En  effet, 

Or 
el 

[^«~L<i'»|¥+^l<i'|4^+4;Pl<-Bt^(»»)3.- 

On  a  dono  bien 

ITn  eslenl  absolmnent  idsntiqiie  '  nous  eondnixatt  à  la  seconde  des 
inégalités  (19»*). 

ô.  Ces  préliminaires  on  pen  longa  étant  établis,  nom  aTons  tous  les 
éléments  nécessaires  pour  démontrer  que  la  série  (11)  conyei^e  uniformément 
et  représente  une  fonotion  snalytiqae  k  l'inténemr  du  cercle  C  de  rayon  B, 
ponnru  que  R  aoit  asstt  petit. 

En  effet,  reportons  nous  au  système  (12).  Poisqae  s  axa  on  a 
éTidsmment  à  canse  de  la  formule  (8) 

S  -  ^  +  2 aï     ^ne-i-ß^ün  ne], 

mei 
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Sor  la  nature  audytìqae  dea  solotioas  etc.  SI 
Des  ìn^igftlitói  (9)  nous  tiroiiB  fadlemant 

où  P  est  un  nombre  fixe.  Eu  appliquiuit  les  inégalités  (14)'  et  (14)"  et 
eu  désignant  par  Q  nu  nombre  supérieur  à  [a(^-vil«.  ]^>(tìÌ)]h,  \f'(xy)]R 
nonnes  des  fonctions  (i{xy),  h{xy)f  c{xy)  ({vd  figurent  dans  l'équation 
(1),  on  a 

Au  mu)eu  des  in^alités  (19)  et  (lO''**)  on  déduit  ainsi  d'abord 

[t;J«<8P^.JP   ßy^<8PÖ.2Ä  [|^<BP«-»Ä. 

(Nous  supposerons  R  <  1.) 
De  sorte  que 

['•^+*l;'+"'^],<»'e'««»- 

Done  iiie«ei»ÌT»neat 

t«J.<P-(6CS)'  [^\<P.(6QS)>  [^\<P(6QSy, 
[•;.]»< [|^'],<P(6«Jl)'  [""l,<l».(6ejlj-. 


B  suffit  par  conséquent  de  supposer  ^<  ^  P<raur  que  la  $ém 

u  ===  Mg  -{-  t'i  +  +  +  •  'w^w  mdcinmt  unifonmmeiU  convergente 
sur  le  cercle  C  et  à  son  intérieur,  mai$  aü  une  norme  finie  et  par  conséquent 
{d'après  U  lemme  réciproque  du  §  3)  aeU  isnalyUque,  On  Toit  directement 
que  les  sMes 

'  fiC  '        *  eiT  *  dy      dy  *  dy  *  dy  ^ 

conveigeiii  uniformémoit;  mais  il  suffit  de  constater  que  la  série  de 
fonctions  aoaljtiqaes  «  ==     -f    +  t?,  +  •  •  -}-»«  4-  -  •  conreige  absob- 

ment  et  uniformément  pour  ■  x  -\-  yi]  =  R  et  \x  —  yi\-^R,  pour  pouvoir 
affirmer  que  toutes  les  séries  dérivées  d'ordre  fini  convergent  imiformément 
pour  \x-{-yi  <  x  —  yi\<Ii.  11  est  ainsi  établi  que  ti  est  une 
solution  de  l'équation  (1)  qui  se  confond  avec  ir. 
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6.  Nous  pouvons  tout  de  suite  génânlieer  le  théorème  de  M.  Picard 
et  obtenir  les  résultats  de  MM.  Lutkemejer  et  Holmgren. 

Théoième  de  MM.  Lutkemejer  et  Holmgraa.  Toutes  les  sohitìtm  de 
féçptaHm 

Étt  UM  fìmetiù»  moiiytique  de  xyz  ^~        dMd  Ue  dénvéet  dee  deux 

premers  erdete  eeni  finies  ei  conHimes,  soni  analytiques. 

Chrflee  aux  modificaiione  que  j'ai  introdoitoe  dans  Texpositioii  de  le 
méthode  de  M.  Fieaid  (en  partiealier,  aux  inégalitéi  (9))  je  puis  ne  pas 
•appomr^  eomme  le  font  MM.  Lutkemejer  el  Holmgren,  TexiBtenee  des 
dériTéei  troiaièmea. 

A  réqnatlon  (20)  nona  anbatltaona  le  aystème 


(21) 


Po'  70  valeurs  à  l'origine  d'une  solution  z  de  (20)  et  de  ses 

dérivées  premieres,  j^., ,  «j ,  •  •  devront  comme  auparavant  se  confondre 
avec  2  sur  une  certaine  circonférence  C  de  myon  R  suffisamment  petit 
(j'admettrai  ici  ce  que  je  démontrerai  plus  lom  d'une  façon  générale  que 
pour  R  u.saez  petit  l'équation  (20)  ne  peut  avoir  plus  d'uno  solution 
pn-uaiit  une  succession  donnée  de  valeurs  sur  C  et  ayant  des  dérivées 
finies  et  continues  des  deux  premiers  ordres).  Mettons  de  nouveau  u  sous 
la  forme  m  —  ti^  +  Vj  +  ''-4-<?,  4-'-"  avec  —  m^-j  .   Il  s'agit  de 

Toir  que  u  —  f  eet  amdjtique. 

Le  lyslAme  (21)  se  remplaee  eomme  préeedemment  par 

^'^n.^'^n  a«^_A  /  9«,-â\ 
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On  aura  d'abord  en  Tertn  des  inégalités  (9)  et  de  la  remanioe  que 
^x«4.y'-^«  est  la  solution  de  l'équation  + (il  stt  une 
eonstante)  qui  s'aannlle  sor  C 

(28)  ]^{^-p,\<AB  +  LR<X, 

En  preuant  it  assez  petit  ou  peut  reudre  A  aussi  petit  qu'on  reut.  Or 

où  les  P  sont  des  fonctions  analytiques  de     y,      ^%  ^  P^^^t 

supposer  telles  que,  si  dans  chacun  de  leurs  développements  de  Taylor 

suivant  les  puissances  de  a:,  y,  %  — «t,  1^  ~Ä>      —  2o      remplace  tous 

les  coefficients  par  leurs  modules  et  x^y'^%  —  »^^^^—p^^^-^q^ 

par  un  certain  nombre  positif  Ii',  on  obtient  une  somme  iuicneure  u  un 
nombre  fixe  Q. 

D'une  façon  générale 

oft  les  P  sont  des  fonctions  de  x.  y,       -  ,      ,  «-  t  »  — telles 

'         "   ex'    C]t^     n-iy        j.  ; 

que,  si  dans  chacun  de  leurs  développements  de  'J  avlur  suivant  les  puis- 
sances  do  x,  y,  ^^p^^^-^q^^  -ft,  -  ^ - «o» 

on  remplace  toutes  les  Tariables  par  le  nombre  JR'  et  tons  les  coefficients 
par  leurs  modules,  on  obtient  une  somme  inférieure  à  Q.  Supposons 
qu'on  connaisse      et  ses  dérivées  en  fonction  de  a;  et  y  et  qu'on  sache 

du,  du 

que  la  norme  de  chacune  des  diitérences  m,  — *oi  g^"  ~ft,  ~~3o 
inférieure  k  R'. 

Il  résulte  alors  de  l'iuégalité  (14)  que  la  norme  de  P,  '  qui  se  réduit 
à  une  fonction  de  x  et  y)  est  inférieure  à  ^.  La  démonstration  s'achève 
maintenant  sans  difficultés. 

D'abord  en  vertu  des  inégalités  ^2;^) 

MAUMBuUiube  Axuwlen.   UX.  8 
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£t  à  cause  de  (19)  et  (19"'),  en  BuppOMut  E<1: 

[v,-]n<2BL,,    [^\<2RL,,  [^\<^BL,^ 

D'où 

Et  laooesaiTemsnt 

[vJ,<2RL,i(ÎÇKjr\  ß5]^<2JBA.(6^B)^S  ^^<2SL,i9QSrK 
Il  eat  eaaeBtiel  toutefois  de  supposer  toiqoois 

-  ^^oJä  +  L^'i  U  + 1  ^iU  H —  +  KJä  <^'i 

OU  bien  en  supposant  R  <       d  avoir 

Mais  cette  imég^^  «t  éTidemmant  féalisée^  pourvu  que  R  soit 
assea  petit 

Doiic  ti  =  +  ^1  +  ■  -  -  +  +  "  '  ^  oiuHEyligKe  et  r^présenfe  bi 
aoiution  cherdiée  de  Vequatim  (20). 

Tel  est  le  résultat  de  MM.  Lutkonejer  et  Holmgren. 

7.  En  jetant  un  coup  d'oeil  on  arrière  nous  voyons  qu'il  nous  a  fallu 
ajouter  seulenieni  (jnplqnos  remarques  à  la  drinonstration  de  M.  Pienrd 
pour  arriver  à  ce  dernier  résultat.  La  portée  de  la  méthode  de  M.  Picard 
s'arrête-t-elle  là?  Ou  pourrait  le  croire  au  premier  abord.  Considérons, 
en  effet,  l'équation  simple 

Sana  t^ue  j'iusist«  pour  le  moment  sur  les  détails  de  calcul,  on  voit, 
qu  en  appliquant  la  méthode  des  approximations  successives,  âam  U  second 
mmibre  vnêenriament  Untjoum  les  dérivées  seosndBs.  Or  si  on  m  reporte 
aux  formules  (17)  qui  riéB<dTeiit  les  équations  (15)^  on  reoonnait  que  les 
âérieies  secondes  pour  if^B  se  préseiUeiiU  en  général  sous  forme  de  séries 
dhergenks,  Gn  réalité  ceci  prouve  seulement  que  la  forme  sons  laguéBe 
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M,  Picard  mettait  sa  sdution  n'est  phs  appUealtie  en  général  Cela  ne 
pTCMnte  d'aiUeim  rien  d'étcnuuiit.  C'ëtt  um  aimple  csoniëquenoe  de  ce 
feiif  qa'en  gjÊnénl,  im  dMoppement  de  Ta/fior  est  meH  approprié  peur 
Véhtde  des  foneHom  de  varieStHes  rétiUes,  Ainei,  la  méthode  de  IL  Picud 
BOUS  sa  fonne  primitiye  démontre  non  seulem^t  que  la  aolution  trouvée 
est  analjtiqtie  à  rintérieur  du  cercle  red  C,  mais  en  se  reportant  au  §  3, 
elle  prouve  que  eette  solution  est  re'gtdière  tant  que  \x-\-yi\ et  \x—yi\  <lî. 
En  d'autres  termes,  la  méthode  de  M.  Picard  qui  est  une  véritaòle  méUiode 
de  résolution  du  problème  de  Dirichlet,  doit  faire  nécessairetnent  défaut^  si 
les  sifigulariiés  imaginaires  de  la  fonction  à  déterminer  sont  pim  approchas 
du  centre  0  que  les  singularités  réelles.  Cette  difficulté  ne  se  présentait 
pas  dans  les  cas  étudiés  jus(ju'à  présent.  Mais  on  conçoit  a  priori  qu'elle 
doit  se  présenter  dans  le  cas  rt'néral. 

On  peut,  en  effet,  diviser  les  fonctions  analytiques  à  deux  variables 
en  trois  catégories  diiférentes  au  point  de  vue  de  la  relation  entre  leurs 
eingulariiéâ  réelles  et  imaginaires. 

1"  Si  on  pose  X  f  1/i  =  Z^,  X  —  yi  =  les  cercles  de  convergence  à 
l'origine  par  rapport  aux  variables  et  jp,  passent  nécessairement  par  un 
point  singulier  de  la  fonction  qui  correspond  à  a;  et  »/  réels  (les  rayons 
de  convergendo  sont  donc  tous  les  deux  égaux  à  JK  =  j/a?^ -j- ^ ).  Telles 
sont;  pai  exemple,  toutes  les  fond  ions  harmoniques. 

2®  Pour  les  fonctions  de  cette  catégorie  ü  est  toujours  possible  de 
choisir  l'origine  assez  près  d'ime  singularité  réelle  (t,  y)  pour  que,  comme 
dans  le  cas  précédent,  les  rayons  de  convergence  par  rapport  a  «r,  et  z^ 

soient  égaux  à  R  ==  j/i'-f-  y*-  Telles  sont,  par  exemple,  toutes  les  fonctions 
vérifiant  l'équation  linéaire  (1)  où  6,  c  sont  des  fouctiom»  de  la  première 
catégorie,  et  aussi  celles  des  solutions  de  l'équation  (20),  dont  les  singu- 
larités réelles  ne  sont  jamais  des  inünis  ni  pour  la  fonction,  ni  pour  ses 
dérivées  des  deux  premiers  ordres. 

3®  Fonctions  quelconques.  Leurs  siagularités  réelles  restent  en 
général  en  dekors  des  cercles  de  convergence. 

Pour  rend»  cette  distiiictîoii  intuitive  j'indiquerai  rapidement  son 
équivalent  dans  le  «a*  d'une  eenle  variable.  A  la  première  catégorie 
correspondent  de  telles  fonetions  F(x)  qu'en  prenant  un  point  quelconque  0 
sur  l'axe  dee  x  réels,  le  point  singolier  de  la  fonction  qui  loi  est  le  plus 

approché  est  réel.  Telle  serait,  par  exemple,  F{x)  —  Le  dévelop- 

pement de  Taylor  est  dans  ce  cas  très  commode,  car  ü  peut  représenter 
la  fonction  dans  tout  un  intervalle  entre  deux  points  singuliers.  Aux 

fonctions  de  la  deuxième  catégorie  correspondent  les  fonctions  d'une  variable 
dont  les  points  singuliers  réels  peuvent  être  atteints  pai  des  cercles  de 

a* 
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eonTeigaiM  de  rayon  umi  petit  Par  exemple     _|_      _   *  ^  dMop- 

pcmcnt  de  Taylor  n'esi  plus  valable  tout  le  long  d'un  segment  réel  oà  la 
fonction  est  r^guUère.  Un  nombre  limité  de  tels  développements  est  nécessaire. 
Enfin  le  dernier  eas  eet  eelni  où  la  Ibnetion  admet  dea  pointa  aingnUeia 
réela  qni  ne  penvent  6tre  atteinte  par  aneim  oeiole  de  oonvergeiice.  Une 
mfimié  de  déoéloppmmig  de  Tojßor  eendt  dans  ee  cas  néœaaaire  pour 
npréaeiàer  «ne  fonàHon  dam  im  tMervaUe  ok  dk  est  taulière,  (H  enlfit 
qne  la  r^on  de  r^podarité  de  la  fonction  admette  on  point  anguleux 
BUT  Taxe  dea  jc.)  On  Toit  ainai  rinoonTeni«it  que  présente  le  déréloppement 
de  Taylor.  Dana  le  cliapitre  auÎTant  nom  inkùdmsons  précisément  de 
noméBes  séries  ptw  spédaiemeni  appropriées  à  Vékide  des  fonctions  anch 
l^Hques  de  variâmes  rédks*  Parmi  lea  applicaitiona  de  cea  nouvdOea  aâries, 
la  plus  importante  eet  la  démonetration  du  théorème  de  If .  Hilbert 


Chapitre  IL 

Séries  normales. 
8.  Lee  sénea  que  nous  toqIodì  introduiie  à  la  place  dee  séries  de 

Taylor  sont  les  séhes  doublement  asoendantea  ^  ^  A^x''{B^x)i'.  Nous 

p=0   9  =  0 

(lirons  qa'une  telle  série  est  normalef  si  elle  courerge  absolument  et 
uniformément  pour  0        ^  R. 

Nous  démontrerons  d'abord  un  théorème  fondamental: 
Tliéorème.    Tuuie  fonction  fix)  holonu>rpJie  à  l'intérieur  d'un  contour 
S  comprenatU  le  sèment  01  est  dévekppcdfle  en  série  normaie  sur  ee  segtnmt. 
y    j         En  elfot^  on  a  d'après  le  Aéoième  de  Caueliy 


fi«.  1. 


Il  suffît  par  conséquent  de  démontrer  notre  théorème  pour  une  fì'action 
simple  où  J.  est  une  constante  ^ar  rapport  à  d;)  et  f  l'affixe  d'un 

point  sor  le  contour  âf.  D  est  éridait  que  si  «  est  situé  à  gauche  de  la 

perpendicnlure  à  0 1  en  0  ou  à  droite  de  ceUe  en  1,  ^  admettra 

comme  développement  normal  soit  la  série  de  Taylor  en  1 ,  soit  celle  en  0. 
Nous  pouvons  donc  ne  considérer  que  le  cas,  où  M'^a-\-bi,  avec  |&|  0 
et  l^a^O.   On  a 

1  «  —  X  —  hi 

a  -j-  bi  —  X  ~~  x"-  —  a äiC  +  a*  -f  ô"  " 
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Le  Bnmémteiir  étuit  fini,  Ü  n^infliie  pai  rar  la  eonrafganee  da  b 
fraotiOB.  Or: 

  1   1   1  /2ax-fl— x'\« 


Eh  âéaigoaat  par 


P        -         +  n  I  J-       ,  -  (»14»)  /     8«g    V,  1 


on  recounait  qae  tous  les  termes  de  sont  positifs  pour  O^x^l 

et  de  plus 

(24)  i(i_,)..p.(,),^_j_ji=^^;-^<^^(-^ 

Donc 


+  a» + ô»         -*)"  •■P.W 

se  présente  sous  forme  d'une  série  doublement  ascendante 


absolument  et  imîforniément  convergrate  lorsque  0  ^  jc  ^  1.  La  démon- 
stration s'adiève  sans  difficulté. 

n.  On  voit  que,  si  on  ne  fait  aui  uni-  rpstrirtion,  une  fonction  ana- 
lytique est  susceptible  d'une  infinité  de  develujüpeuients  normaux  sur  un 
segment  déterminé.  Pour  se  rendre  compte  de  l'ordre  d  uKieterniinatinn 
de  ces  déreloppements,  posons  x  >-  u,  1  —  x     v.   Notre  série  devient 

vF(tt«)  eat  uno  fooctìon  analytique  de  u  et  v  r%nlière  tant  que  ti'  +  r|  ^  1 
qm  pour  u  +  v  =  1  se  réduit  à  f{x).  Pour  ayoir  un  développenient  formel 
déterminé  il  snfììrait  donc  d'assujettir  l^(iit?)  à  vérifier  une  équation 
déterminée  aux  dérivées  partieUet  du  premier  ordre.   Noua  n'allons  paa 
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nous  attacher  à  ce  problème,  car  dans  la  question  qui  nous  occupe  il  est 
BTaniugeux  de  laisser  subsister  l'indétermination.  Je  n'indiquerai  que 
l'exemple  suivant.    Soit  fipc)  une  série  de  polynômes 

f{x)  -     +     (?i  (a:)  +     (?,  («)  + . . .  +        (a?)  +  ■  •  • 
où      sont  de*  conrtanteB  et 

e.w-'[(^)"+c-^r'a-»)+c-^r'w+-+(i^')i- 

Si  cette  série  de  polynômes  converge  absolument  pour  0  ^  1,  elle  est 
éridemmeiit  normale,  puisque  tous  1^  termes  de  G^{x)  sont  positifs.  Je 
dis  qu'use  sâîe  de  ce  geme  admeitn  comme  r^on  de  comii^ce  une 
ellipse  E  ayant  les  points  0  et  1  pour  foyers.   En  ^et,  supposons  que 

fix)  converge  en  nn  point  M{x)  tel  que  OJbf -f  M\  »  2a.  Soit  a*-^^' 
Un  calcul  facile  montre  que 

^L'égalité  ayant  lien  lorsque  «  «=  1  ~  •) 

On  en  conclut  que  pour  n  assez  grand  1.4-1  <  ^— rr»  «  étant  on 

nombre  positif  anssi  petit  qu'on  yent  et  par  conséquent  la  série  eomterge 
à  Vûliérieur  de  Vdlipse  E.  Ce  déréloppement  a  rinoonTenient  de  tons  les 
développements  qni  ne  sont  pas  des  séries  de  puissances,  que  le  produit 
de  deux  poiiftumes  ffénératemra  G{x)  n'est  pas  uh  pcXifnome  gAtMeur.  Au 
contraire,  s>  noua  laissons  Îe  dMoppement  nomat  sous  sa  forme  ffénMe, 
toutes  les  opérations  d'addition,  muUiptieaiim,  dérinatkm  et  iniégnKlAon  nous 
eondmront  formellement  à  des  déodoppements  de  même  nature. 

10.  La  démonstration  du  théorème  8  nous  indique  un  groupement  de 
termes  qu'il  sera  utûe  de  conserrer  dans  la  suite.    On  posera 

oft  P„  est  une  série  de  Taylor  ordonnée  suivant  les  ]  uis sauces  de  x.  Il 

est  clair  que  si  f(x)  est  normal,  P^(x)  aura  un  rayon  de  convergence  au 

moins  égal  à  1,  et  lorsque  x  tend  vers  1,  P^{l—xY  t«ndm  vers  0  pour 

«  >  0.    De  plus  les  mêmes  conclusions  subsistent,  si  on  remplace 
+ 

par      dont  tous  les  coeffîoientB  sont  respectÎTement  égaux  aux  modules 

+ 

des  coefficients  de  P..  Ceci  posé,  cliacun  des  termes  tels  que  P^(a;)  (l— a:)" 
aura  un  maxhmm  absolu  üf.  iorsçpie  x  voirie  depuk  0  jusqu'à  1.  En  général, 
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Ia  valeiir  de  x  oorrespondant  à  ce  Bmiimnin  Ttrìcm  aree  n.  En  praumt 
par  eonaéqueiit  k  aérie 

nona  obiaioiui  dans  le  eaa  où  elle  oonveige  une  torte  de  lìmite  aapMeure 
de  notre  série  /(z);  nona  rappellenma  norme  ré^^)  de  Si  nona 

oonaìdéroiis  l'ensemble  des  déyéloppemenis  normanz  dont  f(x)  est  snseeptibley 
il  définira  un  ensemble  de  nombres  positift  qui  sont  les  nonnes  réelles 
eonespondantes.  Get  ensemble  aura  nne  limite  inférieure  (qni  en  général 
ne  sera  pas  atteinte);  nous  Tappélleroiis  mme  rééRt  iêtféimre  de  f{x)  sor 
le  segment  0 1  et  nons  la  désignerons  par  [f(x)\:^.  Si  le  segment  01  est 
remplacé  par  OB  tont  oe  qni  précède  subsiste  évidemment  et  la  nonne 
réelle  inférieure  de  f(x)  sor  OB  sera  désignée  par  [/'(«)]ao.  ISn  particnlier^ 
si  ^â?)  est  déreloppable  en  série  de  Taylor  à  coefficients  positifiiy  oon- 
Tergente  pour  x^B,  f{x)    fl^  +  a^x  +  o,«"  H-  •  "  +  •  •  >  on  aura 

simplement  (d'aprèe  les  notations  dn  §  8) 

[f(^)]Ro  -  /fiT)  =  oo  +  Ol  i?  4-        -f  •  •  •  +    7?«  +  • .  • . 
Mais  si  les  termes  n'étaient  pas  positifs,  îa  s*  ne  de  Taylor  définirait  en 
général  nne  norme  iiien  siîpérieure  à  la  norme  inférieure;  et  si  le  rayon 
de  convergence  était  inférieur  à  JR,  eUe  ne  définirait  même  plus  de  norme 
de  f{x).    Soit,  par  exemple 

on  a 

<  i.  [1  +  r+  ».  +  •  •  •  (îT6.)'+  •  •  •]  -  -t- 

s?ec 

IH+O  l^a^O. 

Ainsi  h  pent  devenir  aussi  petit  qu'on  yent,  le  développement  de 
Tmßor  w  dwerger  et  poutiatit  f(x)  orna  tme  norme  /ime. 

Ce  qui  caractérise  cet  exemple  particolier,  c'est  que  la  norme  (qui, 
nous  le  rappelons,  est  toiqours  le  résultat  de  sommation  d'une  série  con- 
Teigente  à  termes  podtifii)  te  piriBiaàt  sous  forme  étum  eérie  dont  les  termes 
sont  infériem  à  eenx  diurne  progression  géomérigue.  En  reprenant  le 
raisonnement  du  §  8  on  voit  qne  ia  même  àireonstmee  se  présentera  pour 
toute  fonction  analytique  régulière  dans  tene  régUm  8  comprenant  à  son 
nUérieur  le  segment  OV. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  introduire  une  nouyeUe  notion.  Soit 
comme  tout  à  l'heure 

*)  Daaa  la  Note  dtée  éu  Oomptos  Rendus  j*aiiploie  respreiaioii  «valfliir 

msximale />  an  lien  de  «norme».  Pai  cm  devoir  adopter  ici  cette  déno]mnAtio&  un 
pen  arbitraire  poor  éviter  îm  eonfttnona  que  ponrait  &ire  naître  la  première. 
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nne  nome  réelle  de  f(x)  sur  OiZ;  ai  Ift  série 

-  jf. + if.  (|±p + . . . + (|±-;)"+ . . . 

eanverge,  nous  dirons  que  N  eri  me  nome  de  f{x)  à  Vmtêrimr  du  tmmàai» 

fermé  (fig.  2)  ToRr  qai  est  formé  p«r 
les  deux  tangentes  menées  dn  point  B 
-A-K.  an  cearde  G  de  rayon  r,  ayant  le  centre 

/'       \  ^Ns^^        en  0,  et  la  partie  gauche  dn  oerde  0. 

Q.I.  j?_-iC..j_-.r!^^  Nons  définirons  comme  anpanmnt  la 

norme  k^érieure  dam  Veàre  limitée  pßr 
Tojrr  et  nous  la  désignerons  par[^(«)]jtr. 

Geoi  posé  nous  démontrerons  le 
tikéorème  soiyant: 

Théorème.  Si  une  série  normale 
sur  le  segment  OR  f(x)  admet  une  norme  fme  N  à  Viniérieur  du  confonr 
^oMn  éUe  ett  uniformément  ei  absoUiment  convergente  à  l'intérienr  et  sur  le 
eontemr  fonr  2im  même. 

Soit  ^ 

aToe 

—     +  »«1«  +  •  •  •  +        +  •  •  • 

et 

Donc  si,  \x\  »  r,  a;  pouvant  (tra  imaginaire 

D'antre  part  soit  0< a <  J2.  Lorsque  s  est  situé  sur  un  cercle  de  rayon 
r^=-r^^  ayant  le  centre  en  a,  on  a  aussi 

Pour  a  =  R  la  même  in<'<?aHtp  a  certainement  lieu  puisque  f(x)  est 
normale.    Donc  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  fÇx)  est  assurée 
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sur  tous  les  cerebs  homotb^qiiet  ao  ocvble  C  par  ]»{ipoit  m  point  B 
et  Inaili  kor  centre  ear  le  aegment  OR.  n  en  ignite  que  converge 
àbflMiliiment  et  unifomément  sur  l'enTéloppe  de  cea  oerdea  qui  n'eat  autre 
que  Tojir  et  a  fortiori  à  son  intérieur.  C.  q.  £  d. 

Gorollaâie.  Une  fmd&m  f(x)  aâmettant  une  norme  finie  à  fnUArknr 
d*tm  corUotir  VoKr  est  analytique  à  Vintérieur  de  ce  conUmr. 

En  eiet^  d'aprèa  le  théortme  précédent,  ia  eérie 

convey  absohunent  et  nnifoimément  anr  Vonn  or  P^(i2— x)"  étant  une 
fonetion  analytique  et  r^pnlière  à  rintérienr  de  Toxn  il  rinite  dW  théorème 
connu  de  la  âiéorie  dea  fonotioni,  que  f{x)  doit  fttre  elle  même  analytique 
à  l'intérieur  de  Vcttr- 

11.  Théorème.  Si  f^{x)  admel  une  norme  égale  à  iS'i,  f^(x)  une  norme 
égaie  à  à  Vimtérieuir  de  fottrt  ^eur  somwe  /*,  (ar)  +  mm  F(x)  admet 
à  fmtérievr  de  Vor,  «me  nome  m  jpd»  éffak  à  2f|  +  N^, 

En  effet,  aoit 


0 


te 


•  f 

Si 

M.^Q.(iBHR-xr,    Jf«^Py>(«>(Ä-«)^,  M?^mxHM-xr. 

(Le  symbole  -f-  audessus  d'ime  fonction  développable  un  serie  de  Taylor 
désignant  comme  toujours  dami  ce  travail  la  série  des  modules.)    On  a 

D'où 

M.^M,  +...+ Jlf. ^;)"  +...^  Jff )+  Mp^(Mp+Mi^)  {^±r)  H- . 

On  peut  exprimer  le  même  fait  en  remplaçant  les  normes  par  leurs 
limites  inférieures.    On  a  ainsi 

W  +  ^  WJar  ^  lAWW  +  [/-.WW. 
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Cette  formule  ae  généraliie  tmmédiaiemeiit: 

(25)'  [ft(x)-\-f,(x) fJx)-\---]nr^Jf^^^^^ 

Théorème.    Si  fi(x)  admet  nue  vorme  („(t)  mw  iwnne  Is\  à 

Vint/'rkur  âc  Vonrj  leur  produit  Ofjì  admet  à  l'intérieur  de 

four  I* fie  norme  au  plus  égale  à  N^N^. 

En  conservant  les  notations  dn  théorème  précédent  on  a  évidemment 

Norme  de  <t)(«)<^[lQ')Jf;^J+Jlf<^)Jlfi«2j+-..+-af») 

11  =  0 

Bn  remplaçant  les  normes  par  leurg  limites  inféneures  on  peut  âionoer 
notre  théorème  en  écriTent 

Et  d'une  façon  générale:  * 

(25)"        [/,  {x)  ■f,{xy.f^{x)],r  £  [A         '  [/,  (x)nr  •  •  •  \Ux)]nr. 

En  combinant  les  inégalités  (26)'  et  (20)"  on  a  évidemment 

f 

(25)     [F{(PiiX),  fPt{X)'"q>,iX))]Rr  £  F{[fpi(X)]^r,  {Wi(.^C)]Rr'-  '  [tp,M)Rr- 

F  étant  une  fonction  analytique  des  n  variahles  <Pi(Pi'  •  (p^  développable 
eo  série  de  Taylor  tant  qne  ^rp^'  <^  \q)^(:r)]^r^  ' 9« '  ^  fqPo (.»■")]/; r  etc. 
Lei  deux  théorèmes  suivants  nous  seront  encore  nécessaires. 


4r 


une  norme 


fime  à  Vn^6ieur  de  Votirt  P  ^  9.  sonni  des  nombres  enUers  vérifUmt  les 
iit^oilUü  jf^0,j»  +  tf  +  1^0.  Ihm  ces  eonäitiem  I(x)  aâmei  um  mme 
finie  à  VnUéneur  de  Vcnr  ^  on  a: 

En  effet»  soit 

F(x)  -  P,(x)  +  P,{x)  ■  (R-x)  +  . . .  +  P,(x) .  (R-xy»  -h  •  •  • 

+ 

et  le  maximum  pour  O^a^^JR  de  P^(x)'{R  —  xf.  On  a  en 
intégnmt  par  parties 

x'ÇP^'iB-xy  midx  -  Ç<->.  {B-xY  +  (Ä-«)"-»  +    +  ^<") 
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QP  étant  des  wénM  ordonnées  sniTuit  les  pnissueee  de  2.  B  est  dair 


4- 


que  si  noua  remplaçons       par  P„,  Çj^'  sera  remplacé  par  7^*)  dont  tous 

les  coefficiente  sont  positifs  et  an  moiiiâ  égaux  anz  coefficients  respectifs 

+ 

de  Çp.  Or  pour  x  eompris  eatre  0  et  J2 

Done  J(âp)  est  normal  et  en  groupant  les  termes  on  peat  éorîre 

J(x)  -        +       +      +  •  •  •  +       +  •  •  • 

+  (Â-x)»[Ç(«>  +  . . .  +  (2;^)  +  . . .] 
+  (^î-a;)^^^")  +  •  •  •] 


On  Yoit  que  si 

^»  -  4'*^ + + •  •  • + èi*^ + •  • 

on  a  en  désignant  par      le  maximum  de  S^ÇB^sy  pour  0  ^  x  ^  1 

Par  conséquent,  en  désignant  par  L  la  norme  correspondante  de  à 
rintériem'  de  T oa^;  on  a 

^     { w + +■«.+•••]+ w + +••  0  ^0 

+  t-».+  -](5É>)'+-} 

Or 

est  précisément  la  norme  corrpspondantp  de  F(x)  à  l'intérieur  de  foitr* 
On  a  donc  nécessairement  ainsi  que  nous  l'avons  affirmé 

(26)  imhr<-^''-~^l'[F(x)W 
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Théorème.  SoU  g  (x)  —  x'  J*F(x)aßdx,  F(x)  offont  la  même  sigmfieatìon 

que  dans  la  jìropositim  pra  vdmie;  si  p  ct  q  sont  des  ìwmbrts  entiers  satis- 
faisant mix  inégalités  p^O,  p     q  -\-  l'^O,  m  a: 

(27)  ^sÉ^f^t^'WJ^r 
pour  q^  —  lf  èt 

pour  g     —  1 . 

Eu  effet,  en  ÎDtégrant  terme  à  tenue: 

xff P^{B-xy3fidx~x^T^^i(x)'(R-xy^* 

™®  série  ordonnée  anÎTant  les  puisBaiicea  à»  x.  Je  dû  que 

+ 

ti  P.  est  remplacé  par  P.,  T^^i  ao»  nmplaeé  par  one  aérie  t^^^  à  ooef- 
fieients  positifs.  Pour  le  voir  À  enffit  de  constater  qu'on  a 

-  (n  +  Ä  +  2  +  1)       -       +  g  + 1) 

en  poaaiii 

Gàr  à  oanse  de  cette  nlaiion  les  coefficients  de  t^^^  ne  peaToii  présenter 
plus  d'ime  ▼ariati<m  de  signe;  or  nne  Venation  xmiqne  ne  peat  avoir  lieo, 
puisqu'elle  exigerait  que  i^^i  ait  nne  racine  positive  à  Tintérieiir  de  son 
cerde  de  oonvergenw;  De  sorte  que 

Or  pour  »  eompiis  entre  0  et  JR 

jt 

si  2  +  ~  1»  efc 

•» f },-{R-sy  ^  ^  log  I .  JM.^  1^  JK.. 

M 

Le  reste  du  raisonnement  étant  id«itique  dans  les  denz  cas,  je  me  bornerai 
à  l'ezamen  dn  premier. 
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On  Toit  ÜMÖleaient  d'aprèë  ce  qui  précède  qa» 


JDooc 


JV,^^  »  Maximum  de      T^^A^^-xy*'  ^^^^  M,. 


Eu  rpmpl&ç&ui  lea  normes  N  et  M  par  iew»  limites  ioférieurea^  on  retroure 
les  formula  anaoBcées. 

13,  Avttut  d'aborder  la  principale  applicatiou  tjue  nous  avuus  à  faire 
4e  cette  théorie  et  qui  nécessitera  l'introduction  de  développemonts  analogues 
à  deux  Tariables  il  est  peut  ètn  utile 
que  j'indique  une  applioatìon  plus  simple. 

Je  me  propose  de  dânonker  que  si^ 


Sff.i. 


X  étant  à  l'intérieur  d'un  contour  r^«^  et 
j y\<Rf  les  normes  de  f(xy)  déréloppée 
en  série  normale  en  x  sur  le  segment  ah 
sont  inférieures  à  M,  la  solution  de 

réquation  f{xy)  qui  s'aiinulle  en  b  est  analytique.    Il  est  clair  que  la 

méthode  des  majorantes  do  Cauchy  ne  s'appîiqne  pas  :t  ce  cas  (auquel  on 
pourra  probablement  ramener  tous  .ceux  où  la  méthode  c  lassique  conduit 
à  des  séries  divergentes).  Il  faut  reconrir  à  la  méthode  des  approxima- 
tions saccessiy^  de  M.  Picard.    On  a  successivement 


M 


En  posant 

(Ht  Toit  que  y  est  analytique.  En  effet,  il  est  d'abord  érident  que  si  au 
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8.  BiMimv» 


contour  T^j^  je  substitue  un  contour  intérieur  hoinuthétiquc  P^.^^  par 
rapport  à  ò  ia  norme  de  f{xy)  ne  pourra  que  diminuer.    En  posant 


on  a  d'après  (27),  en  désignant  par  [yo]i*^^^  la  norme  inférieure  à  l'iniérienr 
de  r^»^  dû 

ist  niGceaiÎTemeat 


l».-»,-Jr^.^<[^(»'-»)-«J"- 

Wo%  en  posant 

M/Vfcr  <  Tarife  »  P«»To  «  —  ft  «oit  Mse«  petit  ponr  qne  ^  soit 
inférieur  à  E.    Donc  d'après  le  théorème  10  y  est  analytique. 

La  même  méthode  pourra  être  appliqitée  toutes  les  fois  que  sera  appli- 
eohU  ia  méSkoie  des  apptoxmaHons  successives.  Si  on  ae  sonvient  de  ce 
qoi  •  été  dit  i  la  fin  dn  chapitre  précédent,  on  ne*  a*étonner»  pas  que 
dans  la  plupart  des  cas  nsnels,  les  démonstrations  do  csiactève  analytique 
des  fmustions  d'une  seule  Tariable  réussissent  par  l'emploi  de  la  série  de 
Taylor.  Je  ne  farai  qne  mentionner  une  application  importante  qu'on 
pourrait  fidre  des  séries  normales  à  une  yariable:  ce  serait  de  transfmner 
dinetemeiU  une  aMe  Msvgmle  de  Tcnjßar  m  une  série  normale.  Le  problème 
parait  difficile,  mais  puisque  nous  savons  qu'il  peut  en  général  être  résolu 
indirectement  (théorème  S),  en  le  partieularisant  conTenablement  on 
obtiendra  oertakiement  des  résultats  intéressants.  Cette  question  étant 
oomplèt^oient  en  dehors  de  notre  siyet,  nous  passerons  immédiatement 
aux  fonctions  de  deux  Tsriables*). 

Considérons  par  exemple  la  série 

Sf  =  «0  —      +  o>*' —  *  — h( — — • 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

où 

*<b-iH  r(— *>*  fj  

Si  1^1  <  M'  »(»+^)  -,  (»±^jzAj ,  la  norme  de  8  aeia  inférieara  À  if.  (La  notton 
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14.  Soit  Q  et  $  les  coordonnées  polaires  d'un  point  réel  M  dans  le 
plan  des  Tariables  réelles  x  et  y.  Dans  la  snite  les  quatre  grandeurs 
Çf  0,  X,  y  puurroiit  <l(<yenir  complexûsj  noua  les  supposerons  seulement 
toi^oora  reli^  par  les  relations: 

Ceci  poBéy  eonsidânoiis  la  séné  trigonométriqno 

V  -  A  -t- ^  Aiff)  CO«     +  ü.(^)  sin  nS 

A^(q)  et  sont  elles  niême«  des  séries  normales  par  rapport  à  ^  SUT 

un  segment  réel  0Ü  de  la  lorme  spéciale  suivante  : 

où  o^"],  sont  de«  constantes  qoalconqnes,  P,^")  et  des  séries  de 
Taylor  procédant  suivant  le»  puissance*  de  On  voit  d'abord  que  5^,« 
pent  fonndlement  être  identifiée  à  nne  lérie  où  ne  figurent  que  les  paia- 
BaDoes  entières  et  poeitÎTes  de  «  et  y,  poiiqiie 

Je  dirai  que  S^,e  c^^  série  nonnnir  ,!fs  deiw  variahlrs  r  d  y  ou  g  et  0 
à  Vintérieur  du  cercle  C  de  rayon  M  tracé  dans  le  plan  drs  variables  réelles 
et  ayant  le  centre  m  0,  s'il  ed  possible  de  fix&r  un  nontbre  posUif  r  kl 
que  la  série 


de  nome  est  un  peu  modifié)  Ced  atata  lien  pour  la  plus  part  des  eériee  nineUes 
de  myoïi  de  eonvergence  égtà  à  1.  Dans  le  eas  où  ee  rayon  est  infériew  à  1  on 
même  noi,  il  badia  répéter  Hucccssirement  la  m6me  opération  en  fidiant  eroître  n 
indéfioiaieiit  de  la  aorte  que  dans  la  série  nomale  qu'on  obtient 

9  t 

le  rapport  y  oioiise  iadéfiniment. 
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SoU  convergente. 

Il  est  clair  que  dans  ces  conditions  la  série  8^,0  converge  absolument 
et  aniformémeut  lorsque  le  point  M  se  trouve  sur  la  circonférenoe  C  ou 

&  son  intérieur  (pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  suffirait  même  que  r  =-  0).  Je 
pourrai  en  outre  écrire  S^,e  =  ^\^y)  et  2J  —  lF(xy)]Rr,  ce  qui  exprimera 
que  est  la  norme  înfYrimrc  de  Fixy)  à  rititérieur  du  COUtour  fcMr  (situé 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  q). 

15.  Théorème.  Si  um  serie  F(xy) Sç,e  ed  fwrnuili'  n  l'intérieur 
d'un  cercle  C  tracé  dam  le  plan  des  variables  Mies,  éSLe  eut  amlyiigue  à 
^intérieur  de  ce  cercle. 

En  effet,  il  est  évident  d'abord  que  chacune  des  séries  et  peut 
être  en  vertu  du  théorème  10  transformée  en  série  de  Taylor  de  lu  forme 

g» 

^^^^§9*'  4^  converge  pour  1^1  ^r.  De  sorte  que  eu  verba  du  théorème 

F(xy)  est  analytirjuc  n  1  niti'iiriir  du  cercle  C  de  rayon  r.  Mais,  si  nous 
prenons  un  point  quelconque  31  R'<CB,6q)  intérieur  à  C.  en  vertu  du 
mênif  thf'oròme  10,  ^4^  et  ponii  tnt  être  di'veloppéeg  en  sene  de  Taylor 
suivant  Icb  puissances  de  q  —  W  avec  un  rayon  de  convergence  au  moins 

égal  à  r  — ^ —   On  en  ooneiut  qu'en  £sisant  croitie  E'  successiTement 

on  obtient  le  prolongement  uuJjtiqiie  de  F(xy)  pour  tout  point  intérieur 
à  C.   Ce  qu'il  fiJlait  démontrer. 

Remarque.  Le  raisonnement  que  nous  Tenons  de  ftire  montre  qu'il 
fimdraìt  en  général  répéter  une  infinité  de  fois  Topération  de  proloi^ement 
•analytique  pour  atteindre  Ift  périphérie  même  du  cende  C.  Pourtant  à 
cause  de  la  convergence  uniforme  du  développement  normal  de  F(xff) 
qui  a  lieu  sur  la  circonférenoe  C  tout  aussi  bien  qu'à  son  intérieur,  ce 
déreloppement  représente  bien  mcore  sur  la  circonférence  C  la  limite 
▼en  la  quelle  tend  F(xy)  lorsque  M  s'en  approche  indéfiniment. 

Béinproquement: 

Si  une  fonction  F{xy)  est  analytique  et  régulière  à  l'intérieur  d'une 
région  S  tracée  dans  le  plan  des  variables  réelles,  elle  e.st  développahh  en 
série  normale  à  l'intérieur  d'un  cercle  quelconque  C  entih-emeni  inférieur  à  S. 

En  effet,  soit  R  le  rayon  d'un  cercle  C  intérieur  à  ii,  et  soit  0  son 
centre.   On  a  évidemment 

Fixy)  =      -f  ^     C00  WÖ  +      sin  nß 


Digitized  by  Google 


Bnr  k  natine  analjtiqiie  dea  aolntìoiu  etc.  49 


ftTec: 


fir 


~  ~^     ^ifi  ^®     Q  sin     cos  nOdOf 
0  • 

B^  —        F{q  cos  0,  Ç  siu  0)  siu  nO  dO. 

De  sorte  que  et  sont  des  fouetions  analytiques  de  p  régulières 
taiit,  que  la  variable  œmplexe  q  est  a  1  mtrrieur  d'une  certaine  rógiori 
comprenant  le  segment  OR.  Il  en  résulte  que  yi^  et  sont  dévek)])- 
pables  en  séries  normales  sur  le  segment  OR.  En  reprenant  le  calcul 
dn  §  8,  on  yemit  fÎMîUenient  que  A^  et  admettent  en  outre  des  normes 
finies  à  rîniérieiir  d'une  eertaine  région  VoRr  coireepondant  i  r  suffisam- 
ment petit  et  que  la  série  de  ces  normes  est  eonrergenie.  Ce  qui  prouve 
préeisànenl^  en  tenant  compte  de  oe  que  A^{(f)  et  B^{ç)  ont  mautfestement 
la  forme  spéciale  exigée  par  la  d^nition  du  §  14  que  F(xy)  est  normale 
à  rintérieur  de  C. 

Ces  deux  prcpasUkm  fimiimeiMes  911»  iont  anoUoguia  à  edka  (la  §  S 
oui  ftmidage  i^Ure  m^ièfmeiiisl  wd^pmdmiks  de  la  etmeidéraHon  des  mngtê- 
imrUA  imagimnree^ 

n  nona  reste  encore  &  démontrer  le  tiiéorème  suivant 

16.  Théorème.  Si  F{t\  r,  •  •  •  v^)  est  une  fonction  analytique  de  m 
variables  •  •  •  t;^  qui  sont  des  fondions  de  x,  y  suseqßiblee  de  dévelop- 
pements nonnaux  à  Viniérieur  d'un  cercle  C,  on  a 

(28)  fF(t^, f^, . . .  vJUr  £  m\Ur [v,]nr  •  •  •  ['■„. ) . 

Le  théureuie  sera  évidemment  démontré^  si  nous  le  vérifions 
les  deux  cas  particuliers: 

Or  c'est  nue  conséquence  immédiate  de  l'inégalité  (25)'  que 

K  +  ««la»-  ^  War  +  Mar. 

D'autre  part,  soit 

©1  -  Ai^  +  ^^i)  COS  nö  +  i^i»)  siu  ne, 
«=1 

«a 


On  a, en  efieotoant  la  multiplication  et  en  groupant  les  termes  comme  ou 
en  a  le  droit 


1.  LIX. 
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N  — Misi 

B*où      tenant  compte  é&Ê  inégalités  (2Ö)'  at  {2b)" 

lie  ihéoiètne  aat  ainsi  démontré. 

On  Toit  qua  Tinégalité  (28)  aat  tout  à  fkit  analogue  à  Imégalité  (14). 

Nous  ayona  maintenant  tona  lea  élémwte  néoeaaairea  pour  réaondre 
la  problème  que  noua  noua  aommaa  posé  au  début 


Chapitre  IIL 

£tade  de  Féquatlon  «|^  +  ^-.o. 
17.  L'équation 

est  une  des  plus  simples  qu'on  puisse  imaginer  n'entrant  pas  dans  le  type 
étudié  par  MM.  Lutkemeyer  et  Holmgren  Je  lâcherai  d'expliquer  de  mon 
mieux  ma  méthode  Bur  rot  exemple  y)articulipr  (]ni  comme  on  le  Terra 
ne  se  distingue  du  cas  geueral  que  par  Tabseuce  de  certjiincs  complications 
secondaires.  En  se  reportant  à  l'introduction,  on  voit  immédiatement 
qu'actuellement  le  tiiéorème  de  M.  Hilbert  peut  s'énoncer  ainsi: 

Tcide  sohUêon  b  de  VéqwsUon  '^~'^  +  3p"*0,  posUive  dam  um 

r^km  S  et  admetttuii  des  dérivéee  fmtm  ä  canimues  des  trais  pmmen  mbres, 
ed  analyüque  dam  ceUe  région. 
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Nous  suivrons  la  même  marche  qu'au  chapitre  I.  Pour  fixer  les 
idées  je  suppose  l'origine  0  à  î'inti^rîpnr  de  S  et  je  me  propose  d'rtndier 
la  solution  ?  autour  de  Tongine.  D  abord  je  dis  (^ue  sans  restremdre  la 
généniiite  je  puis  poser  la  valeur  de  z  à  Torigine  égale  à  1.  En  effet, 
s'il  en  était  autrement  ^  il  suffirait  de  faire  le  changement  de  variables  et 
de  fonction  défini  par  les  formules: 

8i  la  conditioB  fandamtntale  >  0  ert  remplie,  à  la  région  S  dans  le 
plan  dee  xf  correspondra  une  région  8'  dans  le  plan  dee  sc^ff  comprenant 
rorigine  à  son  intérieur,  dans  laqneJle  /  sera  positire,  admettra  des 
déméee  finies  et  continues  des  trois  premiers  ozdres  et  Terifiera  l'équation 

'  aar«  '•"FT' 

Si  g  est  analytique,  inutile  de  dire  que  ê  le  sera  aussi.  Notre  restriction 

est  donc  légitime. 

Soit  M  une  limite  supérieure  des  dérivées  dt  s  trois  premiers  ordres 
de  ü  à  1  intérieur  de  iS';  p,,  q^,  r^,  8^^     les  valeurs  respectives  à  lorigine 

M*  1^'  lî*'  cxèy'îj*  ^  *         ^  ^  ielation*(29),  on  a 

D  autre  part,  étudions  comme  au  chapitre  1  les  cons*  (iiiences  qui  ri'sultent 
de  ce  que  z  a  des  dérivées  finies  et  continues  des  trois  premiers  ordres. 
On  a  évidemment 

1^  -  A + »0« + <»y  +  i  (9>o«* + »f>i  «jr + 

g-y  -  ft + +\3f + Y       + »*i«y + ♦fSf*)» 

|5i-n»+ft*+«iyi  â5ay-«b+^s«+<^iy>  ^t-A>+%«+ihy/ 
d*M        d*M  a*f  d*M 

où  tous  les  f,  <f,  rp,  %,  6,  rj,  x  mni  des  fonctions  de  â;  et  y  inférieures  en 
Taleur  absolue  à  itf  à  l'intérieur  de  la  région  8, 
Posons 

je  —  ^  coB  0,      y  »  ^  sin  0. 

B  vient: 

4* 
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t 


-Po  +  »(»-o  «M  Ö  +  s.  Bin  e)  +  f 9), 
^  -  ft  +       «M  «  +  ^  lill  «)  +  «) , 

gi^/^-«.+»*4(»e). 
|?-*.c»tf;,  si^-OtC»»),  ^i-OtC*«) 

OÙ  tona  leg  <^{ji}0)  sont  iaférieim  en  T»leiir  abaoln«  à  2  Jf  à  rintérieur 
d'un  corde  0'  de  rayon  J2'  <  1  ayant  le  cernire  à  rorigine  el  aitoé  doua 
la  régicm  S.  En  tenant  compte  dea  identîtéa 

on  a  aoeoipaiyfimeDt 

iî^^  -  ^  0^  sia  Ö  +  0,  co  8  ô  <  4  , 

^"^^^  - 0, sin-  y  -  20)^  sin  Ö  C08  Ö  +  04  cos« Ö  —  0^  cos  Ö  -  0,  sin ö  <  lü Jf, 

^  '  "^»^  .  ^  0,  nn' + 3  4»,  ain*  0  eoa  0  -  3 08  sin  0  ooa*  0 -h  <(>•  eoa*  0 

+  30,  sin  0  COB  0  +  304(ain*0— COB*  0)  —  30,  eoa  0  ain  0  +  01  ain  0 

-0,  C()SÖ<24Jf. 

D'où  il  n  suite  que  sur  ime  circonférence  C  de  rayon  jß<i2'  0^  est 
déveioppable  en  série  trigonométrique: 

00  =■  to  +  ^    COS  »Ö  +     ain  «0 

«si 

«ree  lea  inégalitéa: 

\c,\+^\c.\  +  id.[<S2M<ìf, 


usi 

00 


^»»'11^- + '^-')<  ^^^2ifH  4  <  jy. 


Digitized  by  Google 


Sor  la  natare  Mialftiqae  des  «olatìons  etc.  58 

Lea  d«az  premièrM  m^{ali(âi  ont  pa  être  tftftUies  (§1)  dug  l'hypo- 
thèse Molement  de  la  eontimiité  dee  durées  dee  deux  premiefe  ordree^  a 
fbrtiori  eDee  ont  lieu  actadlement;  quant  à  la  troieième  on  l'établit 
d'nne  &çon  analere. 

En  effet, 


in  ift 


Or,  pnigqne        eet  une  fonction  bontée  et  intégrabloi  on  a  l'identité 

+i5{[/fc-H'+[Ä-"-*4}- 

«al        9  9 

De  sorte  que: 

m 
mmt 

Si  |c,«*î  >  c^n^f  on  a  \c^\  ^^t'   P«f  conséquent,  dans  tons  les  eas: 

J'»Mkl  +  !<iL!)<"Mif'+4. 

»1 

Ce  qu'il  &]]ait  démontrer. 

Fvr  conséquent  snr  le  cerde  0  de  xajon  M 

» 

(30)  s  -  «,+2«,  cosnd  +  iî,  sin  nö 

••1 

avec  les  inégalités 

1 

[2-a|+^"{i«.;  +  i/5-i)<j^ä, 

(31)  KXiî, 

^  -('.-Ol  +  ^'«Ml«.!  +  ICI)  <  i*- 


40 


S 

X  est  un  nombre  fixe  qni  ne  dépend  qne  de  M, 
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18.  En  procédant  eonime  dans  h  dmpitre  I,  nous  atoos  à  détenoiner 
pu  la  méthode  des  approxiniatìcais  sacceasitee  nue  aolniion  u  de  Téquation 

F—  M 4-    ,  =  0  (}ui  MT  le  cercle  C  se  confond  avec  #,  Noua  amycma 

ainsi  à  remplacer  l'équatiou  (29)  par  le  sjatème 


0 


dx'  ^  cy*      ^  ex*  ' 


on  «icore 


I   '^m       /•«  \        »«  — 1  (1  —  1 


ti^  est  la  fonction  hariDoiiique  qui  ma  le  cerde  C  se  confond  avec 
f».  se  calcule  de  proche  en  proche,  si  on  pose  d^one  &çoa  générale 
9.  M    —        et  e;  —  0  sor  le  cercle  C.  La  aérU 

i»-iio  +  üj  +  i^H-.-  +  t>,H  

éom  U  CM  nù  éBe  eametfft  tUM/brmansiU  owut  gue  m  âéM»  ân  deux 
prmûên  ordres,  rtjprétmU  la  sokiiien  dtêrdiét  de  Péguaiîon  (29). 
D'abord  %  est  immédiatement  donné  par  la  formule 

»»1 

£t  puisqu'on  en  déduit 

^  t«.      («-2)«  +  ^.  -i»  («-2)«] 

on  a  en  vertu  des  inégalités  (31) 
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Je  rappelle  qne  le  eymbole  [  ]«r  ngnifie  Is  norme  inférieure  à  Tiiilérieqir 
du  oonionr  VoMn  r  ébûà  on  nombre  positif  inférieur  on  égal  à  B.  Si 
nom  euppoeionSy  ce  qui  est  permis  jnsqn*à  présent,  mms  oe  qui  ne  le 
Km  pins  après,  que  r^R,  nous  retomberions  dans  la  méthode  primitive 
de  11  Pieard.  U  sera  essqßUd  que  r<B.  Four  fixer  les  idées  none 
poserons  nne  fois  poor  tontes 

(34)  r-|. 


19.  Noos  devons  Aûze  maintenant  nne  petite  digression  pour  appli- 
quer à  l'équation 

(35)  0  +  0-'f(-^) 

les  résultats  de  Tétude  que  nous  avons  flûte  sur  les  séries  normalesL 
Supposons  F{xy)  développé  en  série  normale 

oc 

Fixp)  -  A^(q)  +  ^        OOS     +  BM 

Gomme  toujours  a;  «•  ^  oos  0,  y  »  ^  sin  49;  les  Ä{ff)  et  B{g)  sont  des  séries 
normales  de  la  variable  ^  sur  le  segment  OB  de  la  foime 

De  plus, 

1 

P  étant  un  certain  nombre  positif. 

Je  me  propose  de  développer  en  Série  normale  la  fonction  v(xif) 
définie  par  l'équation  (35)  et  s'aiiiiullaut  sur  le  cercle  0  de  rayon  II.  En 
répétant  le  calcai  de  M.  Picard,  on  est  conduit,  en  posant  a  priori 

-  QCp)  +^  ^«W  +  ^»(9) 

aux  équations 

-dî^  +  7  df   if^  ^»  " 

4.  L        _     /;      B  (o) 
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dont  la  solution  cherchée  est  donnée  par  ke  formnleB 


<4(») 


Une  double  difféientiation  noua  conduit  iaocemÎTeinent  à 


0 

On  aurait  des  formules  identiques  pour  7)^.  On  .  ti  déduit  preniière- 
niont  que  C„  et  Z),,  ainsi  que  Itnirs  dériTées  de8  deux  premiers  ordres 
sont  des  séries  uormaies  de  la  forme 

De  pins,  en  Teitn  des  foinrales  (26)  et  (27) 

jl  étant  un  nombre  fixe  indépendant  de  E,  Pareillement,  en  rappelant 
expressément  que 
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Inutile  de  din  que  no*  iné^pOités  reatent  eneon  ttsìm  poor  »  2 
en  vertu  de  (27^). 

Bigalementy  on  Tânfiem  le§  inégalités: 

Pour  fi  ■*  1  il  s'introduirait  des  pôles  du  premier  ordre,  mais  si  nous 
remarquons  qae  dans  la  suite  des  calculs  les  parties  polaires  se  détruisent^ 
nous  pouTons  conserver  ces  inégalités  qui  dans  ce  cas  ne  seraient  exactes 
que  si  le  résida  était  noL  On  en  déduit 

M,r<iIPlF(x!,)W,      g-3,^<iJ{'LJT,o  [l^\<XR'[,FUr, 

ß;L<*«[^.  L^l,<*«i^.  &.<**t^' 

£t  en  faisant  abstraction  des  parties  polaires,  qu'on  peut  supposer  nulles 

Ka.<*t^'.     fâL.<^[^^'  &lr<'l^'' 

Or  on  a 

5—     5-  COB  0  sm  (?,       ô-  —  5-  Bm  fir  -\ — cou  a, 

|!;=^;:cos-ö~2^i;^cosi>siBö+^;;;.sin^ 

^2  fj.  cos^aîntf  etc. 

Sans  qu'il  Hoib  nécessaire  d'insister,  il  est  clair  que  les  derivee«!  de 
par  rapport  k  x  et  y  sont  régulières  à  l'origine.    Nous  pouvons 
donc  considérer  comme  évident  (ce  qui  d'ailleurs  se  vérifie  sans  difficulté) 
que  les  parties  irrégulièros  en  p  se  détruisent  On  a  par  conséquent,  sans 
aucune  restriction,  les  inégalités  fondamentales: 

*t^-  [jlU.<  \i^< 

(h-U,  r-f) 


Digitized  by  Google 


&8  S.  BsMSTBUt. 

Ainsi,  Umäisgf»»  les  dénoées  seecmdes  de  aimetUiU  det  dMop-* 
pmenia  m  série  dê  Ttußor  en  géntral  dUver^ents  pour  f  —  22  (tojt  1m 
fomnles  17),  leurs  dMoppemenis  normaux  oni  des  normes  n^éiêures  à 
une  certaine  imite  qu'en  peni  assigner  éPaoanee,  L'inspeetion  des  fomnles  (17) 
peat  en  qnelqne  sorte  &ue  préroir  ce  hii. 

Ibi  effot,  Fnne  de  eei  foimnlee  était: 

Si  on  y  mippoie  tons  les  «  poeitift^  en  passant  à  la  série  des  modules 

de  (7„,  on  ne  profite  pas  de  la  différence  -  i^+i  —  1  qui  fait  tendre 
▼en  0  lorsque  q  =^  B.  An  oontrairey  si  on  met  ^  —  i2  en  &etear,  les 
coeffieients  de  sont  tons  positift.  C'est  cette  remarque  qui  m'a 

suggéré  ridée  d'introduire  les  séries  normales. 


20.  Âpplic|uo]is  les  résultats  obtenos  an  système  d'équations 
On  a  d'abord  à  cause  des  inégalités  (33) 

Fàr  eonséqnent  l'éqoation 

donne  en  Tertn  de  (36) 

D'où 

Be  sorte  qne 

Et  snccessivement 

•  •      ♦      •      •  ^ 

Ainsi  d'une  façon  generale 
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Je  dû  qu'il  miffit  de  sappoeer 

Bh[Li-h(Q+éhL^]<j 

pour  que 
Su  effet. 

Or  on  peut  toujours  prendre  M  assez  petit  pour  que 
Dans  ces  conditions,  on  a  visiblement: 

IL  en  rétolte  qne  1*  fonctîoii 

—  %  +  + 

est  normale  à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  72. 
Elie  est  donc  anahßique  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
D  ailleurs  elle  représente  évidemment  une  solution  u  de  l'équation 

qui  sur  le  cercle  V  prend  les  mêmes  valeurs  que  g. 

21.  Il  ne  nous  reste  pluü  qu  a  Jt  niontrer  que,  pourvu  que  li  soit 
assez  petit,  les  detix  solutions     et  t4  se  confondent  à  l'intérieur  de  C. 
En  effet,  par  hypothèse 

iietranchons  membre  à  mmbre  et  posons  e  —  vk-^t.  Il  Tient 

C'est  nne  équation  linéaire  en  t  du  type  elliptique^  piiîeqae    >  0. 
t  admettant  ainsi  que  f  et  «  dee  dérivées  des  deux  ptemieif  ordiee  finies 
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et  eontinaesy  on  est  aasiiré  qu'il  est  possiUe  de  pzendre  le  eercle  C  assez 
petit  pour  que  i  ne  puisse  s'amniller  sur  son  contour  sans  être  nul  à 
rintérieur.  Done  t^u  à  Vinidnemr  de  C.  Nous  reriendrons  d'ailleurs 
dans  le  chapitre  suivant  sur  ce  lemme  relatif  aux  équations  linéaires  dont 
nous  venons  de  nous  servir.  Ainsi  nous  avons  démontré  le  théorème: 
Théorème.  Totsh  tekOim  m  de  VéguaUon 

positive  et  admettant  dérivées  finies  et  œnUnues  des  trois  premiers  ordres, 
est  analytique. 


Chapitre  IV. 

Théoième  général.  Ptohlème  de  IMridiIet. 

S2.  Noua  nous  proposons;  enfin,  de  démontrer  le  théorème  de  M.  Hilbert 
dans  toute  sa  généralité. 

Théorème.  Sait  e  me  soMien  de  VégmUm  ana  dérivées  parUdUs  d» 
second  ordre 

'         9»d9*  ay«'  dx  '  dy*^*^*^) 

Bif  F  àant  analytique^  »  a  dans  unte  eertcûne  féghn  8  ses  dérivées  des  Ms 
premiers  eirdres  finies  et  etmUnues  et  que  de  pUts  die  vérifie  Vin^aUté: 

(37)  éP^ ,  '       -  /F V \»  <  0, 

dU  est  analytique. 

Je  dis  d'abord  qu'on  peut  se  bonier  à  ne  considérer  que  l'équation 
de  la  forme 

W         âï»  +  07*  " '      ^*  ôy"  âï'  â^'    ^'  V 

f  étaut  holomorphe  dans  le  Toisiiiage  d'un  système  de  valeurs: 

d^z  d*z  d^z  ^  /        _  m  n 

â»«  "      dmdy        dy*~^'  d»         ^y  —  ^'  *  —  ^*  a;  —  y  =  u, 

el  Us  vaimrs  imUàles  fr„,  /«^,     éUsni  mdles. 
En  eflbt,  soit  m  une  solution  de  l'équation 

Soit  gf,f  Pù9  9ef  ^ot  ^o>  ^0  ^  valeurs  de  «  et  ses  dérivées  par  rapport 
kafftf  pour  «'-j^-O. 
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On  aura  donc  dans  la  Toiiinage  de  ces  yidenn 

+ 2*  iwh-  -  '•')  +  Gt^  -  '•') + + Jo-y + •  •  •• 

£t  puisque 

^i^B  — ^  +  èjo;'  +  «ky  +  •  •  •> 

Tin? 

oa  a  à  came  de  Tìnégalité  fondamaatale  (87) 

Cela  posé,  supposon«  {w,  y)  ti  {x\  y'^)  reliés  par  les  formules 


Il  en  résulte 


B»      _9  _ 

^  tV  — »•  ä5*     y/ ig  ^«  ■  ' 

D'où 

^      ~  ''O  +  ^  là*'    -  }  +  *  (^ìT^  -  ^ }  ^  ài*  +  ^7«  -   -  ^ 

Et  par  eoniéqiieiit 

'     »  •  •  •> «  >  y  ;  -  è«*  ây *  ~  ^  U «»  »  ä«äy  »    >  •  •  v  «i  y^  -  ^ 

/  ne  contenant  phis  de  tennes  linäüzw  en 


Xt-  iìiangenwtii  de  variahUa  indiqué  étunt  tei  de  m  nient  Intime  pcriüiu  que 
(/  >  0  et  t^r  —  Ä'  >  0,  noua  pouTons  donc  sans  restreindre  la  généralité 
du  théorème  nous  boraer  à  le  démontrer  pour  Téquation  (38). 
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Or  ou  peut  appliquer  à  cette  équation  la  méthode  des  approximations 
successiTea.    Ou  a  le  système 

1^  +  ?^  -  /•(V.'.P.Î.'.OO)  -  Ä, 

•  ••••••••••••• 

On  déterminera  snccessiTemeiib  u^f  t>|«ti|  — etc.,  en 

impoBSiit  à      de  se  confondra  aTec  la  solution  e  de  l'ëqaation  (38)  sur 

une  cjreoiifârence  C  de  rayon  R{B<M')  auffîsammeni  petit;  tandisque  sor 

la  même  droooféreace    —  0.  Dans  eei  oonditio]i%  on  Toit  suia  peine 

que.  si  Ift  serie   

^  '  «  —  «o  +  Ui  +  v,  H  h», H  

eonTerge  unifonnément  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres 
sur  C  et  à  seni  înténenr,  elle  représente  one  solntion  de  l'équation  (38) 
qui  proid  sur  C  les  nt^es  Tsleiirs  que  #* 

Oooupons  nous  donc  de  la  détenoination  snmesaiTe  de  etc. 

23.  Soity  comme  dans  le  chapitre  précédent  et  en  oonserrant  ka  notations^ 
#  —  «if+^a,  eoi  »0  +  A,  «a»^ 
les  inégalités  (SI)  ponrant  être  éTÎdamment  maintannet.  On  aura 

Od  «b  «Mnit  immidwtaMBt  <n  Tota  dei  iii^g»lit<i  (81) 


(40) 


[^-«•L<>+^«<-^-«' 


[füf-'.L<lT+^--.|+2=^'(w+i''.ii<.ff-R. 
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CoxuiidëroDâ  mainienaat  l'une  ^ueicouque  des  diâûrencM: 

oA  pour  f»  >  0 
«fc  pour  fi  «>  0 

On  a  éridenunfiiLt 
«ree 

etc. 

D'autre  part  .4,,,  eto.  Sont  développableA  en  séries  de  Taylor  guivant 
lea  puissances  de 

^"-r     ^'""-»-r      ''""  -8  etc 
a*»     '^0'      ax«  ^xcy  ^ 

symmétriqnes  par  rapport  aux  indioes  fi  et  »  —  1.  11  en  résulte^  en  tenant 
compte  da  théorème  16  et  en  snppoeant  quelque  soit 

que 

+ 
+ 

[BJ  Ä  r  <  /" ^  («^         «y         JS',  iO 

etc. 

+ 

où  ^  est  la  série  des  modules  de  f.  Cela  étant,  on  peut  se  donner  un 
nombre  s  aussi  petit  qu'on  Teut  et  un  nombre  fixe,  F  (lorsque  f  est  donn^} 
tde  qu'on  ait 

...     [^V<»,      [Bn\M.<e,  [CJj,r<S, 

^     ^    [Z>-]ilr<P,     [E.]Hr<P,     [J;iilr<P,     [ÖJirr<P,  <  P, 
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pourvu  que  u  et  R  soient  assez  petits  Car  nous  avous  supposé  essentiel- 
lement qu'à  l'origine 

fä*»  —  f  s^u  —       =  0. 
Par  conséquent,  si  on  parvient  à  vérifier  les  inégalités  (41),  on  a 

Et  eu  vertu  des  inégalités  (36) 

w.,<*i?^  [|îL<»ii^  [til.<»*^ 
fôL<*'».  [Sïl<*''.  [0].<»<'- 

D'où  successivement,  en  posant  3/i(<  4~  •^'^)  ^ 

•      ••••  ••••••••« 

Pour  que  notre  calcul  soit  légitime  il  suffît  maniiestement  qu'on  ait 
h<l   et  M  +  Ä/»(l+*+*^  +  -+**)<fi'Ä+^^<«. 

Or  il  est  facile  de  &ize  qu'il  en  soit  ainai.  En  effet,  on  peut  évidem- 
ment  ehoiair  deux  nombres     et  il^  aises  petita,  pour  que,  ai  e  «i  ^  et 

B  <  B^f  on  ait  ^  <  y  '        étant,  il  ne  restera  plus  qu'à  imposer  à  B 

(outre  les  inégalités  BkR  et  B<.Bq),  l'inégalité 

B{H+2h[2F  +  ÔH{ê-hF)])<a. 

Kotre  ealonl  eat  dono  bien  légitime  pourra  que  le  nyon  B  du  eerole  C 
,  aoit  taees  petit  Dana  ces  oonditione  on  a 

Et  par  conséquent,  la  série 

tt  —  fi,  +  f>i  + +      +    +  ••• 

eti  tiùrmàle  H  rq^rétenie  une  foMUm  anàljfHgm  à  VûUérkur  da  eeréU  C 
Sans  faire  appel  &  d'autres  considératioiu,  notre  caleol  lui-même  piouTo 
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Sor  U  nstara  analjtiqiiA  dea  aoltttioiui  «te. 


es 


que  les  séries  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  te  oonTorgant  uni- 
formément  sur  C  et  à  son  ini^eur.  La  fonction  analytique  u  esi  done 
une  9okdim  de  l'ésuaHm  (3Ô)  qui  mr  le  cerde  C  prend  Us  mêmes  wAmrs  gue  0, 

24    Tiest^  à  dcmontrer  que  z  —  u  à  V inférieur  dr  C. 
Ou  le  fera  de  la  laçou  suivante.   Par  hypothèse, 


dx*    ày«    '        dxdy*  ^)  ^  ' 

En  retnuidumt  membre  à  membre  et  posant  e^u^t,  il  vient 
(42)  4(,,)0+i?(,,)g|'^-  +  C(„)^+i)|i+£^^i+«-O 


aree 


C(«,)-i.-|.C^>e|''.,-.) 


etc. 


où  0  <  0  <  1.  On  a  ainsi  une  équation  linéaire  en  f .  Je  dis  qu'à  l'intérieur 
d'un  cercle  C  de  rayon  M  assez  petit  cette  équation  appartient  au  type 

elliptique. 

£n  effet,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  et  il  suffît  que 


lonqu'on  remplace 


4/1  -  ßu\  (1  -f^^  _  (fj^Y>  0 


âi*  P*'  fx*  +  ^  ax»'  axôy  P^  Bxdy  +  ^  a^^y 


($  étant  compris  entre  0  et  1.) 
n  suffit  donc,  que 


(48) 


4- 


<1. 


Qr,  si  on  se  zappeUe  qu'à  Torigiifee 

on  Terra  que  l'inégalité  (43)  est  nécessairtiuieut  vtritiée,  uu  moment  que: 


3iatb*in«tU«b«  Anaalen,  LIX. 
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8. 


1  ^  m 


I  •  l-^Ä 


at 


\^\<ß,  \y\<ß 

ß  étant  un  nombre  suflSsammeiit  petit. 

Mais  à  eause  de  la  cuutinuité  de  2,  on  peut  bien  prendre  le  rayou 
M  du  cercle  C  où  ir  et  u  se  confondent  assez  petit  pour  quo 

l*-^l<  8"' 


^  3 


D'autre  part,  on  vertu  dn  raisonnement  du  §  précédent,  ou  peut  aussi 
choisir  Ji  assez  petit,  pour  que  la  solution  u  obtenue  par  la  méthode  des 
approximations  successives  satisfasse  aux  inégalités 


£t  par  suite 
Donc 


1 


tu. 


Po 


ß 

3 


'^-r.  +  d|âi</ï  etc. 


< 


L'équation  en  t  est  donc  du  type  elliptique.  Si  on  remarque  eu  outre 
que  A{xy)f  B{xy),  •  •  •  sont  finies  et  continues  ainsi  que  leurs  déiÎTées 
pmiiiii«B,  o&  ooDsfcite  que  1»  aohilÎQii  i  admettsnli  des  dérivéei  des  deux 
premiera  ordrM  finies  et  continues  ne  peut  s'annullar  sur  un  oertde  C  de 
rayon  R  suffisamment  petit  sans  être  nulle  identiquement 

H  est  donc  ékibU  que  m^u.  Par  conséquent,  la  aoluHm  M  dont  mm 
sommes  pmik  est  oMotyMigiie. 

25.  On  pouimit  cependant  &ire  une  objection  à  la  dernière  partie 
de  notre  démonstration.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  toujours 
pr&âsé  an  moyen  des  données  du  problème  la  limite  supérieure  de  JB; 
nous  n'aTons  omis  de  le  faire  qu'à  la  fin  de  notre  raisonnement  où  nous 
avons  dit  que  dans  une  région  6',  où  Tinégalité  (43)  est  remplie,  l'éqaa- 
tion  (42)  ne  peut  avoir  plus  d'une  solution  prenant  une  succession  donnée 
de  valeurs  sur  une  circouférenee  de  rayon  7i  assez  petit.  Pour  ne  laisser 
subsister  aucun  doute  à  ce  Biyet,  je  me  propose  de  fixer  effectiTement 
pour  Ii  une  limite  supérieure. 

Je  me  servirai  d'une  méthode  tout  à  fait  semblable  a  celle  que 
suit  M.  Picard*)  dans  le  cas  où  A=-  C^X,  B^O. 


*)  Traité  d'analyse  i  n,  Cb.  I,  p.  34. 
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(42-)     Ä(xy)  1^  +  2B(xy)^/^l-^  +  C{xy)  ^  +  2B{xy)  |^ 

•^2E{xy)l^^F{xyr^-^ 

A,  B,C,D,E  ét  F  sont  des  fmetkm  de  x  et  ^  admettant  des  dérvoées 
finies  et  continues  et  vérifiant  dans  um  r^jgim  8  eompreuant  Vorigine 
Vin^aUié  d^ÄÖ—B*>0,  Il  est  possile  de  fixer  un  mmibre  h  tel  gu*une 
solution  M  eotitinue  ainsi  que  ses  dérivées  de^  deux  premiers  ordres  qui 
s'annuUe  sur  un  contour  C  (de  8)  oà  \x\<kf  est  identique$Hent  nuUe  à 
f intérieur  de  C. 

Soit  e  la  solution  qui  s'annuUe  aar  C.  Considérons  rintégrale  double 
prise  à  rintérieor  du  contour  C 

D'antre  part  on  a 
M  est  une  eoustuite  que  nous 


pour  le  moment  arbitraire.  Sous 

le  signe  d^tniégration  nous  ayons  une  forme  quidrslique  ™         »  ' 

Calculons  son  discriminant: 


cA 


2A 

2B 

dB 


2B 

2C 

cB  . 


IB  dC 
dx  "^dy 
cM  dE 
dx  dy 


'dA  .  SB 


<dB 


Si  A  est  poàtifi  I  ne  peut  être  nulle  suis  que  s 


es 
ex 


0 


pour  toute  Taleur  de  et  y  à  rintérienr  de  C  Or  il  est  &cile  de  Toir 
que,  si  Jf  est  asssK  grand  et  M%  asse»  petit,  A  ser»  positif. 
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o>  DmÊntËSM. 


Jl*récisoii8.    On  doit  ayoir 

AMâ  >  At^  +  COI  +  2Mxy  -  2B(«  +  2M»)ß  -  4d« 

»Tee 

dÄ.dB  dB.dC     a      dD.dK      p  a 

U  suffît  donc  de  poser 

|x|<*-^    .(  M-^ 

en  désignant  par      le  minimum  de  ô  et  par  N  le  maximum  de 
l^«'l  +  )C|(i/?|4-l)«+2]ü|(i«|  +  l)l^H-4diö|. 

G*6ifc  ce  que  nom  tooIîoiib  démontrer. 

Le  même  mUonnement  pouvant  être  repris  eu  remplaçant  r  ]>nr  y 
on  obtient  un  rectangle  f  de  diiiiensions  bien  déterminées  tel  (ju'une 
Bolution  de  Téqnaition  (42)  est  identiquement  nulle,  lorsqu'elle  s'annulle 
sor  un  contour  intérieur  à  F. 

L'objection  que  nous  aTons  relevée  est  dono  écartée.*) 

26.  Nmts  dirons  quiim  i'qnntion  (iîlt  dérivées  partielles  du  snond 
ordre        0  appartient  au  type  cUiptiqtte,  si  quels  que  ^nent  x^y^g  on  a 

ê  -        '  Fg^  -  /i^>^V>  0. 
D'après  ce  qui  précède 

Toute  solutìoìi  d^vne  ripintion  dr  type  eUiptiquc  admettant  des  dérivées 
des  trois  pnniifr'i  urdrtis  fin  lis  ci  coìif  innen  est  mmìydqur. 

Comme  exemple  d'une  équation  du  type  elliptique,  noua  indiquerons 
celle  des  sur&ces  minima 

\}    Gy)  idx*  ~^  dx'  dy'  dxd'y  +     +  {cxfidy^"  ^ 

Cette  éqiiatioti,  comme  tontes  colles  qui  dérivent  de  problèmes  géométri- 
ques invariants  par  rapport  au  groupe  de  translation  dans  l'espace,  ne 
contient  pas  explicitement  x,  y,  z.  Or  il  aisé  de  montrer  qu'««c  i^olu- 
tim  (si  elle  existe)  d'une  équatimi  eUipiique  ne  contenant  pas  z  est  entière- 
ment déterminée  par  l'ensemble  des  valeurs  sur  un  contour  de  dimensions 
qtidemques. 

*)  Je  n'insiste  pas  sur  les  >;('iuTalÌHatioii9  <lout  le  ré.^nltal  obtenu  est  évidemment 
HUSceptîbln  pour  ties  équatiuiis  d'ordiv  quolcurupu'  ;i  cuftfiiients  complexes  dans  un 
espace  à  n  dimuueious.  Une  uoU:  ioudameiitale  Ue  M.  Picard  (C.  H.  t.  CXXI;  devrait 

aervir  de  b«e  à  une  étude  de  ce  genre. 
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En  effet,  soient 

^k^>  •  ■      y)  -     ^    •  •      y)  - 

En  ratmndiMit  et  poMnt  #  —  «       il  Tient 

Piiisqiîf^  —  Xn<0,  pour  tonte  ralenr  de  x  et  y  et  que  cette  equation 
ne  contient  pas  t  expliciteineut ,  il  ri'sulte  dea  recherche»  de  M.  Picard, 
que  t  ne  peut  s  aniiuller  sur  aucun  contour  fermé  sans  être  identiquement 
nul.  Donc  t  =  n.  C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer.  Ainsi  il  ne 
peut  exister,  par  exemple,  qu'une  seule  surface  miiuiii  i  passant  par  un 
contour  ferm«^  donné  de  dimensions  q^uelconques  ^)uui  vu  qu  li  puisse  être 
projeté  sans  points  doubles). 

On  Térifiero  aoui  &cUemeiit  les  deux  propositiona  suivantes: 

\dx  '  dy  '  dx*'  dxdy'  By*)  "  ^ 

âant  une  éguaHon  dJipllquc  n<inietkmê  la  sciutìon  *  —  0,  1®  aucune  de  ses 
tMioiis  ne  petti  avoir  ni  mcmma,  ni  minima,  2^  «ne  toUitim  régulière 
âane  tout  le  pian  se  réduit  à  une  constante.  Ainsi  une  surface  minima  ne 
peut  être  eonrae,  et  !b  leole  nufaee  minime  partout  régulière  est  le  plan. 

27.  On  voit  (jue  les  recherches  précédentes  sont  étroiteinpnt  liées  au 
problème  de  Diriohlet  relatif  à  la  détermination  d'une  solution  d'une 
ecjuation  aux  dérivees  partielles  par  Tensemble  de  TaLeurB  qu'elle  eet 
aaaujettie  à  prendre  sur  un  contour  donné  C. 

Je  disque  si  jxir  un  raisontinmnit  queicnnqrw,  on  j)€ut  afftrnher  l'exisienœ 
df  cette  solution,  lu  méthode  que  nous  avoirs  suirie  convoiablewmt  œmjiétik 
prrmet  de  la  calculer  effectivement  dans  des  vas  ins  étendus.  (Four  fixer 
les  idées  je  propose  an  lecteur  d'avoir  constamment  sous  les  yeux  ré<juation 
des  surfaces  minima;  nos  raisomienients  s'appliquent  d  ailleurs  à  toutes 
les  équations  du  type  elliptique  ne  contenant  pas  explicitement  x,  y,  z.) 
Je  me  borne  an  cas  où  le  contour  est  cironlaire;  il  suffirait  de  le  supposer 
r^pilièMinent  analytique. 

La  mâîhode  sons  sa  fonne  aetnelle  pour  être  appliquée  exige  evidem- 
ment  deux  choses: 

1*  Le  contour  eireidaêre  C  doit  être  si^fisamment  petit, 

2*  Vensembk  des  valeurs  données  sur  ce  contour  doU  être  représenté 
par  um  fonetion^  admettant  des  dérivées  finies  et  continues  des  (rois  premiers 
onbreSf  oadSont  entre  des  Umües  suffisamment  approdiées. 
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s.  BuMl'BDI* 


Je  dis  qu*on  peut  supposer  le  rayon  du  cercle  C  quelconque  et  Vensemhle 
des  valeiirs  sur  le  eontour  représenté  jxir  une  fonction  continue  arbitraire. 

Pour  le  voir  il  faut  d'ahord  s'appuyer  sur  le  lemme  suivant  que 
M.  Picard  iL  l'tabli  dans  le  cas  des  équations  linéaires: 

Lemme.  Soit  u^{xy),  u^{xy),  •  •  -,  w,(a:y)  •  ■  •  une  succession  de  solutions 
de  l'équatim  F=-0  qui  sur  le  cercle  Cpreimmiie8vcäeitrsu^(0\u^(0),'  'fU^{$)  "; 
si  lim  u„{ß)  =  u{d),  u^{xy)  aura  pour  Umiie  u(xy)  qui  sera  la  sohtHoH  dê 

Véquation  2^—0  prenant  sur  C  /-es  valeurs  u{0). 

Par  conséquent,  grâce  an  théorème  de  Weierstrass  rappelle  au  com- 
mencement de  ce  travail,  le  prrihV-me  de  Diriehlef  sera  résolu  pour  une 
succession  de  valeurs  représentée  par  une  fonctim  continue  arbitraire,  si  oti 
sait  le  résoudre  pmtr  nnr  fonction  tpideonque  analißique  régtdihe  et  periodi' 
que.  Dès  lors  on  pnd  considérer  le  problème  comme  compUtement  résolu 
dans  le  cas  linéaire  pour  un  cercle  suffisamnietit  petit  (sans  même  admettre 
a  priori  sa  possibiliié).  Il  suffit  de  remarcpier  avec  M.  Picard  que  dans 
ce  cas  lu  convcr(jeiice  de  la  série  (11)  (voir  §  5)  obtenue  par  la  méOiode 
des  approximations  su/'cesfdves  est  indépendante  des  valeurs  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées  sur  h  coniour  C. 

Il  en  est  autrement  dans  le  cas  général.  Déjà  dans  le  cas  de  M.  Lutke- 
meyer  (voir  %  G)  la  eonœrffmee  de  la  soluUo»  dépend  essentieUemmt  des 
vaiimrs  sur  le  eontour  eif  quelque  petit  çpte  soU  es  eonàowr^  ü  est  ioitjouirs 
possane  de  prendre  les  wämrs  de  la  fùiietim  ou  de  ses  dérivées  ossee  grandes, 
pour  que  la  méthode  des  approsimatioHS  successives  tombe  en  défaïut 

En  génâ»!,  il  ikudn  sirtàs  reoonn  ma.  lonme  Buiviiit  qne  je  ne 
démontrerai  pae  due  Teepoir  d'y  reTenir  dans  mi  traTafl  spécialement 
eonaaeré  an  problème  de  INriddet: 

Lenune*  8oit 

rt/a***     a*M     d*u  ^«     \  ft 

^\dx*'  dxdy'  dy''  8x'  ëy'^l'^^ 

nne  équation  analytique  du  type  dliptique  lorsqtœ  le  paramètre  a  est  compris 
entre  0  et  \.  Si  u{x,  y,  a)  est  une  solution  de  cdte  équation  pour  O^a^l 
qui  stir  un  contour  donné  C  prend  la  même  succession  de  valeurs,  u(xff«) 
est  atKdytique  par  rapport  éi  a*). 

L'utilité  de  ce  lemme  est  évidente.  £n  effet,  mettons  par  exemple  F 
sous  la  forme: 

•)  Le  principp  de  la  démonetration  consiete  epsenficllement  à  difTérentier  mc- 
cessivement  F  par  rapport  à  c<  et  à  en  déduire  des  limites  sapérienres  pour  lea 
diffârantea  dérivées  de  u{xytt)  pni  rapport  à  «.  Le  rayon  de  convergence  du  dévelop- 
pement de  Taylor  de  «  M  troave  être  différent  de  léro. 
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Bn  se  reportant  aa  ndsonnement  du  §  23,  on  voit  que  qudque  soit 
Je  rmfon  Jl  du  cercle  C  et  les  valmrs  de  u  (admettant  trois  dérivas  par 
rapjKtrt  à  B)  sur  sa  jx-ripherie,  ü  est  possible  de  fucr  <  A  sttffìsamment 
jìciit  pour  que  la  méthode  des  approximations  successives  puisse  être  appliquée. 
Si  on  sait  d'avance  que  Veqttation  admet  une  solution  quelque  soit  ce  entre 
0  et  1,  on  n'aura  qu'à  proLotiger  anaiytiqrtement  par  rapport  à  a  la  fonction 
irtmoée  pùur  eofoulér  effèethment  cette  tahUim  pour  n'importe  gudU  nobnr 
^  ^  C^^^S^y  ^**^}  P^^  exempte  en  dwdofpen»  ia  eclMion  trouvée 
pour  €t  très  petU  en  ume  série  de  polynômes  de  Mittoff^Leffier  qui  convergera 
néBessairemeni  torsçpte  0  ^  «  ^  1  d  |«|  <  il. 

Les  fonctions  «(«)  forment,  en  gjSsaénX,  mie  nonyeUe  èUaee  d»  ÎOfaer 
tiooB  analjiiqnee  tnneceadentes  à  espaces  laenuaires. 

On  peut  d^aineon  remarquer  que  la  question  de  la  possibilité  d'un 
preVIème  de  Dirii^  se  ramène  à  la  question  de  reeonnaitref  si  une  fonction 
anedifHque  peut  être  prolongée  en  un  point  extérieur  à  son  cerde  de  oouf 
vergenee.  De  nonveUee  rechercliefl  bot  la  nature  de  la  fonction  »(«)  aéraient 
nécesaaires  poor  pouvoir  tirer  profit  de  oe  déplacement  de  la  difficnltt^ 
sur  nn  terrain  qui  malgré  lea  beaux  travaux  de  MM.  Hadamard,  Borei, 
Fabry,  et  autres,  reste  encore  une  des  parties  les  plus  arides  de  l'analyse^). 
J'arrête  là  ces  généralités  p6ur  passer  à  un  siqet  différent 


Chapitare  V. 

EquAtioiifl  du  type  liyperiMllqne  et  parabolique, 

28.  Soit 

une  éqaa1a<m  ansljiiqiie  aux  dériVées  partidles  du  second  ordre.  On  dira 
qne  eette  équation  appartient  an  type  hyperhoUque,  si  qnel  qne  soit 
Xf  y.  M,  on  a 

OU  au  type  paràbclique,  si 

Pour  compléter  le  théorème  de  M.  HilLert  il  serait  intéressant  de 
montrer  qne  les  équations  hyperboliques  et  paraboliques  admettent,  en  génénd, 


*)  J'ai  indiqué  récemment  diuii  une  Note  des  Comptes  Rendus  (Avril,  1S«04) 
oerfeaii»  oai,  où  on  peut  par  oe  procédé  démontrer  la  poesibilité  d>Dtn  pioblèaie  de 
Dirifihlet  pour  let  équations  différentieilM  ocdinaiiee. 
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dea  sMiim  mon  amoll/ifUgjm*  loi  nous  alloiu  nous  borner  à  l'établir  poor 
les  équatîoiiB 

(4^)  ixîy  ^^{^y^èa>  ly)     ^  ^^^"^  hyperbolique) 

et 

(45)  «  9  (x  y  ir  (dn  type  parabolique). 

Nous  verrons  pourtant  que  toutes  les  solutions  de  la  seconde  équation 
sont  analyti^ies  en  x. 

La  méthodp  (|up  nous  miivroiis  est  encore  celle  des  approximations 
succPBsives*).  Oa  pout  rappli(jvier  de  deux  façons  différentes.  On  peut 
en  se  donnant  des  valeurs  initiales  mm  anaiyti'jurs  chercher  à  démontrer 
directement  que  la  solution  qui  leur  correspond  est  fu/n  annhffique.  C'est 
la  marche  qu'on  est  tcnt('  de  suivre  naturellemeni  Malheureusement  les 
moyens  dont  nous  disposons  semblent  ])eu  uj^propriés  à  favoriser  cette 
marche.    On  est,  en  eiFet,  amené  à  résoudre  la  ijuestion  suivante:  soit 

,S'  =  u^iory)  +    (xy)  +  •  •  •  +  uj-^y)  H  

une  série  convergente  de  fonati nns  non  analyticjues;  recounaitre  si  rett« 
série  elle-même  repréaento  une  fonction  non  analytique.  Cette  luf^t  on 
est,  sans  doute,  très  intéressante,  mais  ou  a  là  à  manier  des  elements 
aussi  complexes  et  aus^i  peu  étudiés  que  les  fonctions  non  analytiques; 
on  voit  donc  bien  qxi'il  ne  doit  pas  être  facile  d'arriver  ainsi  à  un  résultat. 
M.  Lutkemeyer  dans  su  thèse  déjà  citée  a  suivi  précisément  cette  marche 
directe,  mais  sans  succès. 

Il  est  inutile  que  j'insiste  sur  les  calculs  qu'il  fait;  je  me  bornerai 
d'indiquer  le  point  faible  de  son  raisonnement  qui  se  rattache  justement 
à  la  difficulté  que  je  Tiens  de  signaler.   Il  arrive  à  mettre  la  eoliriâon  u 

de  1  equation  -^^^  «  sin  u  (surfaces  à  courbure  constante  négative)  sous 
la  forme: 

«tt  ■=  9o{^)  +  Sii»)  •  y  +  •  •  •  +  i',  (a;)  •  y"  +  •  •  • 

où  ^o(^)  est  Aine  fonction  non  analytique ,  tandis  qu'on  ne  dit  rien  au 
siyet  de  gi{x)y  g^ipc),  •  •  •;  on  sait  en  outre  que  la  série  m  converge  tant 
que  ir?/  <  1.    M.  Lutkemeyer  considère  comme  évident  que  la  fonction 

u(xy)  n'est  nulle  part  analytique,  car  dit-il,  ai  elle  était  analytique  g^ix) 
le  serait  aussi  nécessairement.  Mais  cette  affirmation  est  inexacte.  Tia 
seule  chose  qu'on  peut  affirmer  c'est  que  pour  ?/  ^  0  (ce  ([ui  d'ailleur.s 
ne  contient  rien  de  nouveau,  puisqu'on  est  parti  de  eettw  hvpothèse'i 
u{Xf  0)  est  non  analytique.   11  est,  en  elf  et,  facile  de  voir  que  n'importe 

*)  Voir  Ehn.  fScaird  «Théorie  des  éqaatuu»  am  dérivées  pariiellee»  Journal  de 
HaUiéniatiqnea  1890. 
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quelle  fonction  f{xy)  analytique  poor  tonte  Talenr  finie  de  x  ei  y  sauf 
pour  y  »  0,  où  elle  se  réduit  à  une  fonction  non  analytique  de  x,  est 
SDBoqptible  d'un  déTeloppemeat  «emblable  à  celui  de  u{xif), 

NooB  rai-TTOiis  m  contnire  une  mardbe  Mtreete  (réduction  à  Tabraide) 
qni  a  Twantage  de  noua  éviter  Tinirodaetion  dea  Ibnetiona  non  analytiqoea. 

29.  Examinona  d'abord  l'équation 

Nous  nous  appuierons  sur  le  leni  tu  i-  suiviint: 

Lemme.  Suimi  ti^ii^x)  et         dmx  fonctions holomorplws  d/nis  ic  voimxage 

de  a?-y-0  (*j(Q) - ^<p) - Si  fi^V^ll^)  ^ 

aiM^MtjiM  (enHière)*),  il  esBM<0  Miie  seide**)  /cmcfÛMi  AoZpnuwpAe  près  de  0 
«(«y)  vérifiant  VégimHm  (44)  e^  «s  rdÜ^itianf  à  ^i(«)  mr  TosBe  dee  s  dl 
à  ^(y)  MIT  Toase  ^, 

Noua  démontrerons  eette  propoeition  par  la  métbode  dee  approxi- 
mationa  snooessÎTea.  On  peut  éTidemme&t  aabitititer  à  Téquation  (44) 
le  système 

où  r.  ■=  —  ^«-1  ®^  ^'n  assTijetti  à  se  réduire  à  ViC*'^}  l'axe  des  «c 
et  à  ^,(y)  sur  Taxe  des  y.    Si  la  série 

«»  -  S  +  «I  +  »1  +  •  •  •  +  »,  +  •  •  • 
conrerge  nnifonnément  ainsi  que  ses  dérivéss  premières,  sUe  sera  une 


*)  Cette  restriction  n'est  pas  essentielle. 

**)  T1  tic  p^tit  y  aroir  plus  d*une  sohition  anàlyii^  Mtiifiiaaat  aux  niAmei 
condiÜone  initiales,  car  il  en  rt^salterait  que  l'équation 

{A^B,0  élsiit  analytiqiiei)  pent  avoir  ene  selntioii  onal^ftigiie  t^SBDulIaat  nur  les 
«Ml  MU  eire  amile  partrat. 
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solution  de  l'équation  (44)  satûi&isant  aux  conditions  initialea  imposées. 
Or  il  est  aisé  de  roir  qae  si  «  esfc  la  solotioa  dt  Féquation 

qui  l'aannUe  sor  Tax»  des    et  sor  Taxe  des  y,  on  a 

v{xy)  «  ff  F(xff)dxdf/. 

h  0 

Par  conséquent,  si  F  est  analytique^  9  l'est  nécessairement,  et  en  employant 
nos  notations  habitaelles,  on  a  tant  que  \x\<E,  \if\<B 

i(a:,y)<iPF(B,12), 


D'autre  parl^  soit 


ti>^{Ii,)<M,    i-;yll,]<M,    tt{Ki)<M,  ^^(li,)<M 
(il/  désigne  la  dérivée  de  V) 
et  P  étant  un  nombre  fixe  supérieur  à  2  M, 

an,  E,  p,  p,  P)  <  L, 
/;(jB,i2,p,p,p)<|, 

hu  (E,  E,  P,  P,  P)  <  ^, 

Ii 

féuiE,E,F,P,P)<^. 
Donc^  pmsque  u^{xy)  »  ^i(jE)  +        —  'à,  ou  a  successÎTemeut 
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en  supposant 

9t<Ri,    9i<B,    p,<P„  9,<B. 
Nos  inégalités  ne  seront  manifestement  l^times^  quelque  soit  n,  que  si 

n  luffit  de  prendre  B  assez  petit  pour  qu'il  en  soit  ameL  Dans  oet 
eonditions  u(xff)  «en  n^ceasairemsnt  holomoiphe  tant  que 

W.<Qi,  \y\<9t 

et  sera  bien  la  solution  cherchóp.    C.  q.  f.  d. 

Ceci  posé,  admettons  que  n(rii)  est  une  fonction  analytique  de  r  et  y 
réguli^rp  ?)  rintérieur  d'une  aire  iS'  comprenant  le  rectangle  £  formé  par 
les  droite*  j(  ^  0,  .r=l,  y— 1,  rr  =  0.  sauf  sur  l'axe  des  x  où  elle  se 
réduit  H  une  fonction  ?<f  r.0i  non  aiialyti(|ue  admettant  une  dérivée  finie 
et  C(intinue  Unr  pareille  fonction  peut  fort  bien  exÌ8t<?r,  mais  nous 
verrons  dans  un  instant  qn'tî  est  impossible  quelle  vérifie  l'rqnation  (44\ 
En  effet,  supposons  que  nixy)  vérifie  l'équation  (44).  Nous  pouvons 
évidemment  fixer  un  nombre  M  par  la  condition  tjn  i  (  luujue  point  fr^t/fl) 
du  rectangle  Z  où  ^  ^  correspondent  deux  nombres  Ii^  et  Ì4  noD 
nuls,  tels  que* 

La  limite  inférieure  de  B^'  est  d'ailleurs  égale  à  nn  nomine  B^  essen- 
tiéBement  positif,  puisque  u(xy)  eet  r^nlière  par  rapport  à  y  partout 
à  rintérieur  de  5.«  Or,  M  étant  donné,  ou  peut  fixer  d'aprèe  le  lemme 
précédent  (indépendemment  de  JR|  et  B^  un  nombre  positif  12  tel  que  ff(a;y) 
•oit  holomorphe  tant  que 

\x-x^\<R„   \x-x^\<R,   'y-yo[<B^,  |y-yo|<B. 
Par  conséquent,  quel  que  soit  x^,  il  auffît  de  prendre 

pour  que  u(xy)  soit  analytique  pour  x  x^,  y  •»«  0.  Notre  supposiiim 
ett  doue  obiÊKrdB. 

n  en  résulte  que  si  une  iokiKiim  u(xy)  de  VéguaHon  (44)  se  féâmê 
fomr  y  — 0  d  «ne  ftmdkn  nm  analytique  de  x  u{xO)  aâmelkmi  me 
dérieéB  finie  et  eonHÊm^  et  pour  jp->0  d  une  fonetkm  oMolyHque  de  y 
t»(Oy)y  éBe  n'est  mdle  part  anaìiffiigue  par  rapperi  à  x. 
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En  éehangeant  et  y  on  parriandndt  éTidemmoit  à  comtnure  de 
la  même  manière  une  solution  (autant  de  foie  derivable  qii*on  le  rent) 
qai  ne  eoit  nuUe  part  analytique  en  y. 

dO.  PawonBy  enfin,  à  l'équation 

En  se  donnant  les  raleurs  de  la  solution  «  et  de  sa  dérirée  par  rapport 
à  »  sur  l'axe  des  y  et  suivant  une  marche  analoguei  on  reconnaît  que, 
quelles  que  soient  les  Taleurs  initiales  (finies  et  continues),  u  est  anàliftigue 
par  rappcfi  à         u{Xy  y)  sera  aum  awxlgtìque  par  rapport  à  y  y  si 

h(0,  y)  d  —^—^  sont  avahjfiqius.    Au  contraire,  si  l'une  au  moins  de 

ces  fonctions  mitiales  est  mn  anai^tiquef  u(xy)  esi  non  a/nalyiique  par 
rapport  à  y. 

Gdttingue,  30.  JanTier  1904 

*)  Il  (l'ailleurH  ni.si'  de  voir  qu'il  n'esiite  qu'une  leole  fonoticni  «  anàiyiiqm 
au  non  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 
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Décomposition  de  la  forme  ternaire  du  troisième  degré 

K.  fin  m  Tübolirg  (Holkiid*). 


§  1. 

La  fonne  temaire  du  troisième  de<?ré 

(1)  «  =  a^a^  +  <i|«V  +  <igÄ*f  +  a^xif'  +  i^dryir  +  a^asj^  +  a,y»  +  «.y»* 

+  <i,jf#"  +  a»*» 
est  irrMiiotiUie,  si  réqiutîon 

(2)  •  ii-O 

n'admet  liucune  solution  du  (Inixième  ordre  on  tout  au  plus  une  seule 
c-ù-d  une  solutioa  satiàfaisant  siniultunétucut  aux  trois  équations  dérivées: 

(3)  u^^O,  w.-O. 

Elle  est  décoinposublo  en  deux  factenrS;  l'un  du  premier,  l'autre  du  aecoild 
degré,  si  ré(juatiou  (2)  admet  deux  solutions  du  deuxième  ordre. 

Elle  est  decomposable  en  trois  facteurs  linâkire8|  ai  réquaiion  (2) 
admet  trois  solutions  du  deuxième  ordre*). 

En  partant  do  ces  principes  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  les  con- 
ditions qui  doivent  être  remplies  dans  les  trois  cas  mentionnés**). 

L«f  iiois  ëqnatioiup  àfrifétê: 

m  «  3aiX*  +  2a^xy  +  2a^xe  +  a^y*  +   a^yz  +   a,     =  0, 

(4)  =    a^X*  4-  2u^xy  +    u^xz  +  i/  +  '^a^i/^  +        js*  =  0, 
»,  s  OgX*  +  Ojicy  +  2a^xe  +  a,y*  -f  2a,y;?  +  30^,«*  —  0, 


*)  La  décomposition  de  la  fonne  ternaire  du  troisième  degré  en  facteurs  linéaim 
a  été  traitée  par  Brioschi  ^Annali  di  Matematica,  serie  n,  tome  VII,  pag.  189),  par 
A.  Tbaer  (Mathematische  Ânnalen,  tome  XIV,  pag.  64ró),  par  A.  Brill  (Mathematische 
Annalen,  tome  L,  pag.  l&O). 

Noos  mppowms  tadtenraat  que  la  fonne  temaifs  ne  eontienne  pas  de  fiMsIea» 
linéaires  éjgttoz.  Si  ce  ca«  se  présentait,  lea  trois  dérivées  de  cette  fbme  seraient 
diviâiblêâ  par  co  fuci-eur  mnltipl*  ,  que  l'on  pnnrrait  déterminer  u  appliquant  Talge- 
rithme  pour  chercher  leur  plus  grand  commun  diviseur. 
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udniettont  au  plus  une  .seule  solatiou  conuniiney  81  au  moim  l'un  des 
déterminants  de  l'assemblant: 


«I 

0 

«1 

*• 

0 

*4 

0 

0 

«a 

% 

2a, 

«» 

% 

«B 

2a| 

8a. 

«S 

2a, 

«4 

S«, 

2a4 

0» 

«i 

05 

2a, 

2a, 

2a, 

a, 

2a4 

2a, 

2a,  0, 

a» 

Pi 

3a, 

P»  =-f^ 

2a« 

A 

2a, 

0» 

3a»o 

a  une  Taletir  différente  de  zéro"*).  Dans  ce  cas,  la  forme  ternaire  proposée 
est  izx^uetîble. 

§8. 

Pour  fixer  lee  idées»  caneidérons  en  premier  lien  le  cas  où  tous  les 
détemixiMits  de  l'assemUant  (5)  ne  s*aiinnlent  pas,  tandis  que  le  résultent 
des  équations  (4)  s'évanouit,  ces  équations  admettent  dans  oe  cas  une 
seule  solution  commune,  déterminée  par  les  équations: 

\-pio^-\-Pi^  =  ^, 
ou   par  trautreb   équations   analogues,    dans  lesquelles  lea  symboles  j) 
représentent,  des  déterminants  désignés**)  contenus  dans  rassemblant  (5). 

.§4. 

Dans  le  cas  où  tous  les  déterminants  de  l'assemblant  (5)  s'annulent, 
les  équations  (4)  admettent  an  moins  deux  solutions  communes,  1m  équa- 

•)  Le  lecteur  est  prié  de  consulter  les  n\emoires  de  l'auteur  «or  la  théorie  de 
rélimiuatiou  dans  les  „Verhandeiiugen  der  Kouuikljke  Akademie  van  Weteoschappen 
te  Anuterdain**,  tome  VI  n*  7,  tome  TDI  b**  1,  S  et  6,  intitulés; 

1.  Théorie  générale  de  réUndnaticMi  d*apiès  la  métiiode  Beiont  tttivsnt  un 
noaveau  procédé  (1899), 

S.  L'équation  finale  (1901), 

S.  Les  systèmes  de  racines  d'au  système  de  fi  équations  homogènes  à  n  1- 
variables  (1902), 

1.  La  dépendanoe  ou  IMndépendaaee  d*nn  sjifcènie  d*équations  algéiniques  (1904). 
**)  Les  indices  signifient,  comme  on  sait,  les  lignes  qa*(ni  doit  suppniMT  dans 
rasBemblant  pour  obtenir  le  détenninant  proposé. 
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tions  i<>l  (loviennciit  illusoires,  et  réciproqucuifiif,  si  les  équations  mV) 
devi euii  Mit  illusoires,  les  équations  (4)  admettent  au  moins  deux  solutions 
communes. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  il  est  nécessïuif  (jin'  Irs  trois  détertninants 
Pij  P^y  PiQ  l'assemblant  (5)  s'annulent;  les  aulres  déterminants  de  cet 
assemblant  s'annulent  alors  également.  Cela  se  démontre  facilement  en 
considérant  les  différentes  équations  résultantes  qui  découlent  de  cet 
assemblant 

§5. 

Dans  le  cas  considéré  les  équations  (4)  sont  liées  par  la  relation 

de  dépt'iiUance: 

(7)     {ii^X'{-s^y-\-üiX)u^  +  {p^JC+Sj,y-^a^z)u^  -i-  {SiX-\-s^y-\-8^z)u^  =  0 

dans  laquelle  le«?  symboles  .s  représentent  les  déterminants  successifs  de 
l'assemblant  que  l'on  obtient  en  supprimant  deux  lignes  dans  l'assemblant 
(ô)  qui  ne  se  rapportent  pas  à  des  arguments  de  la  forme  ternaire  ajaat 
des  coefîdcients  zéro. 

Si  la  forme  ternaire  proposée  est  décomposable  en  deux  facteurs,  l'un 
du  premier,  l'autre  du  second  degré,  les  éqnaiions  (4)  admettent  en  tout 
deux  solutions  communes,  en  général  déterminées  par  les  équations: 

loy  +A,s'  -0, 

dans  leaqnelleB  les  symboles  p  représentent  des  déterminants  désignés, 
oontenos  dans  rassemblant  que  Ton  obtient  en  supprimant  une  eolonxie 
dans  rassemblant  (6),  se  rapportant  à  on  terme  de  la  relation  (7)  qui  ne 
8*anni]]e  pas. 

§  î. 

Pour  fixer  les  idées,  supprimons  la  dernière  colonne  dans  rassemblant  (5). 
Les  symboles  |)  répresentent  alors  des  déterminants  déngnés  de  l'assembUoit: 


(8) 


+l>r.i 


(«) 


3a, 

2  a, 

a, 

a. 

3a| 

«4 

»6 

«6 

2  a, 

% 

2a^ 

2a, 

2a, 

«• 

«8 

«4 

2a, 

2a, 

0» 

«* 
«>• 

«» 

«> 

Sflie 

Digitized  by  Google 


80 


E.  Bm. 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  p^  ^^  =  0,  tandis  que  p-  ^Q  et 
ne  s'aiiiiulent  pas  tous  deux  a  la  fois,  les  deux  solutions  communes  aux 
éi^uatioQâ  (4)  sunt  déterminées  par  les  deux  ét^uations: 

(10)  f  ^»"^ 

ou  par  la  pzemière  équation  (10)  et  Tuiie  des  équations  (4). 


S  8. 

Les  déterminants  de  l'aBsemblant  (U)  sont  du  huitième  degré,  mais 
les  coefficients  des  équations  (8)  et  (10)  sont  diyisibles  par  des  communs' 
focteurs  du  quatrième  degré,  comme  nous  le  démontrerons  dans  la  suite. 
£n  diTisant  1m  coefficients  de  ces  équations  par  leur  commun  facteur,  ils 
se  réduisait  à  des  fonues  du  quatrième  degrés 


§  9. 

Si  tous  les  déterminants  de  l'assemblant  (9)  s'annulent,  les  équations 
(4)  admettent  trois  solutions  communes,  les  équations  (8)  deviennent 
illusoires,  et  réciproquement,  si  les  équations  (8)  deviennent  illusoires,  les 
équations  (4)  admettent  trois  solutions  communes. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  il  est  nécessaire  que  les  cinq  déterminants 
p9,iii)  Ps,io' Ps,^)  P7,iotPi,9  s'annulent;  les  autres  déterminants  de  l'assemblant 
(9)  s'annulent  également.  Cela  découle  des  équations  résultantes  existant 
dans  ce  cas  entre  trois  aiguments  quelconques  de  la  forme  ternaire  proposée. 


§  10. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  où  tons  les  detsirminants  de  Tas- 
semblant  (9)  s'annulent,  les  équations  (4)  sont  liées  par  deux  relations 
indépendantes,  anabgues  à  la  relation  (7). 

Si  dans  ces  deux  rdations  les  coeffietents  et  ne  s'annulent  pas, 
on  peut  en  déduire  les  deux  relations  suivantes: 

(in  1^^'*  """^'^      )w.  +     +Vy         + (V«         ^  o, 


S  11. 

Pour  que  la  forme  ternaire  (l)  8oit  décomposable  en  trois  facteurs 
linéaires,  tous  les  déterminants  de  iassemblant  (9)  doivent  s'annuler. 
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Od  obtient  ainm  Ç^^  =  ^  eonditîons*),  dont  il  snffit  en 
cinq  soient  remplies,  les  autres  se  yéritient  également*^). 


que 


§  12. 

Les  éqiutionB  x^ultuites  par  lesqndlM  on  ^ralae  les  troia  solntionB 
eommnnei  ans  éqnationt  (4),  découlent  de  l'aaiemblant  qne  Ton  obtient 
en  inppnmant  deox  colonnes  duu  rassemblant  (5)|  ae  rapportant  à  dea 
teimea  dea  relationa  (11)  qni  ne  a'annulent  paa  dans  cea  deux  relations. 

Pour  fixer  les  id^a,  aapprimona  la  dernière  colonne  dana  rassemblant 
(9),  d'où  l'on  obtient  raaaembhmt: 


(12) 


«1 

2ii| 

Sa« 

<% 

3a| 

«» 

2a, 

«4 

3«, 

«6 

2  a, 

2a, 

2a^ 

20« 

«• 

2a, 

3a, 

«6 

2a, 

(13) 


De  cet  assemblant  on  déduit  facilement  les  équations  résultantes 
8ui¥antes: 

Cea  éqnationa  doivent  être  remplacées  par  d*aatrea  ëqnationa  déoonlant 
dn  même  assemblant,  daoa  le  caa  où  la  première  équation  (13)  admet  dea 
syatèmea  de  raeinea  égaux  qui  ne  ae  rapportent  paa  à  la  même  valeur 
de  X,  Dana  ce  caa  fib^,,!,  s'annule.  Cependant  pour  ne  pas  tomber  dana 
dea  répétitions  oiaenaea,  noua  noua  abotenona  de  traiter  lea  différents  caa 
qui  peuvent  se  présenter. 


•)  Comparer:  A.  Thaer,  Über  die  Zerle^'liariceit  einer  ebenen  Linie  (îrîtt.er  Ord* 
nxoìg  in  (Irei  raiî  -  I.inien  (Math.  Annalen,  Bd.  14,  pag.  646)  et  A.  Brill,  Cher  die 
Zerfällung  einer  1  ernartorui  in  Lincarfactnren  (Math,  Annalen,  Bd.  50,  jiaj;.  Iö7) 

**)  Ce  nombre  de  ciuq  relatiuus  entre  leit  uoet'Uciuutti  de  la  forme  teruaire  propooée 
peat  le  fédnire  à  trois  rslationi  indépendantes.  Compsier  le  qualri^e  mémoire 
cité  plus  haut» 

ux.  9 
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§  13. 

Pour  obtenir  les  équations  propres  à  évaluer  les  trois  solutions  com- 
munes aux  ^oatioiiB  (4)  on.  pourrait  se  servir  pareillement  de  l'assemblant: 


(14) 


2«,  o» 

«4  SOy 


(16) 


De  cet  assemblant  on  obtient  les  équations: 

doù  l'on  déduit  facilement  l'équation: 

L'équation  (16)  et  la  première  équation  (1^)  sont  identiques  aux  équations 
(13).  De  là  ou  déduit  que  les  coefficients  des  équations  (13),  qui  sont 
tous  du  septième  degré,  sont  divisiblfis  par  des  communs  facteurs  du 
quatrième  degré. 

}.m  déterminants  de  l'assemblant  (14)  et  ceux  de  l'assemblant  (12) 
numérotés  de  la  même  manière  sont  prnportn  iu'ls. 

Cela  Be  démontre  eu  multipliant  leu  determmants  de  l'assemblant  ^14) 

05  «4  2a^  Sa, 
%  Ob     fl»  2aa 
(H 

d*où  l'on  obtient  précisément  les  détezminants  de  l'assemblant  (12)  portant 
les  mknes  numéros. 

En  partant  de  ce  fitit  U  n'est  pas  difficile  de  dânontrer  que  les  coef- 
ficients des  équations  (8)  [qui  doivent  s'annuler,  si  la  forme  ternaire  pro- 
posée est  déeompossable  en  trois  &eteurs  lin^ires]  sont  divisibles  par  un 
commun  ftoteur  du  quatrième  degré. 

§  15. 

Pour  faciliter  cette  démonstration,  on  remplace  les  équations  (8)  par 
les  suiy antes: 

l-i»M«  +Pt,t^  -0, 

et  l'assemblant  (12)  par 


par  le  déterminant: 
(17) 
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(19) 


8«^ 

«1 

2a4 

20, 

Soi 

% 

»4 

2a| 

3a, 

2a^ 

«5 

2a, 

2(4 

2a, 

% 

2a« 

2a, 

«4 

2a, 

3a, 

«8 

»4 

2a, 

2a, 

«• 

«5 
«« 

a» 

2a, 

0» 

3a,o 

supposant  que  les  coefficients  0^  et  ^  ne  s'amuilfiiit  pas  en  même  temps 
dans  les  deux  relations  (11). 

La  propriété  de  la  divisibilité  des  déterminants  de  cet  assemblant 
par  ceux  de  rassemblant  (14)  portant  les  mêmes  numéros,  existe  toujours. 
Cependant  leur  quotient  n'est  pas  précisément  é^I  an  déterminant  (17), 
mais  à  nne  antre  foime  du  quatrième  degré.  Cela  se  démontre  facilement 
ea  formant  an  moyen  de  ces  deux  assemblants  les  équations  résultantes 
'  entre  les  mêmes  arguments  de  la  forme  ternaire  (1). 

On  obtient  ensuite  en  développant  les  déterminants  de  l'assemblant  (9) 
d'après  les  éléments  de  la  septième  colonne,  les  équations: 

P4,9  =  «»-Pl,4.6  -  06ft,4.«  +  ^(^«Pa,i,9  "  1>4.6.6, 
(20)  \  /)4,5  =  a«Pt,4,5  -  05Ì>8,4,5  +  ^^6l\i,t,  ^  ^(^loPi^i^if 

Pi,»  ^  «si^l.S.e  -  % +     <»8  1^8,4,6  ~  ^Og  jp,^5^„ 

Comme  tous  les  termes  des  deuxièmes  membres  des  équations  ^20) 
sont  divisibles  par  un  oommun  facteur  du  quatrième  degré,  ee  doit  être 
aussi  le  cas  arec  leurs  praniers  membres.  C.  Q.  F.  D. 


Tilbonrg,  le  17  mai  1904. 


Digitized  by  Google 


84 


M.  Dm. 


Zwei  Anwendungen  der  Mengenlehre  in  der  elementaren 

Geometrie. 

Ton 

11  Dbhbt  in  Mflnsler  i  W. 


In  einer  frOhereu  Arbeit*)  habe  ich  nachgewiesen,  daß  die  Bestim- 
mungsstflcke  zweier  endlich  gleicher  Polyeder  —  d.  i.  solcher  inhalts- 
gleicher  Polyeder,  die  nach  Hinzufügen  resp.  kongruenter  Polyeder  in 
kongruente  Polyeder  zerlegt  werden  können  —  gewisse  Bedingungen  be- 
friedipjen  niiSssen.  Ich  habe  gezeigt,  daß  diese  im  Euklidischen  Räume 
m  gewissen  speziellen  Fällen  —  z.  Beispiel:  reguläres  Tetraeder  und 
Würfel  —  nicht  erfüllt  werden  können,  daß  es  also  inhaltsgleiche,  nicht 
endlichgleiche  Polyeder  gibt.  Im  folgenden  soll  nnn  mit  Hilfe  sehr  viel 
allgemdnerer,  mengentheoretiacher  Beti^htungen  nachgewiesen  werden, 
dftB  ei  eine  nkbtabcilinMir  UMiidliehe  Ansafal  Ton  Puten  iobaltagleieher 
Polyeder  soiukM  t»  dem  Biû^diitàim  wie  m  dm  Nt^tmldiiâiadien  lUnmie 
gibt,  die  diese  Bedingui^en  nicht  befriedigen. 

1}  EtOeUäkdMr  Jtmm. 

Wir  gebreaohen  die  erwShnten  Bedingungen  nur  in  folgender  spe- 
xieller  Fom: 

Wenn  ein  Tetraeder  mit  den  FUlcfaenwinheln  r^,  •  •  •  einem 
Würfel  endliehgleich  sein  soll,  so  muß  eine  Gleichung  Ton  folgender  Form 
bestehen: 

wo  Ii  den  viei  t  >u  Teil  dea  Vollwinkeis  bedeutet  und  VjVj  •  •  •  Vg  rationale 
von  Null  verschiedene  Zahlen  sind.  —  Daraus  folgt  nnmitt-elbar:  kein 
Tetraeder,  bei  dem  tg  =■  =  =»  i?!,  Tg  =  vR  ist  (v'  eine  rationale  2^hl 
<  1)  und  bei  dem  keine  Beziehung  von  der  Fonn  v^t^  -p  v^r^  —vR  be- 
steht, kami  einem  WüiIlI  endlichgleich  sein.  Es  wird  sich  ini  folgenden 
darum  handeln,  die  Existenz  solcher  Tetrued«^r  nachzuweisen.  Wir  schicken 
folgenden  HUjssati  über  Puuktmeugeu  des  Liuearkuutinuums  ?orau8: 

<)  Heüi.  Ann.  66. 
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Eine  ahtäUbare  Menge  nkgenät  überaü  Udder  Menge»  wm  Pmkten 
koÊrn  heme  Skedie  dea  Koniimtums  wManêig  erfuBm. 

Unter  einer  nirgends  fiberall  dichten  Menge  verstellen  wir  eine  Menge 
von  der  Eigenschaft,  daß  sich  keine  Strecke  des  Kontinuums  finden  liSt 
derart,  daß  in  jedem  TeüintemU  dieeer  Strecke  ein  Punkt  der  gegebeaun 
Menge  liegt. 

Wir  wählen  zwei  beliebige  Punkte^  n  rmd  h,  der  Zahlengeraden  aus 
nnd  wollen  seigen,  daft  ee  zwischen  a  und  h  einen  Punkt  gibt,  der  keiner 
der  gegebenen  Mengen  angehört.  Dieee  Mengen  aeien,  irgendwie  ein&ck 
angeordnet,  Jf^,  itf,  Dann  liegt  zwischen  a  und  ò  nach  Yoraus- 
■etBong  ein  Intervall  <       von  der  Eigenschaft,  dafi  weder  ^ 

noch  Ij'  noch  irgend  ein  innerer  Punkt  dieses  Intervalles  ein  Punkt  der 
Menge  ist.  Innerhalb  des  Intervalles  Ij^/  gibt  es  ein  zweites  Ead- 
punktpaar  |,H/  (^«<Ç,')  von  derselben  Eigenschaft  fBr  die  Menge  usw.: 
Die  Zahlen  und  die  Zahlen  konrerçieren  als  stets  wachsende  Großen, 
die  unter  einer  Grenze  bleiben,  resp.  als  stets  abnehmende,  die  über  einer 
Grenze  bleiben,  gegen  2  Grenzwerte  X  und  X',  die  auch  zusammenfallen 
k"'nTiPTî  X  und  X'  sind  keinenlalis  Punkte  irgend  eiaer  der  Mengen  M^ 
gemäß  i5tM  Konstruktion  und  damit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen. 

Maclieu  wir  in  feinem  Tetraeder  3  Flächen wiukel  r,,,  r^,  r^,  gleich 
einem  Hechten,  so  besteht  zwischen  den  3  übrigen  Winkeln  die  Gleichung: 

cos't^  +  Gos'r,  +  cos'vj  -»  1. 
Machen  wir  r,  gleieh  vB,  wo  y  <  1  iel>  to  erkalten  wir 

eoe*T|  +  eoe*r,  —  «.      (*  <  1) 

Angenommen  nnn,  IBr  jeden  Wort  Ton  fj  eriiielte  iek  dnreb  dieee  Glei- 
ehung  ein     so^  daß  eine  Oleiebong  ron  der  Form 

bestände,  wo  und  rationale  nicht  yerschwindende  Zahlen  sind,  so  ist 
jedem  Werte,  den  zwischen  0  und  2R  annehmen  kann,  ein  bestimmtet 
Wertebipel  «/j,  v„  v  angeordnet  Die  Menge  aller  mSglichen  ecdoben 
Wertetripel  ist  abnOiibar.  WSre  nnn  jedem  Wertetripel  (»ne  in  keinem 
Interfille  fibendl  dichte  Menge  zugeordnet,  so  wQrde  im  Widenproch  zu 
d«tt  bewiesenen  Wiifh— eine  abziUbare  Menge  ron  nirgends  Überall 
dickten  Mengen  die  Strecke  de«  Eontinunms  zwischen  0  imd  n  yoUständig 
erfidlen.  So  mfissen  also  in  einem  Interrali  (  <  <  in  fiberall  didit 
liegenden  Pnnkten  gleichzeitig  die  beiden  Gleichuigen 

cos'fi  +  oos't^  e 

und 

wo  V  jetzt  bestimmte  rationale  Zslilen  sind,  besteben.  Daher  mu0y 
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da  Ti  BEMsh  der  sweiten  6l6Ìchtiiig.eme  flberaJl  eindeutige  analytiadie,  und 
monogene  Fimktion  tob  t^,  die  erste  Bessiehung  aber  analytisch  ist,  jedes 
Wertepaar  t^,  x^,  das  die  zweite  Gleiehung  befidiedigt,  aueli  die  erste  be- 
friedigen. 

Bs  mnß  also  die  dnreh  die  erste  Gleielumg  definierte  Knrrenmannig- 
fiidtiglrait  eine  Gerade 

Vjt|  +  «-  VX 

in  sich  enthalten,  wo  und  reelle  rationale  nichtrersohwindende  Zahlen 
sind.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  es  auf  jener  Mannigfaltigkeit 
keinen  reellen  Ponkt  gibt,  für  den  f|  »0  wäre,  während  dock  nach  der 
zweiten  Gleidrang  su  diesem  Werte  Ton  Ti  der  Wert 


gehört.  Es  gibt  also  (und  zwar  nichtabzahlbar)  unendlich  viele  \\'ert^  von  Tj, 
für  die  zusammen  mit  den  zugehörigen     keine  Beziehung  von  der  hoim 

Vitt  +  »|T,  —  vR 

bestekty  womit  wir  nnser  Ziel  erreielit  kaben. 
2}  NkMeMdisdier  Saum, 

Hier  brauchen  wir  TOn  mengentheoretisckeir  Seite  nur  den  ein&cksten 
Fall  des  vorhin  bewiesenen  Hiifssatzes,  nämlich  die  Tatsache,  daß 
eine  abzählbare  Menge  von  Punkten  eine  Stricke  des  Linearkontinuums 
nicht  vollständig  erfüllen  kann  —  die  Nichtabzählbarkeit  der  Punkte  eines 
Stockes  des  Eontinunms. 

Dagegen  brauchen  wir  jetzt  die  a.  a.  0.  abgeleiteten  Bedingungen  fflr 
endlichgleicke  Polyeder  ToUstandig.  Wir  wollen  sie  in  folgender  Form 
ansspredien: 

Seien  zwei  Polyeder  TT  und  TT'  mit  den  Kanten  Pi  "  •  TWp.  P|', 
]^  *  "  und  den  an  diesen  Kanten  liegenden  Flächenwinkeln  sr^,  sr,  •  •  • 
resp.  x^  '  ■  •  endlichgleich;  es  bedeute  ferner  R  den  vierten  Teil  des 
Vollwinkels.  Dann  gibt  es  eine  positive,  negative  oder  auch  Terschwin- 
d^de  Strecke  H  von  folgender  BeschafiTenheit:  Seiex^ 


-IQ-O 


^  (A  >  ft  •  •  •  a'»  a'  •  •  *  "  0 
{  ^(AiA**'A'i  a'***-^-^>, 


die  beiden  Systraie  aller  linearen,  homogenen,  ganiisahligen  Beziehnngen 
zwischen  p^^  A  *  *  '  A'>  A'         lutd  zwischen  itgf     «  •  •  st^,      "  *  JL 
Bann  befriedigen  alle  Systeme  Ton  Werten,  diei^  fttr  jii,  jj^  •  *  ' f  p%  *  *  *  ff\ 
sr, •  •  •  9^',  n^"*R  eingesetzt     nnd  8^  befriedigen,  auch  die  Gleieknng: 

A«i  +  A«f  +  •  •  •  -A'<  +  aV  +  '  •  *  +   I 
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Wir  betrachten  mm  3  reguläre  Tetraeder  mit  den  Kanten  a,  h,  c  und 
den  Flächenwinkcln  cc,  ß,  y  und  wollen  mit  Hilfe  dieses  Satzes  nach- 
weisen .  daß  das  erste  Tetraeder  dem  Komplex  der  beiden  andern  nicht 
endlichgieich  sein  kann,  wenn  zwischen  a,  b  und  r  sowie  zwischen  a,  y 
und  Ii  je  nur  eim  lineare,  homogene,  ganzzahlige  (îleiehuTiir  besteht. 

Sei  X(c(,  ß,  y,  7?)  =  0  die  einzige  Beziehung  zwisclien  «,  y  und  12 
und  sei  etwa  a  durch,  die  übrigen  Winkel  ausdrückbar: 

wo  Vi,  Vf  und  v  ntìoiule  Zahlen  und;  setoen  wir  dieeea  Weit  Ton  «  in 
die  Gleichung  I,  die  jetsfe: 

aa  -  /3Ò  -f  yc  4-  BH 

laute^  ein,  so  erhalten  wir: 

O^ßQf-  v^a)  +  y{e  -  v^a)  +  B(H- va). 

Da  diese  Gleiohnng  nach  Tonmnetzung  für  jeden  Wert  ron  ß,  y  und  B 
befriedigt  iriid,  so  folgt: 

6  =  V,  a,   c  —  Vj«. 

Gibt  es  also  nur  eine  lineare  Beziehung  zwischen  a,  y  und  ül,  so  gibt 
es  sicher  zwei  Beziehungen  zwischen  a,  h  und  c. 

"Wir  wollen  nnn  nachweisen,  daß  es  drei  Tetraeder  gibt,  die  diesü 
Bedingun<?  nicht  erfüllen,  und  von  denen  gleichzeitig  zwei  zusammen  den- 
selben In  Ii  alt  haben  wie  das  dritte,  woraus  denn  folgt,  daß  es  inhalts- 
gleiche,  nicht  endlichgleiche  Polyeder  gibt. 

Wir  gebrauchen  zu  diesem  Nachweise  folgende  sehr  einfach  zu  er- 
kennenden Eigenschaften  regulärer  Nichteuklidischer  Tetraeder: 

ai  Die  Kante  und  der  Flachenwinkel  können  je  eine  nicht  abzahlbar 
unendliche  Anzahl  von  Werten  auuilimen.  (Z.B.  im  hyperbolischen  iiaume 
die  Kante  jeden  positiven  Wert,  der  Flüchenwinkel  jeden  Wert  zwischen 

arccos  y  und  yj« 

b)  Za  jedem  Werte  der  Kante  gehOrt  ein  bestimmter  Wert  des 
Flichenwinkela  (nnd  nmgekehrt). 

c)  Zu  jedem  regulSren  Tetraeder  gibt  es  ein  reguläres  Tetraeder  mit 
beliebig  Torgegebenem  kleinerem  Inhalt:  Zu  je  zwei  regulären  Tetraedern 
gibt  es  ein  reguläres  T^iaeder,  das  der  Differenz  der  beiden  inhalts- 
l^eich  ist. 

Nun  bestimmen  wir  snn&chst  das  Tetraeder  mit  der  Kante  a  und 
dem  Flächenwinkel  a  so,  daß  a  kein  rationaler  Teil  des  Vollwinkels  ist. 
Dann  bestimmen  wir  das  Tetraeder  mit  der  Kante  b  nnd  dem  Winkel  ß 
80,  dsfl  keine  Beziehung  TOn  der  Form: 
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VjCT  4-  v^h  =  0  •  •  •  1) 

Pi«    9iß  +  gJi^O  ••2) 

(v^,  Vf,  ç^f  Q  rationale  Zahlen)  besteht.  Für  ein  gegebenes  a  gibt  es 
stets  nur  eine  abzählbare  Menge  von  Werten  b,  die  eine  Beziehung  von 
der  Form  1)  befriedigen,  folglich  gibt  es  (nach  a)  und  b))  eine  nicht  abzähl- 
bare Menge  yon  Werten  b  (mit  der  dazugehörigen  ebenfalls  nicht  abzahl- 
baren Menge  von  Werten  ß),  die  eine  solche  Beaüehung  nicht  befriedigen. 
Aus  diesen  Werten  von  ß  wird  bei  gegebenem  «  durch  2)  eine  abzahl- 
bare Menge  herausgehoben.  Es  bleibt  eine  nicht  abzählbare  Menge  Tcm 
Werten  ß  and  den  zugehörigen  Werten  die  keine  der  Beziehui^n  1) 
und  2)  befriedigen. 

Die  Differenz  des  Tetraeders  (a,  a)  und  eines  solchen  Tetraeders  (b,  ß) 
kann  keinem  regulären  Tetraeder  (c,  y)  endlichgleich  sein.  Denn  es  dürfte, 
damit  keine  Beziehung  von  der  Form  1  )  oder  2)  hesteht,  nur  eim  lineare 
Beziehung  zwischen  a,  ß,  y,  R  und  nur  eine  zwischen  a,  h  und  c  be- 
stehen, was  aber  wie  wir  vorher  bewiesen  haben  unmöglich  ist  Da  es 
aber  Tun  h  <:)  ein  regniäros  Tetraeder  giht.  dns  der  Differenz  der  Ii»  iden 
ersten  mh't!is<^[vich  ist,  so  haben  wir  \^  iK^il«  iLun  die  Existenz  nicht  ab- 
zählbar unendlich  vieler  Paare  Yoa  inhaltsgieichen,  nicht  endlichgleichen 
Polyedern  bewiesen. 

Mfinaier  l  W.,  Fehraw  1904. 
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Sur  une  intégrale  définie. 

P«r 

Kmu  KiBUmr  à  Copenhigne. 


§1. 

Formules  générales. 

Dans  mon  Traite  des  fonctions  cylin(h-)rfups*^  la  fliporip  de  ces  fonctions 
ra'a  permis  HV'tiulier  d'une  méthode  uniforme  ime  classe  de  fonctions 
transcend aiitrs  très  analopips,  savoir  le  locfarithme -întofjral,  le  cosinus- 
intégral,  le  sintis-iiitéj^ral  et  les  lutegnileü  de  Kranip  et  <ie  Fresnel.  Or, 
il  est  très  remarqual>le,  ce  me  semble,  qu'une  généralisation  de  l'intégrale 
dUankel**)  que  j'ai  étudiée  récemment***)  nous  conduira  plus  facilement 
à  la  plupart  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions  susdites. 

A  cet  égard  prenons  comme  point  de  départ  cette  intégrale  déânie 

(1)  ^ir*'(t+jfyf-'-'^ät 

qui  est  la  plus  nmple  de  celle«  que  j'ai  étudiées  d'un  poini  de  Tue  général 
dans  le  quatorzième  chapitre  de  mon  Traité  Boidit 

Dana  notro  intégrale  (1)  le  chemin  d'intégration  eat  Tate  dee  nombree 
poaitifii,  de  sorte  qne  l'intégrale  raidite  a  on  eenB  dans  ces  cinq  cas 
diifiirents: 

(2)  ^ix)>0,  m(»-é)>0, 

(3)  «(a:)-0,    9l(m-<y)>0,    gì(co)  <  1, 

(4)  x^O,   âH((ô-<y)>0,  9i(ö)<0. 

On  Toit  que  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes,  pourru  que 
ff  soit  ni  aéro  ni  réel  et  négatif;  car  dans  ces  eaa  particuliers  il  faut 
qoutsr  anx  oonditions  précédentes  ces  deux  conditions  particulières 

*)  HsBdlmdi  der  Theorie  der  <^]p]iiideifaiiUioiian;  Leipug,  B.  0.  Tenineri  1M4. 
**)  MMheoMftiMhe  Aanslen,  Bd.  I,  p.  491;  1899. 

***)  OvBiàg^  o?er  Dek  KgL  Danske  YidensksbeniM  SaUkabs  Fozhindlinger  19n. 
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(6)  Sf-0,  »W>-1, 

(6)  ?R(o)>0; 

c'est-à  dire  que  l'hypothèse  x     y  =  0  n'est  paa  admissible. 

Supposons  maintenant  pour  l'instant  x  positif,  puis  mettons  dans 
(1)  tx  au  lien  de  t,  nous  aurons  uae  identité  de  cette  forme 

(7)  fe'^ii-^yyitxYtr^-^dt  =  Sö(a;y), 

où  9S(jrî/)  désigne  une  fonction  du  produit  {xy).  Cela  posé,  un  théorème 
fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  montre  que  1  identité 

(7)  a  lieu  dans  tous  les  cas  où  notre  intégrale  à  un  sens. 
Remarquons  ensuite  que  la  condition  (2)  nous  permet  de  différentier 

ou  par  rapport  à  x  ou  par  rujipDit  a  y  notre  intégrale  susdite  en  effectuant 
la  differentiation  sous  le  signe  d  intégration,  nous  trouverons  pour  la 
la  fonction  53  (x)  cette  équation  dillérentiello  linéaire  et  homogène  du 
second  ordre 

(8)  W\x)  +  (~~  - 1)  W\x)  +  ~  ^{x)  -  0, 
équation  diffitaitîélle  pour  laquelle  ces  defox  fonefcioiiB 

constituent  généralement  un  système  d'intégrales  indépendante,  comme  le 
montre  aisément  la  méthode  dr»  M  Frniipniug*). 

Cela  pose,  nous  aurons  pour  notre  intégrale  définie  en  question  une 
expression  de  cette  forme 


où  les  coefficients  q  et  fj  sont  indépendants  et  de  x  et  de  y,  de  sorte 
que  le  théorème  fondamental  susdit  montrera  que  cette  formule,  démontrée 
certainement  sous  la  condition  (2")  est  yraie  dans  tous  les  cas,  où  l'intégrale 
susdite  a  un  sens  et  que  c,  et      possèdent  toujours  la  même  valeur. 

Pour  déterminer  maintenant  les  deux  coefficients  Cj  et  appliquons 
en  premier  lieu  les  conditions  (0),  une  formule  intégrale  très  connue  donnera 
immédiatement 

*\  Journal  de  Creile,  t.  LXXYI  oa  Tédition  danoise  de  M.  C.  R.  Ette:  Om  lut»* 
graüen  af  liaeln  DaTewitiaÎligniager  ved  Blkkeadvikli&ger.  Eopenhagea  1908. 
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expression  qui  est  toujours  valable  pourvu  que  Tiutégrale  (1)  ait  un  sens. 
En  second  lien  prenons  comme  point  de  départ  les  conditions  (4),  nous 
aorona  de  même 

de  sorte  que  nous  obtenons  finalement  cette  formule  générale 

(10)     fe-^'n^^ytr-^-^dt  -  re^^Xi»  ifi^^^y^-U^tr 

0 

Dans  les  cas,  où  m  est  entier  et  où  <r  est  entier  mais  non  négatif, 
le  second  membre  de  (1(>)  se  présente  sous  forme  indéterminée.  Or,  la 
vraie  valeur  de  cette  expression  peut  être  déterminée  sans  peine  à  Taide 
de  la  méthode  ordinaire. 

Btfrie  «ssrioptotlqne. 

Avant  de  discuter  des  cas  parÜcnlien  très  intéressants  de  notre 
fomnle  génâiale  (10)  il  nous  semble  utile  de  déduire  la  série  asjmptotiqne 
de  rint^rale  définie  générale  qni  figure  au  premier  membre  de  la  formule 
susdite^ 

A  cet  égard  mettons 

où  nous  supposons 
ce  qui  donnera  toujours 

Ì  -  «y- 

Gela  posé,  diTÎsons  par  ^  les  deux  membres  de  (10),  nous  aurons 

(«)  j-/*^- (1+  (/•.«>-/.({))! 

methms  ensuite 

où  Ä(i)  et  Bit)  désignent  des  fonctions  réeUes  de  Ift  ▼ariable  réelle  i, 
nons  annms  ce  déTeloppement  en  série  de  Taylor: 

w    + îfï-'Ë 0 ■  (7)' + (S + iif-'c^-'o. 

où  £  et  «'  désignent  deux  qoantitéfs  situées  entrç  U  «st  1. 
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Intiodtiisona  maintenant  daxu  (a)  ]»  série  (/I),  puis  intégrons  terme 
à  tenne,  une  fcormule  intégrale  Inen  oomrae  domieia  pour  l'intégrale  J 
cette  ezpreeeion 


«SII 


où  none  «Tons  poeé  pour  abréger 

on  bien,  en  posant  ~  au  lieu  de  i 


9 


Remarquons  maintenant  que  nous  aTons  toujours  9I(a»— <r)  >  0,  puis 
choisissons  l'anime  ^  tel  que  y  n*est  pas  réel  et  négatif,  nous  aurons 
évidemment  cette  valeur  limite 

(11)  lim(J-BJ.O. 

On  voit  que  Ton  peut  admettre  généralement  if^O\  c'est  seulement  dans 
les  cas  partieoHenr,  où  ^9     ±      qn'il  feut  donner  à  ^  une  valeur  dif» 

ferente  de  zéro,  mais  située  entre  les  limites  —  y  et  -f  y* 

Gela  posé,  ^pUquons  la  définition  de  M.  Poincaré*)  et  désignons 
par  le  signe  one  égalité  asymptotiqne  avec  la  condition  (11),  nous 
avons  démontré  ce  théorème  général: 

Supposons  9Hm—û)>0f  ima  aooHS  ee  déodoppmeiU  m  série  asymMi^ 


ji  =  n 


t*-o 


•ait 


déodoppemeiU  qm  est  vaUMe  dans  tous  les  points  très  éloignés  du  plan  des  Ì. 

Ce  résultat  remarquable  obtenu,  la  forme  assea  compliquée  de  notre 
intégrale  définie  est  superflue;  c*eet  pourquoi  nous  supposons  toigoura 
y  «  1  dans  notre  étude  des  cas  particuliers  de  notre  intégrale  d^nie. 


*)  Acta  Mathematica,  t.  Vin,  p.  2d7;  lôô6. 
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§  3. 

Premier  cm  parfieoUer:  Fouettons  eylindrlfim 

Posons  en  premieur  lieu  *  y  —  y ,  n'»2v,  nom  tremvOToni  cette 
fomrole  due  à  Hankel*) 


(18) 


OÙ  désigne  la  première  fonction  cjluidrique  Jiankdienne,  sayoir 

(18-)    E,'(s)  -  J*(x)  +  iy(«)  -  J^,-  («-'-«  J'W  -  /-'«). 


Cela  posé,  mettons  dans  (12)  |  "*  —  2^%,  nom  oUenone  cette  sârie 
aeymptotiqae  plus  particoUère 

(14)  ")  .^'(*)  ~  l/jS-ÄW  +  i«.»»), 

oft  nom  wmt  pos^  pour  abrégé 

P..,  ,,a(-.)-(--T')(--^V-(-^) 


êml 
•  -1 


La  formule  (14)  est  valable  pour  tous  les  points  très  éloignés  du 
plan  des  cependant  mettons  dans  cette  formule  —X'^e^'x  au  lieu  de  x, 
nous  aurons 

(14*)  e'('-^')  •  B,'(g)  ~  YJ^ .  {r,(A-iQ.V,), 

où  B^'ix)  dâeigne  Ja  seconde  fonction  cylindrique  hoHkélieime,  »Toir 

(15)       jï,'(a;)  *         -  *         =  •  (e'«'J'(a:)  -  J-^av), 

car  nom  «rom  toigoore 

iri»(e«'«)  -  e-<'+»)'".  jgi»(«). 

Cela  poeé,  il  cet  évident  que  les  deux  fonnules  (14)  et  (14**'*)  sont 
TulaliJee  tontoe  lee  deux  dam  on  demi-plan  quelconque.  Hultipliom 

*)  MaUMmatiMhe  Aimalen,  i  I,  p.  491;  1869. 
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maintenarit  dans  (14),  (H****)  par  les  fonctious  exponentielles  qni  y  figurent, 
nous  auruns,  en  vertu  de  (13*''*)  et  (15),  ces  deux  autres  séries  asymptotiques 

(16)      J'{s)  ~  co»  (^-''^ «)  -  «.(^) - ^  «)] , 

(l«-)  r'(«)~  |/^[p.WBm{;t-Hi±i,)+«.(a:)«.,(a-'-i±i,)] 

qui  ne  aont  TdableB  que  ponr  des  Taleni»  ponÜTes  de  x. 

Dum  le  mémoire  enedit  Hftnkel  »  développé  les  quatre  ténee 
as7mptuti4ues  que  nous  SToas  déduites  dans  ce  paragraphe,  cependant  son 
jugement  relatif  à  la  portée  des  formules  susdites  est  inexact 


§4. 

Benzitoie  cm  ptrticnller:  Fonettons  de  K.  Pryni. 

Posons  maintenant  dans  la  formule  générale  (12)  tf  =  ~w,  n  désij^naut 
un  positif  entier,  il  est  évident  (jue  la  formule  ainsi  obtenue  peut  i-lre 
déduite  de  celle  que  nous  obt<;nona  en  posant  w  =  1  hi  nous  différentious 
(n  — 1)  fois  par  rapport  à  y.  De  plus,  nous  verrons  bientôt  que  cette  dif- 
ferentiation ne  peut  introduire  aucune  fonction  nouvelle.  Posons  pour 
àbr%er 

(17)  ••(«)-^r(„SiV 
nous  aurons  id  cette  formule  particulière 

L'hypothèse  a  =^  m  —  n,  n  étant  un  positif  entier,  nous  conduira  à  la 
même  fonction  ("(x).  Nous  verrons  du  reste  qu'il  suffit  de  considérer  ici 
le  cas  jtai  tii  uiier  «  =  I,  parce  que  les  autres  fonctions  se  défînisent  de 
celle-ci  en  diüereiitiant  (n  —  1)  fois  par  rapport  à  X.  I^ous  aurons  ici 
cette  formule  analogue  à  (lö) 

(19)  J  r'%i-^ty-^dt^x-''r{(o){é'-^ix)). 

Dans  le  cas  particulier  ©  =  0,  les  deux  formules  (18),  (19)  deviendront 
identiques;  cepertdnnt  il  faut  dét^^iiniticr  la  vraie  valeur  du  second  membre 
qui  se  présentent  sous  tonne  indéterminée.  Pour  apjiliquer  la  méthode 
ordinaire  il  faut  introduire  la  fonction  ^{x)  de  Gauss,  savoir 
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-  D.  log  r w  -  -  c  +2'  {^^  -  , 

OÙ  C  désigne  la  conitante  d'£aler;  posons  eoeore  poor  abréger 

+  i  +  i  +  +1, 

uoos  aurons  é?ideiament 

CO  qui  domiera  finalement  ia  formale  cherchée 


(80) 


f^dt  e».(C-|-log«)42''ir«*- 


Litrodnisons  maintenant  aTecLege]idre*),Qasparie**)etM.Pr7m***) 
ces  denz  fonctions  transcendantes 

(21)  P»-/e-*.«— »dl, 

où  X  désigne  one  quautité  ti  nie  quelconque,  nous  aurons  évidenunent 

(22)  P.(«)  4-  r(a,). 

Or,  des  intégrations  par  parties  donneva  sans  peine  ponr  P«(ei)  cette 
antre  expression 

(23)  P,(oi)  -       T{m)  ' s-(af), 

de  sorte  qne  PJip)  s'exprime  très  simplement  à  l'aide  de  la  fonction  de 
Lommelf),  savoir  la  fonction 

nous  aimms  en  effet,  aprèe  on  simple  calcul 

(23««)  p»-IWî-l^  (n-î-"-ï(xi)-.-nT'"*ï(«o)-}/'^*- 


00. , 


*)  Trait«^  (leg  fonctions  elliptiqneg  et  de»  intégrales  ealérieimeB  tw  II,  ohap.  17. 
Giornale  di  Mathematiche,  t.  VI,  p.  iti — 29;  1867. 
Journal  de  Creile,  t.  LXXXH,  p.  166—172. 
t)  Mathematiiehe  Aaaslen  tlX,  p.  AS6;  1876.  —  Voir  siuni  1«  diap.  VI  de  mon 
Tkaité  médit 
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CSda  po8^,  éliminons,  à  l'aide  de  (22)  et  (23),  U  fonction  ^(x),  nous 
anroBii  en  Tertn  de  (18)  et  (19),  ces  denz  antres  fotmnles 

(^^)     /'  tS ' - ^ •''c«) •  fea «(«»)>o, 

où  nous  avons  posé  dans  ('24)  1  —  a  au  lieu  de  co;  cette  formule  semble 
être  nouvelle,  t-andib  que  (24^'')  n'est  au  fond  autre  chose  que  la  définition 
(21^'*)  elle-même.  Posons  en  effet  dans  (24'^^*)  tx  £  —  x,  nous  retrouverons 
précisément  la  formule  (21''''). 

On  voit  que  l'intégrale  figurant  au  premier  membre  de  (24*"'')  est 
précisément  celle  que  Schlomilch  a  étudiée  dans  son  premier  mémoire 
SOT  let  9éneÊ  de  ftctorieUes*).  Appliquons  la  méthode  générale**),  nous 
tronTeront  cette  fòrmule 

(86)  +  «(«»0, 

Insultât  qui  appartient  à  Schldmilch;  nona  avons  pos^  poor  abi^ger 

(25««)  ^(a)        C:- (»^l)(©-2)  -  {m -«+«), 

où  les  nomlnes  CU  sont  les  nombres  de  Stirling,  savoir  les  nombres 
podtifb  entiers  définis  par  cette  identité 

»=»1-1 

»(»+l)(»+2)  •  •  •  («H-n-l)  -^C;  »"-*. 

La  fonction  ^«(0)  est  une  fonction  transcendante  entière  de  a, 
cependant  elle  semble  être  très  inaccessible.  En  effet,  on  ne  connaît 
aiyourd'hui  aucune  représentation  nette  de  notre  fonction  difficile  considérée 
comme  fonction  de  C3.***).  Remarquons  ici  qu'il  est  impossible  d'ordonner 
le  second  membre  de  (2ö)  selon  les  factorieUes 

(m— 1)  (œ— 2)  ■  •  •  (»—«); 

on  retombe  en  effst  dans  la  serie  asymptotique  obtenue  de  (12),  savoir 

(86)         *-.<r-.  «.(-)  ~  i 

  «al 

*)  Zsitichrift  Ar  MaÜianiatik  und  Physik,  t.  n,  p.  896;  1858. 
Yoir  mon  llémoiie  dsAs  let  Amékt  ie  rÉeoL  Nmrmak,  (S)  iXDL,  190t. 
Toir  par  nemple  nne  Note  de  H.  IféDin  dans  lei  Äela  MbAmmIms,  i  0. 
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et  Toilà  un  cas  partirulier  d'un  tlu'rnf  tno  général  coucernant  la  représen- 
tation asyraptotiqne  d'une  série  fsu  1  nelles,  théorème  que  j'espère  de 
publier  |jrotdiaiiitM)it*üt  dans  une  autre  uecasion. 

Quaut  à  la  s*  rie  de  puissances  obtenue  pour  ÇJo),  elU  j  -  ut  être 
obtenue  en  ordunuant  le  second  membre  de  (25)  selon  des  puissances 
ascendantes  de  w,  cependant  les  c<»efücient8  de  cette  série  se  présentent 
sons  forme  impossible  parce  que  l'on  ne  counait  paä  ia  forme  gent^rale 
des  nombres  de  Stirling. 

§ 

Troisième  cas  partieiilier;  Intégrales  de  Kramp  et  de  Fresiiel, 

Défixiiseoni  oomme  int^ale  de  Eramp  cette  fonetiom  fcnmseendaiite 
entièie: 

J  za  QD 

(27). 

nous  aurons,  à  Taide  d'une  formide  intégrale  bien  connue, 

«  x> 

K{x)  = J r^dt^Y^  -J e-^dt, 
ce  qni  donnera,  en  Yertu  de  (21^^), 

sir(«)-p.(')-»4-C.(|), 

formules  qui  nous  conduiront  immédiatement,  en  yertu  de  (23)  et  ißQ),  à 
ces  deux  développementB  nouTeaox  pour  K{x) 


(28)  JTW-e-'  ^'iTa  V 


«  =  a  —  1 


(29)  g'(yi-2K(x))—^+2l 


(  1/- 1  -  a-ô  ••(2*  — 1) 


La  série  qni  figure  au  sec<md  membre  de  (28)  semble  être  inconnue;  la 
série  asymptotique  (29)  est  valable  dans  tous  les  points  très  éloignes  du 
plan  des  xi  elle  est  due  à  M.  Weber*). 

Ces  formules  tronrése  pour  l'int^^e  de  Eramp,  il  est  facile  de 
déduire  des  expressions  analogues  pour  les  deux  intégrales  de  Fresnel, 
savoir  ces  deux  fonctions  transcendantes  entières: 


*)  Partielle  I>ifierentialgleiclumgeii  der  mathematischen  Physik,  1. 1,  p.  60}  ISOO. 

Anaaln.  UX  7 


Digitized  by  Google 


98 

(30) 


Nnu  Nminr. 


COB  it^)dt, 


(SOW)  jr, 
En  effet,  poeons 

les  aâiee  de  puieBuiee  que  noue  Tenons  d'indiqner  donnent  «me  peine 
Cela  posé,  la  fomnle  (2^)  donnera  oee  deux  antres 

ran  F'^''^  ^  ''''  ^"^'^^^^^  l-^'^J^W. 

^    ^  \f^{x)  =  sin  -  cob (x^Ä{x), 

où  nona  ayons  posé  pour  abréger 


At^\      "S?  (-1/  2"  x*'-^^ 
■^W     ^  1 . 8  •  6  .  7  ■  •  .(4«-|- 1)' 


^  1.8  0   7  (4«4-3)» 


e'est'ä^ire  que  none  Tenons  de  donner  une  nouTelle  dânonstration  des 
séries  de  Enoohenhauer*). 

Pkenons  maintenant  comme  point  de  d^mrt  la  formule  (29),  puis 
multiplions  par  la  fonotion  eiponentìeile  les  deux  membree  de  oette 
formule,  la  série  ainsi  obtenue  n'est  asj^mpiutique  que  pour  des  valeurs 
réâles  de  se.  De  eette  manière  nous  obtenons  ces  deux  séries  asymptotiques 
nouTolles 


(32) 


F,ix)  r^y~  +  COS  ia^  Mx)  -  sin  (x«)J^.(*), 
F,(x)  <^  ]/^  +  COS  (0^  B,(x)  +  sin  («>)^(»), 
où  nous  aTons  posé  pour  abr^er 


*)  Foggondoiff  Aunalea,  t.  XU,  p.  104  i  1887. 
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(SI-) 


(-  1/  l.».g  ...  (At  — l) 


êml 


B. 


(^ly.  1.8   6  (4«+l) 


l.ps  tnninilrs  ne  sont  valables  que  pour  des  valeur»  réelles  r 

iiussi;  elles  sijut  dues  à  CHuehy*).  On  voit  que  les  fonnales  susdites 
doimeroat  ces  deux  intégrales  bien  connues 


^0«  (t^dt  - J^KU  (t^)ät  «  ]/f , 


où  les  ohrauos  d'intégration  eoîneiclent  avec  Taxe  des  nombres  poBÌti&. 

§6. 

<)iuitrièiiie  cas  partteiiller:  Les  fonetlont  li  er',  Ci(x)  et  8t(x). 

Comme  dernière  application  de  notre  intégrale  définie  ge'nérale  nous 
avons  à  étudier  le  logarithme-intégral  savoir  cette  fonction  transcendante 


(88) 


où  C  desiguo  la  eonstanto  d'Euler  et  où  il  faut  définir  d'une  manière 
Convennliîe  la  valeur  de  log  z. 

Or,  je  dis  que  nous  aurons  pour  le  logaritbme-mtégral  ces  autres 
représentations  : 

(S4)       li  e-'-  C-ìoi^x  dt  -  lim 

(34«-)  iie-'^-JÇdt  ^.(0). 

» 

En  effet,  on  voit  que  (34)  se  démontre  aisément  en  mto>dnisant  au 
lien  de  la  fonction  exponentielle  la  s^e  de  paûuaiioee  ordinaire  et  en 
initiant  pois  terme  &  tenne^  de  plus  nons  obtenons  immédiatement  de  (21) 


(35) 


Iti  +  * 


«•0 


•)  CompttiH  râadu8,  t.  XV,  p.  664 — ôûû;  1842. 
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Quant  à  la  formule  (34*^),  prenoxifl  comme  point  de  dépozt  cette  définition 
de  la  constante  d'£aler 

ce  qui  donnera 

-  C  -  (I>«P.(ö»)„,i  +  (i>.Ö«W.,,. 
Or,  nom  anrons,  en  Torta  de  (35), 

lim  (P.(«)  -  ^)  -  (i>„P.(«))..t  -  («-«-1)  log  X, 
tandis  qu'une  intégration  par  parties  donnera,  en  verta  de  (21'*'*}, 

de  jEftçon  que  noua  obtenons  finalement  cette  formule 

C  +  log  a;  -  -  J—f^  ^  ^  -  fÇ  ^ 

et  Toûà  la  démons^tion  rigoureuse  de  (34^^*). 

Remarquons  en  passant  que  la  définition  intégrale  (34^'*)  poor  lier* 
n'est  pas  guère  couTenable  parce  qu'elle  présente,  comme  Tu  fait  Toir 
récemment  M.  Gutknecht*)  dans  sa  thèse  de  doctorat,  des  difficultés 
considérables;  c'est  pourquoi  noua  préférons  la  définition  (33)  purement 
analytique  de  notre  fouet  ion  en  question. 

Appliquons  maintenant  la  formule  (^),  nous  aurons  immédiatement 
en  vertu  de  (23),  cette  autre  représentation 


f  s» 

(36)  li«-«-Cf  +  log«-e-*  V^*i.af, 


•ml 


qui  semble  être  nouvelle,  taudis  que  (34'''*)  donnera,  en  vertu  de  (20), 
cette  série  asjmptotique 


«S4 


(86)  «■•lie—^'-'ir, 

qui  est  valable  dans  tous  les  points  tW's  floi^nés  du  pian  des  x. 

La  formule  (.^6)  appîirtient  à  Mascheroni**),  tandis  que  Stieltjes***) 
l'a  étudiée  beaucoup  plus  profondément. 

*)  Ititegrallogaritlimtts,  Berne  IMS. 

**)  Oit  de  Bcetaohnelder,  Joumil  de  CMle,  i  XTII,  p.  SM}  1B8T. 
Yoûr  H.  Borei:  Leçons  sor  les  séries  diveigentes.  Farii  1901. 


Digitized  by  Google 


Sur  ime  întégiale  défiaîe.  101 

Gela  posé,  définissons  comme  suit  le  cosinus-intégral  et  le  sinus-intégral 


(37) 


puis  mettons 


Ci(«)-C  +  log«+^^ 


«-1 


(2f +1)1(2»+!)' 


iog(±»)-±Y, 


nous  aurons  éridemment 


(88) 


Ii  «"-lie 


ce  qui  domi«»,  en  T«rfeu  4e  (36),  ces  deux  aatres  fomnles 

1C,(a;)  =  6'  4-  log  a;  —  B(x)  max  —  Ä(x)  cos  x, 
St{x)  —  J?(â()  Goe  a;    Ä{x)  sin  dr, 

où  nous  aTons  posé  pour  abréger 


(39"-) 


•si 


t«0 


(«»+1)1 


les  deox  fommles  (38)  appartiennent  à  Lommel*). 

Multiplions  encore  dans  (30)  par  la  fonction  exponentielle,  la  série 
asjmptotiqne  ainsi  obtenue  n'est  valable  que  pour  des  Taleuis  purement 
imaginaires  de  x,  puis  appliquons  les  formules  (38),  nous  aurons 


(40) 


Cf(x)  '>^Ä^(x)amx  —  ■B«(â;)  ces  x, 


séries  asymptotiques  qui  ne  sout  appliqiiables  que  pour  des  valeurs  rédlcs 
de  x\  elles  semblent  être  nouyelles  du  reste. 


*)  Mathematische  Ânnalen,  t.  XVI,  p.  204;  läBO. 
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Njbu  Kncmi.  Sor  one  iatégmle  définie. 


Dans  ^40)  nous  avous  posé  pour  abréger 


M 


(—  1)*  (2«)! 


4f 

««0 


Eemarqnons  que  la  dernière  formule  (40)  doimank  oeite  formule  migrale 
très  eomme 


oà  le  chemin  d'intégration  eoindde  avee  l'axe  des  nombres  positifs. 
Copenhague,  le  15  octobre  1909. 


Kote.  Le  théorème  ooncemant  la  représentation  asjmptotiquo  d'âne 
série  de  &ctorielles,  mentionné  à  roccasion  de  la  formule  (26),  se  trouve 
dans  nn  Mémoire  qui  paraîtra  proehsinement  dans  les  Änmäei  d$  VEcdê 
IhrmaU, 

La  formule  (35)  a  été  connue  par  M.  L.  Schendel;  dans  one  Kote 
qui  paraîtra  dans  les  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik  j'ai  donné 
une  démonstration  directe  et  très  simple  de  la  formule  en  question. 

Copenhague,  le  ô  juin  1904.  K. 
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Vote  sur  les  séries  de  ionctiouä  bernoulliennes. 


Par 


Nuls  NiBLeEif  à  Copenhague. 


admet  tonjours  comme  intégrale  particulière  une  transcpudante  entière 
•assi.  Plus  tard  M.  A.  Hurwitz**i  a  donné  de  très  belles  recherches 
sur  l'équation  (1).  Cependant  la  méthode  de  l'éminent  géomètare  montre 
clairement  qu'une  telle  intégration  finie  de  la  téne  entière  G(t)  ne  peut 
pas  être  effectuée  généralement  terme  à  terme  sane  ajouter  à  chacone  des 
intégrale!  ainsi  obtenues  une  fonction  périodique  convenable. 

Dans  la  Note  qui  suit  je  me  suis  proposé  de  démontrer  le  résultat 
remarquable,  ce  me  semble,  qu'une  telle  intégration  finie  n'est  ap'pliquable 
terme  à  terme,  dans  le  sens  ordinaire  de  ce  mot,  que  dans  le  cas  ]iar- 
tieulier,  où  la  fonction  donneo  (rfr)  est  du  ffenre  téro  ou  bien  un  cas 
très  particulier  des  fon rt ions  du  (jinrr  nn. 

Or,  définissons  par  cette  équation  aux  différences  finies 


le  polynôme  du  rang  »  -f  1  de  Jacques  Bernoulli,  il  est  évident  que 
la  démonstration,  très  élémentaire  du  reste,  du  théorème  susdit  n*est  an 
fond  autre  chose  qu'une  théorie  des  séries  de  fonctions  <p^{x). 

On  Toit  que  notre  définition  de  fp^{x)  diffôre  nu  peu  de  odle  pro- 

*;  Annales  de  rÉcole  Noxmale,  a*  série,  i  IV,  p.  Ml— S80;  1887. 
**)  Aola  llaihMiiatica,  t.  XZ,  p.  288— 818i  1897. 


9«+i(«)-9>«+i(«-l)-i,l 
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posée  par  M.  M.  Hurwitz*j  et  Mellîn**);  or,  notre  définition  donnera 
immédiatement  pour  ^^(x)  cette  propriété  fondamentale  très  remarquable 

W  çfi^W  -  9.-1 

Formons  maintenant,  à  Taide  do  cette  formule^  la  sârte  de  Taylor  poor 
<p^+i{x—l),  puis  appliquons  (2),  nooB  anrons  immédiatement  cette 
identité 

(^)     ä  "  îî  •  »^-(*)     ?!  •  ^«-l  W  +  ïî  •  9«-l(«)  +  •  9o(«), 

fondamentale  dans  les  recherches  qui  nous  occupent  ici. 

Désignons  ensuite  par2^j^_,  le  uombr*»  fie  Bernoulli  du  rang  n,  notre 
défimtiou  susdite  de  <p^{x)  nous  conduira  aisément  à  ces  expressions 

9^nW      «!+a'(n  — 1)1  (n— 2«)!» 


(«) 


dont  la  |)rrni!Òre  est  duimce  par  une  fit  iiiution  particulière  pour  l'aire 
appliquable  la  î'ornuile  (4)  pour  n      1  au>si 

Cela  posé,  noua  avons  avant  de  totit  a  donner  des  expressions  asjmp- 
totiqueë  pour  les  valeurs  des  fonetions  (p^(x)  quand  n  est  supposé  très 
grand.  Â  cet  %ard  prenons  comme  point  de  départ  cette  formule  nu- 
mérique 

^«  -     (S  «1)1    •  ■^•-1» 


où  n  désigne  un  positif  entier,  et  où  nous  avons  posé  pour  abréger 

1,1,1,1, 

nmu  sutons  évidemment  pour  J5^«.i  eette  yalegr  asymptotiqne 

£u  effet,  nous  trouvons  pour  d,  cette  valeur  exacte 


•)  loc.  cit.  p.  2ft6. 

**)  Aota  Soeietatis  seiAntianmi  Feimicae,  t  XXIT,  No.  10,  p.  i;  1898.  Quant  & 
la  définition  de  9,f(r),  voir  la  Thèse  de  M.  H.  Renfer:  Die  Oefiaifioiien  der  Bar- 
iioilUîBclien  FonktioBen  mw.  Berne  1900. 
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ce  qui  donnera  immédiatement 

Introduiaoïif  maintenant  dans  la  formule  générale  (6)  TeipreeBion  (7), 
noua  trouTone  Bans  peine  pour  qij^x)  oes  TaleniB  asytnptotiques 


(8) 


,«•-1 


2 


où  pour  des  valeurs  très  grandee  de  rindice  f»|  eatiefait  à  cette  iné- 
galité 

où  tf  désigne  une  quantité  poeitiTO  donnée  auparavant  et  étant  auMi 
petite  qu'on  le  Tont^  tandis  que  p  est  un  positif  entier  fini,  mais  d'une 
grandeur  quelconque  du  reste. 


§  2. 

Théorie  des  séries  de  fonctious 

Les  vàlenrs  limites  que  nous  Tenons  de  développer  nous  montrent 
immédiatement  que  cette  série  de  fonctions  de  Bernoulli 

M  =  os 

(10)  f(.')-^<t.-9,i') 

est  convergente  pour  une  valeur  quelconque  mais  finie  de  x,  pourvu  que 
ces  deux  séries  numériques 


le  soient;  f  est  égal  à  un  où  à  zéro. 

Cek  posé,  démontrons  tout  d'abord  que  cette  identité 

(12)  2 
enfarune  ces  autres: 

(12bi8)  <*n^Kf  ••-0,1,2,-  -; 

nous  aurons  en  ^et  ces  deux  identités 
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de  siorfe  qti'une  soustraction  nous  condnira,  en  vortii  de  (2),  immédiate, 
ment  à  (12  bis);  c'est-à-dire  que  nous  avons  démontré  cette  proposition: 

Si  iinr  fmdim  est  dévchppahlc  m  série  de  la  forme  (10),  ce  dévelop- 
pement 71  est  possîhh-  que  (Tune  mde  farm. 

Introduisons  maintenant  dans  (10),  au  lieu  des  fonctions  de  Ber- 
noulli, les  expressions  tirées  de  pnisi  écn'vnnp  le  résultat  ainsi  nhtenu 
sous  forme  d'nne  série  a  double  entrée,  dtmt  lea  série.s  horizontales  sont 
formées  par  les  expre«îsîons  des  (pjx),  tandis  que  les  séries  verticales  enn- 
tiennent  tons  le  termes  contenant  la  même  puissance  de  Xf  nous  trouvons 
comme  coefficient  de  af*  cette  expression 

(13)  ^  -  il-,     +  ^      -  f  .  B,..) . 

Or,  supposons  convergente  la  série  (11),  il  sera  la  même  chose  avec 
la  série  infinie  figurant  au  second  membre  de  fl3);  de  plus,  remarquons 

que  les  séries  horizontales  de  notre  série  à  double  entrée  sont  toutes  ab- 
solument convej^entes,  nous  aurons  évidemment  pour  f(^x)  cette  série  de 
puissances 

(14)  f{x)-^A,:C, 

OÙ  les  coefficients        se  déterminent  à  l'aide  de  (1?>). 

Cela  posé,  remarquons  que  la  série  numérique  (11)  nous  conduira  à 
cette  valeur  majorante 

(16)  iAK'^f-^. 

où       désigne  one  quantité  positiTe  et  finie  infime  pour  n  infiniment 
grand,  oe  qui  montrera^  en  rertn  dn  célèbre  théorème  de  M.  Hadamard*) 
que  la  fonction  entière  f(x)  doit  être  dn  genre  zéro  on  un. 
Oonaidérona  maantenamt  eette  fonction  entière 

(16) 

dont  les  coeffîci^ts  ^  satisfont  à  la  condition  (lö),  puis  développons  à 

l'aide  de  (5),  toutea  tea  pnìsaanoes,  noni  anrona  de  mteie  oette  série  de 
fonetion  ^«(d;} 

H  —  OC 

(")  -F(^^)-^C..v.(«), 

*)  Jomnal  de  lUthématiciius,  4*  série,    IX,  p.  10»;  1898. 
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où  nom  avons  posé  pour  abréger 

Or,  les  tnxtàm  '*  * 


éteat  finiei^  aone  anroiii^  «n  Tertn  de  (18), 

où  f  déngiia  uui  quantité  pontive  ei  finie  pour  tontes  les  Tsleiin  de 
n;  e'esft-à-dîre  que  1a  série  (17)  est  oonTergente  pour  une  valear  finie 
qneleonqne  de     et  {a  eondiHon  (15)  cs^  nécessaire  d  suffisaïUe  à  la  fois. 
Cela  posé,  considérans  encore  une  fois  h  série  de  pnissances  (16),  la  série 

est  constamnieiit  eonvergente,  et  e'est  la  même  chose  avec  cette  antre  série 


4>(»+l)«^c,.ç»,^.j(»> 


Or,  soustrayons  ces  deox  fonnnle^  nons  aurons 
oUf  ce  qui  Tant  antant 

«  =  50 

(19)  A-'F{X)  -  2!  'n9n^li^-^)  +  «^W, 

OÙ  «/^(o;)  désigne  nne  fonction  périodique  mais  arbitraire  de  x\  c'est-à-dire 
que  nons  SfTons  démontré  ce  tiiéorème  geoeral: 

Les  seules  sMes  de  pimissanees  qvi  sont  déodofpfMes  m  série  de  fone- 
Horn  (f^ix),  OH,  ce  vaut  attUmt,  dotd  Vini^gnde  finie  peut  Hre  prise  terme 
à  terme  dam  ie  sens  eirdimàre  de  ee  mût,  soni  Us  foneUons  enUères  d»  genre 
Mèro  et  les  fonctions  parOeedières  du  genre  tm  qm  satisfont  à  la  eondiHon 
(Iby.  Imersemenii  toutes  ces  fondions  possèdent  les  propriäfy  susdit. 

Considérons  encore  une  fois  la  foimule  (17),  nous  aurons  aussi 

d*où,  en  soustrayant 

(SO)  AF(*-l)-]§%-'ar, 

et  voilà  un  simple  principe  pour  la  formation  de  la  différence  d'une  telle 
fonction. 
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§3. 

Applications  aux  fonctions  cylindriques.   Formule  de  Bessel. 

Comme  premier  exemple  de  la  Ûiéorie  du  paragraphe  piécédeoi  po- 
souB  dans  (16) 

HOUE  anron^  en  Terta  de  (IS),  ce  développemeiit 

(21)  (!-«-)•  2  «— •»-.(«), 

de  sorte  que  (20)  lunu  conduiia  à  la  fonnale  pour  l'addition  des  aiga> 
ments  de  la  fonction  exponentielle. 

Considérons  comme  second  exemple  cette  fonction  ^lindtiqne  de  la 
première  espèce 


elle  est  du  genre  zéro,  considérée  comme  fonction  de  .r;  c'est-à-dire  qu'elle 
est  dcToloppable  en  série  de  fonctions  9^(x)  pour  une  valeur  finie  quel- 
conque de  ('.. 

La  formule  (18)  donnera  ici 

oh,  oe  qui  Tant  autant^ 

<'.-(Tr'(-^ä^-^-'(.)). 

de  sorte  que  nous  obtenons  ce  déTeloppement  en  série  de  polynômes  9>«(x): 

(22)  {--^y^'J^^aV^^^^K  ri^ 

Qiumt  à  la  formnle  (20),  éUe  donnera  ici 

on,  ce  qni  vaut  autant, 
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Note  «Ol  let  eériet  de  fonctioiu  bemonlliennei.  109 
Posons  maintenant 

a  =  y,   «■  -  a'x  =  (y  +  a)\ 
sons  Murons  cette  formule  pour  Taddition  des  sigomeiits 

(88)     Jr.(,+.)_(l  +  |)^  ]§^f£:.{l  + 

dont  le  CBS  particuliw,  où  v  est  un  nombre  entLefi  est  dû  à  Bessel"^ 
qui  a  caknléi  à  laide  de  cette  fonnnle,  sa  table  numérique  des  fonctions 
cylindriques. 

Mettons  particuli^ment  dans  (23)  puis  appliquons  ces  deux 

fonnolee  bien  connues 

il  est  évident  q\ie  les  cas  particnliers  correspnuilaQts  de  (23)  représentent 
les  formules  d'addition  de  sin  (y  +  et  de  cos  [tf  +  g),  mais  sous  forme 
méconnaissable^  il  est  vraL 

Copenhague,  le  14.  décembre  1908. 

*)  Abh [indi untren  der  Berliner  Akadfinif .  1821,  p.  36.    Voir  atifsi  mon  Tiait^ 
Mandbuçli  der  Tìteork  der  Cj/Underfunktionenf  p.  260;  Leipsic,  Teubner,  ld04. 
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Über  die  Begründung  der  hyperbolischen  Geometrie. 

Yon 

H.  Li£BMAKN  in  Leipzig. 


Seitdem  die  hyperbolieche  fniehtenUidieche)  Geometrie  neben  der 
enkUdiBchen  sur  Geltung  gelangt  ist,  sind  die  Tenchieâensfcen  Methoden 
sur  Omudlegung  sowohl  wie  mm  Aufbau  dieses  Gebiets  angewendet 
woideiL  Man  haim  in  dieser  Beaehung  etwa  drei  Bichtun«^  unter* 
scheideoy  die  wir  als  Aufbau  mU  Süfe  tmer  hdeamltm  Qtométiiie^  ^mibcm 
in  die  euklidische  Geometrie  und  endlieh  ab  freien  Aufbaut  beseidmen 
können. 

1.  Bolyai*) und Lobatschefskij**)  selber  zielten  in  ihren klassisehen 
Arbeiten  dahin,  ein  Gebilde  dee  dreidimensionalen  hyperbolischen  Baumes 
ausfindig  zu  machen  (die  Eugdl  mit  unendlich  großem  Badius),  auf  don 
die  euklidische  Geometrie  gü^  und  diesen  Umstand  dann  flBr  die  Geometrie 
der  hyperbolischen  Ebene  ausaunfltsen. 

Die  Benützoug  des  Raumes  haben  andere  Autoren  B.  Gauß***), 
Flye  Si  Marief),  Killingff)  und  Simonfff)  vermieden,  indem  sie 
die  Forderung  an  die  Spitze  stellten:  „Alle  Figuren  der  Ebene  sollen  frei 
beweglich  sein,  und  im  Unendlichkleinen  soll  die  Euklidische  Geometrie 
gelten.'^  Man  erhält  auf  diese  Weise  einerseits  die  spharisch-elliptischei 
andmseits  die  peendosphärisch-hyperbolische  Geometrie. 

*)  J.  Bolyai,  Appendix  sdentiam  spatii  ebaohite  Yetam  exhibeiu.  ESd«  nera. 

(Bttdap.  1902.  :   Vgl.  §  11,  17  und  namentlich  21  «Superficie»  JP*». 

**)  .1.  Lobatachefôkij,  zwei  geometrificbo  Abhandlungen.  Dcntach  mit  An- 
luerkiingen  von  F.  Engel  (Leipzig  lü^vi).  Tgl,  S.  12  (Über  die  Anfangsgründe  der 
Geometrie  §  9)  „die  Gränzkugel". 

***)  C.  F.  GmB,  G«i.  Wecke  Till,  (Leipzig  luoo)  &  255—867. 
t)  Flye  8i  Mene,  Eludei  miljtìqueg  tor  la  théorie  dei  parellèlet.  (Perii 
mi.)  Chap.  L 

ft)  W  Killing,  Die  nichteoklidiachen  Banmformen  in  aaalytiMher  Behandlong 
(Leipzig  1B86),  B.  &£ 

M*  fiUmon.  Die  Trigonometrie  In  der  absolaten  Geometrie.  Grelles  Journal  108 
(189S),  S.  187—198. 
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Endlich  gelangt  man  Ton  der  spliarisclien  Trigonometrie  zu  der  hyper- 
bolischen, indeiii  man  dem  Radios  der  Kogel  der  imaginären  Einheit  gleich 
setzt*).  Dieser  Übergang  erweist  sich  namentlich  auch  als  ein  wichtiges 
ond  fruchtbares  Hilfsmittel  für  die  nichteuklidische  Mechanik**). 

2,  Den  Ehiiau  der  hyperbolischen  Geometrie  in  die  euklidische  hat 
xaent  Beltrarai"^)  gegeben,  iudem  er  zeigte,  daß  die  hyperbolische 
Geometrie  auf  den  Flächen  koustautea  n^atifen  ErümmungsmaBes  gilt. 

Hat  in  dieser  Weise  Beltrami  ein  kongruentes  Abbild  der  hypei^ 
bolischen  Ebene  dorch  Flächen  gegeben,  die  im  euklidischen  Raom  liegen, 
so  bekommt  man  nadi  Kleinf)  ein  ^^geodätisches"  in  der  euklidischen 
Ebene  gelegenes,  indem  man  die  projektive  Maßbestimmung  einführt.  Jede 
geradlinige  Strecke,  die  von  zwei  beliebigen  Punkten  des  Fundamental- 
kegelschnittes begrenzt  ist,  ist  in  diesem  Fall  das  Bild  einer  nnbegrenzten 
hyperbolischen  Geraden. 

Ein  „winkeltreues"  Abbild  der  hyperbolischen  Ebene  gibt  z,  B.  die 
euklidische  lialbebene.  Bilder  der  hyperbolischen  Geraden  sind  dann  die 
auf  der  Begrenzongsgeraden  der  Halbebene  senkrecht  stehenden  (Halb-) 
Kreise,  tt) 

3.  Als  Geometer,  die  einen  freien  Aufbau  der  hyperbulischen  Geo- 
metrie sich  zum  Ziele  machten  von  den  allgemeinen  Untersuchungen 
über  Grundlagen  der  Geometrie  soll  übrigens  bei  dieser  Übersicht  ab- 
gesehen werden  —  seien  hier  genannt  Gerardffi"),  der  von  einer  für 
das  Verhältnis  zweier  gegenüberliegemiea  Seiten  im  Viereck  mit  drei 
rechten  Winkeln  angenommenen  Ungleichheit  ausgeht,  Schur*f),  der 
ohne  Anwendun^^  \  on  Stetigkeit  odei-  dem  Archimedischen  Axiom  doch 
den  iîaum  als  llülsiuittel  uraucht,  und  liilbert**^). 

*)  N.  3.  tobatachefsUti,  emometrie  imaginai».   Grelles  Jonnial  XTII  (1U7), 

S.  299—320.  **)  W.  EUling.  Die  Mechanik  in  den  nichtenklidischen  Ramnformen. 
Grelles  Joornal  98  (1885),  S.  1—49  ***)  Beltrami,  Hagprio  di  interpretazione  della 
geometrìa  non  euclidea.  Giornale  di  liatt.  Vi  i^l868j,  8.  283—815.  f)  F.  Klein, 
Über  die  sogenannte  nichteuklidische  Geometrie.  Math.  Ann,  4  und  6  (Leipzig,  1871 
and  n).  F.  Klein  geht  voo  der  Cayleyaehan  lhflbe>tjinB»mg  am  ond  idgt  ihre 
TOH  Cayl^  nicht  erkannte  Bedeutung  für  die  nichteuklidische  Geometrìe.  Außerdem 
aber  wird  «îp  unaì)liiinj^'(4  von  dor  euklidiscliHn  Ceometrìe  bestimuit ,  so  daß  »He 
beiden  Arbeiten  auch  unter  8^  mit  aufzuzähli'u  nind.  ft)  Zum  crsteu  Mal  uud 
zugleich  in  allgemeinerer  Form  ;^im  Biid  auf  der  lii'l&che  zweiteu  Grades;  ündet  sich 
diase  DaiateUmig  in  Note  VI  (8.  45—47)  von  Kleina  Erlang««  Firogiraaiiii.  (7er- 
gleidiflnde  Beteaditangen.  Über  neoeie  gaemeteisolie  FozMhungea.  Edangm  187^. 
Wieder  abgedruckt  in  Band  XLIII  der  Math.  Annalen.  Leipzig  1898. 
ttt)  Gérard,  Sur  la  gëometrie  noneuclidietnie.  Thèse.  Parìa  1892. 
•f)  F.  Schur,  Über  die  Grundl^n  der  (»eometrie.  Math.  Annalen  56  (Leipzig 
1902),  S.  864— S92.  **t)  Hilbert,  Nene  fiegrOndang  der  Bolyai-Lobatsohefskijschen 
Geometrie.  Math.  Annalen  67  (Leiprig  190S),  S.  187— IfiO. 
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Hilbert  macht  mir  toh  den  einfiicheten  ToxavBBefczuugeu  Gebraneh, 
es  ist  bemerkenawert^  dafi  in  §  1 — 3  seiner  Abbandliing  kaoni  ein  8ats 
enthalten  ist,  den  niebt  Bolyai  und  Lobatsche&kij  selber  zum  Teil  auch 
ohne  BenfUsong  des  Baumes,  des  Stetigkeitsazioms  oder  der  enldidischen 
Geometrie  bewiesen  haben. 

In  der  Tat  gestattet  die  von  Hilbert  gegebeoie  eigentfimliche  Ein- 
fthnmg  der  Zahlen  in  die  bjperbolisehe  Geometrie,  ohne  weitere  Wh- 
mittel  die  hyperbolische  Trigonometrie  al»Dleiten  (s.  w.  unten,  §  3—4). 
Zuvor  aber  soll  geneigt  werden,  daB  eine  Reihe  von  Konstruktionen  sich 
schon  auf  Gnmd  des  Hüftsatses  §  1>  2  der  Hilbertschen  Arbeit  gsni 
elementar  ableiten  lassen  (§  1)  und  dafi  die  Bewegung  der  hyperbolischen 
Geometrie  sich  sehr  ein&oh  definieren  lassen  (§  2). 

§  1. 

Die  merkwürdigen  Punkte  im  Dreieck  der  liyperboiifichen  Cieometrie 

nebst  einigen  Konstruktionen. 

Wir  gehen  von  der  Tatsache  aus,  dafi  swei  Gerade  sich  entweder  in 
einem  (reellen)  Punkt  tieieaii,  oder  parallel  sind  (ein  f^Ëaàtf*)  gemem 
haben)  oder  ein  gemeinsames  Lot  besitsen.  Diese  drei  FUle  wollen  wir 
im  folgenden  so  beaeidmen:  Die  Geiadea  B<dmeiden  sich  reeU,  im  Unaiä' 
lüften  oder  ideai. 

Entsprechend  unterscheiden  wir  redle  Winkel,  Nullwinkel,  Überwinkd 
und  yerstehen  allgemein  unter  der  Halbierungslinie  eines  Winkels  die* 
jenige  Gerade  im  Winkelxanm,  welche  die  Eigenschalt  hat,  dafi  die  beiden 
Sehenkel  des  Winkeb  durch  Spiegelung  an  ihr  ineinander  übergehen. 

Halbierungslinie  eines  Überwiukels  ist  also  z.  B.  die  Gerade,  welche 
in  der  Mitte  des  gemeinsamen  Lotes  der  beiden  Schenkel  auf  diesem  Lot 
senkrecht  steht. 

Es  soU  nun  gezeigt  werden,  daß  genau  wie  in  der  euklidischen  Geo- 
metrie, so  auch  hier  die  Mittellote  der  drei  Seiten  (1),  die  Winkel- 
halbierenden der  drei  Innenwinkel  oder  eines  Innenwinkels  und  zweier 
entsprechender  Außenwinkel  (2)  und  die  drei  Höhen  (3)  sieh  in  je  einem 
Punkt  treffen.  Dieser  Punkt  kann  unter  Umständen  auch  unendlich  fem 
oder  ideal  sein,  eine  Annahme,  die  auch  von  den  Ecken  des  Dreiecks 
gemacht  werden  darf.  Air  diese  Sätze  lassen  sich  elementar  beweisen, 
und  es  sollen  die  Beweise  durchgeführt  werden,  soweit  sie  füi  die  An- 
wendungen erforderlich  sind. 

*)  Hilbert  a.  a.  0.  S.  140.  (Zweite  Definition  nach  Âxiom  lY.) 
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1.  Die  Mitielloie  der  Dreieokiseitea. 

Ant  Kongroensdltaseii  folgt  leiebt,  daB  wenn  die  MitteUote  iwder 
Dreieekaseiten  sich  in  einem  leellen  Ponkte  M  treffen,  aneli  das  MitteUot 
der  dritten  Seite  durch  dieien  Pnnkt 
M  hiadnxehgehi 

Irt  er  ideal,  sei  etwa  ITE'  daa 
gemcimame  Lot  der  HitteUote  DJ/ 
und  EB'  TOB  den  beiden  Dreieck- 
seiten  a^BC  und  h^CÄ  (FSg.  1), 
80  f  Slle  man  auf  das  gemeinsame 
Lot  die  Lote  ÄÄ',  BB'  und  CC, 
Die  drei  Lote  sind  nntereinander 
gleich.  Errichtet  man  jetst  auf 
das  Mittellot,  so  mafi  es  notwendig  die  Strecke  AB  (etwa  in  F)  schneiden, 
und  die  beiden  Vierecke  BFF' B'  und  ÄFF' Ä  sind  dann  einander 
kongruent,  woraus  folgt,  daß  F'F  das  MitteUot  der  Seite  AB  ist,  was 
beiri^en  werden  sollte.*) 

Sind  zwei  der  Mittellote  zueinander  parallel,  so  mufi  das  Mittellot 
der  drittem  Seite  jedenMls  mit  jedem  der  beiden  anderen  Mittellote  je 
ein  Ende  gemein  haben.  Wir  haben  nachzuweisen,  daß  diea  dasselbe 
Ende  ist,  d.  h.  daß  die  drei  genannten  Geraden  nicht  etwa  ein  „asymp- 
totisches Dreieck^  (d.  h.  ein  Dreieck  mit  drei  Nullwinkeln)  bUden. 

Man  schließt  auf  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Behauptung 
aus  den  folgenden  beiden  sehr  leicht  zu  erweisenden  Tatsachen:  Mindestens 
eine  Seite  im  Dreieck,  nämlich  die  dem  größten  Wirikrl  gegenüber- 
liegende, wird  yon  allen  drei  Mittelloten  getroffen;  teriior:  June  Gerade 
kaim  nur  zwei  Seiten  eines  asymptotischen  Dreiecks  (in  reellen  Funkten) 
treffen. 

Er  niüsseii  also  die  drei  Mittellote,  wenn  zwei  von  ihnen  ein  Ende 
gemein  iia'Den,  notwendig  alle  drei  ein  gememsames  Ende  besitzen.**) 

Anmerku)i<|.  Den  dritten  Spezialfall  des  Satzes  von  den  Mittelloten 
kann  man  benützen,  um  die  Richtigkeit  der  von  Bulyai***)  gegebenen 
Konstruktion  des  Lotes  zum  Parallelwinkel  zu  erweisen. 

Es  sei  a  der  Winkel,  zu  dem  das  Lot  gesucht  wird.  (Vorausgesetzt 

*)  Vgl.  die  deoMe  An^be  von  LobatKhefd^js  .^angeometrie^  (Oitwalds 

Xlauikcr  der  exakten  Wiaisnflchi^n  130.   Leipzig  1002)    S.  86. 

••)  Vgl.  Hillert  a,  a.  0.  §  1,  Satz  4.  An  der  von  Hilbert  zitierten  Stelle  hat 
Lobatschefskij  df  n  Satz  sehr  viel  umitändlicher  bewiesen.  (VgL  die  Engeliche  (jber- 
ietcung  S.  i8,i— m4). 

***)  Appendix  §  t5  und  Fig.  18.  Dort  wizd  die  Emtena  des  in  Fig.  \  dieser 
Abhsndlnng  odt  D  beieichneten  Ponkkss  %  ulu  loigttltig  hewiseen. 

lUtkOTMtiwh«  Aaaalao.  UZ.  8 
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ist,  daß  man  l)ereit.s  Paralleieii  ziehen  kanu.")  Dann  kann  mau  immer 
einen  Parullelwinkel  ß  so  konstruieren  —  dui  !  Ii  i  to  Wahl  des 
Lotes  —  daß  /J>«.    Nun  lej^^e  man  ß  nn  den  euien  öciienke)  AA'  des 

Winkeis.  u  au  (Vig.  2),  mache  AB  gleich  dem 
^      \  doiipeltea  Lot  das  zum  Paiallelwiukel  ß  gehört^ 

ziehe  die  Parallele  BB'  zw  AA',  trage  den 
Winkel  «an  BB'  au,  briugo  deu  andern  Schenkel 
zum  Schnitt  mit  dem  Schenkel  des  gegebenen 
Winkels  (im  Punkt  D),  mache  endlich  noch 
BC  ~  1) B ■  l)unn  ist,  wie  A\  ir  beweisen  wollen, 
AC  das  doppelte  Lot,  welches  zum  I'aiuiiclu mktl  a  gehört,  d.  h.  also, 
trägt  man  in  C  den  Winkel  u  im  AC  an,  .so  ist  CC  parallel  AA'. 

Es  ist  in  Fig.  2,  wenn  wir  die  Dreiecks winkel  mit  Aj  B,  C  be- 
zeichnen, femer  noch  die  Winkel  B'BC  und  BCC  die  zufolge  der  Eon- 
atroktion  einander  gleich  sind,  mit  y  beseiehiiea: 

ii  -    -  «, 

also 

B-A  —  C      j      Ji  +  Ä  —  C  B-\-C  —  A 


u 


*     f  o  » 


Jetzt  woUen  wir  anf  den  drei  Selten  dea  Dreieeka  una  die 
errichtet  denken,  nnd  die  Verbindungalimea  dea  (ree]le%  nnendlieh-femeE 
oder  idealen)  gemeinaamen  Punktes  àet  drei  Mittellote  nnd  der  Ecken  mit 

A^A,   B^B,  C^C 

bezeichnen.    Dann  ibi 

^A,'AB^^ABB^ 
^B^'BC^^BCC,'  (-yo) 

und  weiter 
Hierana  folgt 

«-«b»  ß~ßcf  y^nf 

d.  h.  die  Linien  A'A,  B'B  (und  C'C)  gehen  durch  den  gesuchten  go* 
meinaamen  Ponkt   Nun  ist  aber  nach  Konstruktion  AA*  parallel  zu 
also  haben  die  drei  Geraden  ein  gemeinsames  Ende,  was  bewieaen 
werden  sollte. 
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2,  Die  Winkelhalbiereiuleu  im  Dreieck. 

Die  Halbieningslinieii  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks  mit  drei  reellen 
Ecken  gehen  durch  eittoi  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  einbeschriebeiim 
Kreises.  Das  wird,  genau  wie  in  der  euklidischen  Geometrie  bewiesen. 
Der  Satz  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  die  Ecken  unendlich  fem  oder 
ideal  sind,  sobald  man  den  Begriff  „Winkelhalbierende^  in  der  zu  Anfang 
des  Paragraphen  gegebenen  Weise  erweitert.  Übrigens  wird  der  Schnitt- 
ponlct  immer  dnnn  reell,  wenn  unter  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  sich 
keine  ideale  beändet.  —  Ist  dies  dagegen  der  Fall  dann  und  nur  dann 
kann  es  rorkommen,  daß  zwei 
Winkelhalbierenden  einen  un- 
endlichfemen  oder  idealen  Punkt 
gemein  haben,  durch  den  dann 
auch  die  dritte  Winkelhalbierende 
hindurchgeht.  — 

Halbieren  wir  nun  einen 
Innenwinkel  und  die  beiden  der 
Gegenseite  anliegenden  Außen- 
winkel (Fig.  3)  und  nehmen  an, 
daß  zwei  der  Winkelhalbieren- 
den sich  in  einem  idealen  Punkt 
schneiden  —  es  sei  etwa  Ji'iT 
das  gemeinsame  Lot  — ,  dann  ist 
der  kürzeate  Abstand  dieses  Lotes  von  den  drei  Dreiecksaeiten  gleich  groß, 
und  wenn  man  von  A  das  Lot  AA'  auf  B'f^'  füllt,  so  werden  die  ])ei(leii 
Vierecke  AA'E'K  und  A  A' F' F  zueinamh  r  kongnient,  d.  h.  A  A'  ist 
Winkelhalbierende  im  gegebenen  Dreieck.  Aiinlich  erledigen  hieb  die 
andern  Fälle. 

Anwendung:  Wendet  man  den  Satz  für  die  Innenwinkel  eines 
Dreiecks  mit  zwei  endlichen  nnd  einem  Nullwinkel  an,  so  ergibt  sich 
eine  MeÜiode,  den  Nallwiokel  zu  halbieren.  Uan  Terbinde  zwei  Punkte 
A  und  B  der  beiden  Fttrallelen  und  halbiere  die  Innenwinkel  bei  A  und  B 
in  dem  entetehenden  Dreieck.  Die  Halbierongslinien  sehneiden  sich  in 
einem  reellen  Pnnkt,  durch  den  die  geenchte  Ifittellime  des  Nnllwinkela 
hindorchgeht.  Wenden  wir  dasMlbe  Vofiihxea  noch  einmal  an,  eo  be* 
kommen  wir  einen  zweite  reellen  Pnnkt  der  gesnchten  Geraden. 


Digitized  by  Google 


116 


H.  ìaaaauam. 


3.  Die  Höhen  im  Dreieck.*) 

TreflFen  sich  zwei  der  drei  Höhen  im  Dreieck  in  einem  reellen  Punkt, 
so  geht  auch  die  dritte  durch  diesen  Punkt  hindurch.  —  Es  seien  nämlich 
(Jb'ig.  4)  ÄJ)  oud  ££  die  Höhen,  die  sich  in  7/  trr  ftVn  mögen.   DaB  Dreieck 

nun,  für  welches  H  der  Mittelpunkt  des  ein- 
beschriebenen Kreises  ist,  und  von  dem  D 
und  E  zwei  Ecken  sind,  hat  zum  Mittelpunkt 
des  der  Seite  DF  anbeschriebenen  Kreises 
den  Punkt  B,  in  dem  sich  die  Gerade  EH 
und  das  Lot  CD  auf  HD  schneiden.  Genau 
so  sieht  man,  daß  Ä  der  Mittelpunkt  eines 
zweiten  an  beschriebenen  Kreises  ist.  Man  er- 
kennt 80,  daß  der  Punkt  F  reell  ist,  auf  AB 
liegt,  und  daß  FC  durch  H  hindurchgeht,  femer  auf  AB  senkrecht 
schneidet,  d.  h.  also:  Auch  die  dritte  Höhe  geht  durch  if  hiiid  Dreh  w.  z.  b.  w. 

Denken  wir  uns  ferner  in  Fig.  3  das  Lot  auf  A'  A  m  A  errichtet, 
nehmen  wir  femer  an,  die  Figur  sei  so  gewählt,  daß  B' B  und  dieses 
Lot  sich  in  einem  reellen  Punkt  {K)  und  ebenso  C'C  und  das  Lot  sich 
in  einem  reellen  Punkt  (L)  schneiden,  so  gehen  die  Qenden  BM  and 
CM  resp.  durch  die  Mitfeelpunkte  L  und  K  der  anbesdiriebeiMii  l&eise 
des  ]>reieckB  ABC  und  Btehea  auf  S'K  mid  CL  in  B  bezw.  C  Benkredki 
Umgekehrt  erhaLten  wir  ans  der  Figur  dea  Sats:  Schneiden  tich  im 
Dreieck  KUJ/E'),  äaß  zwei  reelle  und  eine  ideale  Ecke  hal^  die  beiden 

Hdhen  LB  und  KC  in  einem  reellen  Punkt  M, 
so  geht  auch  die  dritte  Höhe  (d.  h.  das  gemein- 
eame  Lot  AA'  Ton  KL  und  B'C  durch  dieaen 
Punkt  hindurch. 

Entspreehend,  d.  h.  audi  durch  Zurdck- 
fUunng  auf  den  Sati  von  den  Winkelhalbieren* 
den,  ist  der  Beweis  fBr  ein  Dreieck  mit  einer 
unendlichfemen  Ecke  zu  fähren. 

Anwendungen.  Die  beiden  soletzt  ge- 
nannten Fälle  können  zur  dn&chen  Lösung 
zweier  Angaben  dienti. 


P  c 


Erstens**):  Konstruktion  des  Lotee  zum  PaiaDelwinkd  «  (Fig.  5). 


*)  Ein  analytischer  Beweis  des  Satzes,  daß  die  Höhen  aioli  in  einem  reelles, 
QnendHchfemen  oder  idealea  Sdudttpmikt  teboeiden  findet  sidi  bei  Gérard,  a.  a,  0. 
p.  M;  Tffl.  aneh  (fBr  die  enklidiiche  Ebene  nnd  dto  Engel)  Baltser,  Elemente  der 

MatLematik  H  (6.  Ànfl.  Leipzig  1888)  8.  41. 

**)  Gérard  a.  a.  0.  p.  7i.  Dieie  Koostraktion  ist  die  eiafftcfaste  (VgL  Hilbert 
a.  a.  0.  S.  142,  Fig.  S). 
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Mau  bestimme,  was  immer  möglich  ist,  den  Punkt  B  6o,  daß  die  Parallele 
BB'  zu  AÄ  mit  AB  einen  spitzen  Winkel  einschließt.  Dann  fälle  man 
die  Lote  AD  und  BE  auf  AA'  und  BB'  und  von  dem  immer  vorhan- 
denen reellen  Schnittpunkt  H  aus  das  JLot  M  C  auf  AB.  Dann  ist 
pmmAC  die  gesuchte  Strecke,  so  daß 

«-n(i») 

isi 

Zweitens*):  Das  gemeinsame  Lot 
zweier  sicVi  niclit  schneidenden  Geraden 
g  und  h.   (^Fig.  6.) 

Da  die  beiden  Oeraden  (g  und  h) 
ein  gemeinsumes  Lot  haben,  so  müssen 
die  Punkte  B  und  C  auf  g  sich  so  wählen  lassen,  daß  dio  Winkel 
ß  =  B'BC  und  y  -  BCC  der  von  ^  und  C  auf  /*  gefüllten  Lute  mit 
BC  hezw.  CB  beide  spitz  sind.  Die  Höhen  des  Dreiecks  BC(C'B') 
treffen  sich  dann  sicher  in  eirt^m  reellen  Punkt  und  das  Yon  M  auf  g 
gefällte  Lot  steht  aach  auf  h  senkrecht  — 

§  2. 

IHe  BewegimgDB  In  d«r  hyperfeoIlBehen  Ebene. 

In  §  4  seiner  Abhandlung**)  gelangt  Hilbert  zu  dem  Ergebnis:  Be- 
zeichnet man  die  den  Enden  einer  Geraden  zugeordneten  Zahlenwerte  mit 
^  und      so  bedeutet  die  in  |  und     bilineare  Gleidnmg 

»Ii?  +  Y  (1+1?)  +  «  -  0  (4ae-V>0) 

einen  Funkt 

Dmeh  goometriscbe  Überlegungen  gelangt  man  nun  leicht  aar  Ein' 
mcbt,  daß  jede  beliebige  Bewegung  erhalten  werden  kann,  in  dem  man 
„YerMbiebuigen  der  Ebene  längs  der  Geiraden  (0,  oo)***)  ferner  „Drehimgeii 
um  das  Ende  oo^f)  und  Spiegelnngen  an  der  Achse  (+1,-1)  in  ge- 
BÜgender  AnssU  kombinieriff). 

*)  Alle  audem  Konstruktionen  erfordern,  mit  einziger  Âusnabmo  der  von 
Slbflit  gegebenen,  das  Ziében  von  I^raUelen.  Vgl.  b.  B.  Engel  a.  a.  0.  8.  S6B  a.  Vii 
und  meine  Ausgabe  der  „Pangeometrie"    66.  Zasati  S.  ffilbert  Terknflpit  Exirteaz- 
beweis  nnd  KtniBtniktion  in  einfachster  Weise  (a.  a  0.  S.  141,  Fig.  S). 
**)  a  a.  O  S.  un    Vgl.  auch  Fig.  6  und  7  für  das  f.>lgonde. 

a.  a.  ü.  S.  I4tf  unten.  f)  »•      0.  S.  lùO  oben. 

ff)  Spiegelungen  an  dieser  Achse  setzen  sich  aas  Spiegelungen  am  Punkte  o 
imd  an  der  àdu»  (0,  «)  saflammeB,  d.  h. 

r--^,   r  1,  oder         +  = 
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Ë.  Lumia». 


Biese  drei  Arten  von  Bewegnsgen  aiiid  aber  gegeben  durch  die 
TnuDsformationen 

I'  -  «Ii      in  ~  «^); 

r  =  +  i  + 

in  genflgender  Anzahl  kombiniert 

Hieraus  folgt:  Die  allgemeinstB  Bewegung  ist  durch  eine  Gleidtutig 
dar  Form 

*     H  +       V     n  + 

Dabei  viid  die  bilineare  Gleiehnng  des  Punktes  eich  wieder  in  eine 
bilineare  Qleicbimg  Tervandeln,  deren  Determinante  iat 

4aV-        (4ac-6«)  («*-/ïy)»>  0, 
Ans  dieser  Fonn  der  allgemeinsten  Bewegung  entnehmen  wir  noeh  den 
Sats: 

Eine  Bewegung  ist  voBhmmen  hesHmmt^  warn  mm  die  Bäder  dmer 
Enden  Jcennt  — 

Diesen  halbgeometrisehen,  halbanalytisdien  Betrachtungen  wollen  wir 
jetst  eine  rein  geometrische  Überlegung  gegenüberstellen  und  sweierlei 
beweisen. 

1.  Mine  TransfermaHon  der  hjfperboliedien  J^beiie,  hei  der  jeder  reéUe 
Bunid  tu  etnen  reêkn  PimH  und  jede  Gerade  in  eine  Gerade  i^ergdii,  isi 
notwendig  eine  Bewegung*). 

2,  Jede  Bewegtmg  ist  dur^  die  Jugabe  der  BUder  dreier  Enden  wU' 
hoMMen  bßstMnmt, 


1.  Bei  der  Tranafoimation  Terwandehi  sich  Gerade^  die  einen  reellen 

Punkt  (Ä)  gemein  haben,  in  Gerade  die  ebenfalls  einen  reellen  Punkt  (Ä*) 
gemein  haben.  Schneidet  man  nun  eine  Anzahl  solcher  von  einem  Punkt  aus- 
gehenden Halbstrahlen  mit  einer  Transversale  die  die  Geraden  in^^ii,,-  -,^.. 
treifeu  möge,  so  entspricht  der  endliclieii  Stricke  Ä^A^  eine  endliche 
Strecke  A[,A'„,  es  haben  die  Punkte  AI,  Atf»"fAn  dieselbe  Anordnung  wie 
die  Punkte  A^,  A^,  •  •  -,  A^.  (Liegt  A^  zwischen  und  A^,  so  auch  A^ 
zwischen  A[  und  A'^.  Hienuis  folgt  weiter,  daß  Geraden  mit  gemein- 
samem Ende  auch  wieder  Gerade  mit  gemeinsamem  Ende  und  Geraden 
mit  gemeinsamem  Lot  aucli  wieder  Gerade  mit  gemeinsamem  Lot  eni» 
sprechen.    Ist  nämlich  AB  die  Grenze  zwischen  den  schneidenden  und 

*)  Fener  «oll  die  Anoidniiiig  der  von  einem  Punkt  ausgebenden  Halbitiiiile& 
nngeindert  bleiben. 
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den  niVht  Rchnoidondon  rJoraden,  so  muß  jede  Gerade  auf  der  einen  Seite 
Ton  A' ]i'  noch  die  Transversale  AiA^  •  -  •  A'  •  troffen,  während  andrer- 
seits keine  auf  der  andern  Seite  totì  A' Ti'  liegende  Halligerade  die  Trans- 
versulc  trrfpen  kann:  r-s  wird  also  Ä Ji'  parallel  zu  A^  A':  •  ■  ■  A',  •  •  •.  \\'eiter 
yerwandclii  sn-li  /.wei  (ierade  mit  idealem  Sclmittpunki  m  eltensolche  Gerade, 

Zieht  man  die  beiden  Geraden  zwisclieii  zwei  Geraden  y  und  h  mit 
gemeinsamem  Lot,  die  je  ein  Ende  mit  jeder  der  beiden  gegebenen  Ge- 
raden gemein  haben  und  sich  in  einem  Punkte  ^^  treffen,  so  hat  M  folgende 
Eigenschafteü :  Legt  man  durch  M  irgend  eine  Gerade,  die  ^  und  h  in  G 
und  JI  trifft,  so  ist  GM  ^  MH,  Legt  man  zwei  Geraden,  die  g  und  h 
in  G^G^  und  treffen,  so  ist  G ^G^  ^  JI^  //.,. 

M  verwandelt  sich  nun  bei  dt  r  Transformation  in  den  entsprechenden 
Punkt  21  \  und  hieraus  ergeben  hìcIi  die  Sätze: 

Der  Mittelpunkt  M  einer  beliebigen  Strecke  {GH)  verwandelt  sich 
in  den  Mittelpunkt  (M')  der  entsprechenden  Strecke  (G' H'). 

HieraoB  folgt  weiter,  daB  zwei  gleich  große  wd  einer  Geraden  ge- 
legene Streelmi  aicli  in  zwei  (^eich  große  Strecken  rerwanddn. 

Ans  der  oben  gemschten  Bemerkung  über  gewisse  nntoreinaaider 
gleiche  Strecken  (G^G^)  und  (i/^//,)  folgert  man  dann  leicht  noch:  Zwei 
Strecken,  die  nntereinander  gleich  sind  und  aof  zwei  Geraden  mit  gemein- 
samem Lot  liegen,  Terwandeln  sich  in  zwei  entsprechend  gelegene  unter- 
einander gleiche  Strecken. 

Hat  man  endlich  zwei  beliebig  gelegene  gleich  große  Stredcen,  so 
kann  man  leitet  eine  dritte  Strecke  angeben,  deren  Trigerin  eine  Gerade 
ist,  die  jede  der  beiden  ersten  Geraden  in  einem  idealen  Punkt  trifil. 
Hierans  ergibt  sich  dann: 

Je  Mwei  Stredsm,  die  wUeretnander  gleidi  sind,  verteanddn  sieh  m  «ire» 
âbiedten,  die  wiiereitutnder  fßeU^  sind. 

Ein  gleichschenklige  Dreieck  wird  sich  also  wieder  in  ein  ^eieh- 
schenUiges  Dreieck  Terwandeln,  und  die  lütte  seiner  Basis  wie<kir  in  die 
Mitte  der  Basis.  Hieraus  eij^t  sich  leicht,  daß  die  rechten  Winkel 
sämtlich  ungeSndert  bleiben,  mit  Hilfe  des  rechtwinUig  gleichschenkligen 
Dreiecks  dann,  indem  man  die  Höhe  fallt,  daß  auch  die  Winkel  Ton  der 

Größe  -^-ar  unge&idert  bleiben.   Überhaupt  kann  man  zeigen,  daß  jeder 

Winkel  (.t  -2~'M  imgeändert  bleibt.  Hii'raus  ergib!  sich,  flbrijrens  ohne 
Anwendung  des  arehimedisehen  Axioms  allein  mit  Anwendung  der  Axiome 
über  die  Anordiiuiij^  und  des  Hegriüs  „VVinkelraum"*^,  daß  bei  der  Trons- 
formation  ailr  Wiukel  ungeändert  bleiben.  Mit  den  Winkeln  bb  ilien  alu  r 
auch  die  Strecken  (Lote)  ungeändert,  zu  denen  die  Winkel  als  ParaUel- 

*)  Hilbert  a.  ft.  0.  p.  180  oben. 
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Winkel  gehören,  d.  h.  es  bleiben  alle  Strecken  ungeändert,  die  Trans- 
fonnatìon  ist  eine  Bewegung.  — 

2.  Daß  eine  Bewegung  do»^  die  Bilder  dmor  Endoi  Tollkimmen 
bestàmint  ist,  sielit  man  in  folgender  Weise  ein:  Fallt  man  Ton  einem 
Punkt  P  ans  die  drei  Lote  auf  dm  Seiten  eines  asymptotischen  Dreiecks» 
so  baben  diese  Lote  bestimmte  GröBen  nnd  bestimmen  iiiierseits  die  Lage 
des  Ponktes  P  Tollkommen  eindeatig.  (Zwei  Lote  reicbwi  znr  eindeutigen 
Festlegung  des  Ponktes  nicht  ans).  — 


§8. 

Pimktkoofdiiiileii.  Eatfbnirag  und  Winkel. 

Wir  wollen  jetzt  zur  hyperbolischen  Metrik  übergehen,  aud  zunächst 
den  Winkel  zweier  Geraden  durch  iLix-  Enden  (^j,  ï/j;  |j,  i^j)  ausdrücken, 
sodann  neue  PunktkoordinatfCu  einführen,  um  die  Entfernung  zweier 
Punkte  zu  berechnen. 

1.  Berechainig  des  Winkels. 

Wir  wollen  zuerst  eine  Formel  für  die  Drehungen  um  den  Punkt  0 
aufstellen. 

Die  Gleichung  des  Punktes  0  ist: 

Die  Drebmig  um  diesen  Pnnkt  muß  also  gegeben  sein  doioh  Gleidmngen 
der  Form 

yermöge  deren 


wiidy  sobald 

Daraus  ergibt  aidi  die  Form 


IV- -1 


Führt  man  eine  Drehung  um  90®  aus,  so  entsprechen  den  Enden 
—  1,  0,  1,  oo  die  Enden  0,  1,  oo,  ~1,  dreht  man  um  löO*^;  so  weiter 
die  Enden:  1,  oo,  —1,  0. 

Ln  ersten  Fall  wird 

«-l(-tang|«), 

im  sweiteii  Fall 

ai-oo(-ÌBagy«) 
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«  ist  also  in  diesen  speziellen  Fällen  gleich  der  Tangente  des  halben 
DrelnuigBwiiikeli^  und  diese  BeBehang  wollen  wir  jetzt  allgemein  beweisen. 
Fllbxt  man  swei  Drehniigen  naeheinander  ans 

t,      é  +  «       t"      ^  +  «' 

so  wifd 

*  "  1-« 

wobei 

1 —  «« 

tsL 

Andrerseits  ist,  wenn  wir  die  Drehungswinkel  mit  9,  fp  und  9'' 
bezeichnen 

und 

j          taiigi-9  +  tMigY9>' 
tang^^«  ^  

Die  Größe  a",  der  Parameter  fùx  die  ans  zwei  anfeinanderfolgenden 
Drehungen  um  den  Punkt  0  zosammengeseiate  Drehang»  setat  sich  also 
aus  den  Parametern  der  einzekien  Drehungen  genau  so  zusammen  wie  die 
Tangente  des  halben  Drehnngswinkels.  Da  fiberdies  swiaohen  den  Qrfifien  a 

nnd  tang    9  ^  9  *^       ™^  9  **  *  Identität  besteibii  so  gda&g^  wir 

zu  dem  Schluß: 
DU  QUeiàmM 

*     1  — «É 

Mit  éim  Drekunff  (um  dm  AmM  0)  dar^  toobei  der  Drekmgupkikd  he- 
ttwuHit  ist  dttrth 

tang  yç?  «  «. 

Hierans  bekommen  wir  leicht  die  allgemeine  Formel,  die  den  Winkel 
9  aweicr  Geiaden  t/^),  (I,,  i^i)  dnieh  ihre  Enden  aasdrfidi.  Dss 
DoppelTsrhiUaîs  der  Zahlen 

li-o,  fe-«f,  iï4-(».  ni---^ 

hat  den  Wert 

0  — a        '  a  . 

—  —  «% 


1_ 
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Ffliima  wir  non  eine  beliebige  Bewegung  (1)  ans,  wobei  die  Enden 
^0,  00,  a,  — -^^  flbergeben  mögen  in  (ii,     t§9  Vt)f  ^  bleibt  eineneite 

der  Winkel 

g>»  3  aretga 

ungeändert,  und  andrerseits  das  Düppel- 
verhältnis, d.  h.  es  bleibt  die  zwischen 
diesen  beiden  Größen  bestehende  Beziehung 
erhalten. 

Jkr  Winkel  <p  (Fig.  7),  dm  die  beiden 
Geraden         und  (^17,)  nMnmder  ei»- 
^  addießeti,  id  hesümmi  dunh 

(2)  ^^^.y^ykr^^y.^. 

2.  Piiuktkoordiuaten  und  ihre  Trantf  ormati  on. 
Die  Gleichung  eines  Punktes  ist 

wobei 

4a  -  6«  >  0. 
Wir  erfüllen  diese  Bedingung,  indem  wir  setsen: 

a  -       +  !>*(-  w"), 
b  3« 

und  hierin  t«  and  v  alle  möglichen  reellen  Werte  erteilen. 
Die  vorausgeschickte  Gleichung  verwandelt  sich  in 

(S)  «"-t;(6  +  iîU6iî-0 

und  kann  daasn  dienen,  die  Gleichung  einer  Gecnden  ans  zwei  auf  ihr 
gelegenen  Punkten,  oder  umgekehrt  die  Gleichung  eines  Punktes  anzugeben, 
wenn  zwei  durch  ihn  gehende  Geraden  bekannt  sind. 
Z.  B.  wird  die  Gleichung  der  Geraden  (+1> 

ti^-1, 

die  der  Geraden  (0,  00)  wird 

«-0. 

Ferner  werden  die  Koordinaten  des  Punktes  0: 

Han  kann  die  Gleichung  aber  auch  benfitsen,  um  die  Transformation  der 
Pimktkoordinaten  bei  Bewegungen  zu  berechnen. 
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Bei  der  TranafonDfttkni 

(d.  h.  bei  der  i^rehung  nm  den  1- unkt  <x>*^)  verwandelt  sich  die  Gleichang 

t'(r+V-2a)  +  (l'-a)  in -à)  -  0. 
Schreiben  wir  diese  Gleichung  wieder  in  der  Form 


80  erhalten  wir 


9*  —  «  +  a, 

Ebeufio  kommt  zur  Transformation 

(d.  h.  der  „Schiebung  iSogs  der  Aohee  (0,  oo)'Q  das  weitere  Fornielsystem 

u     M  —  log  a, 

mid  sor  «Spiegelung  am  Funkte  (y\  gegeben  durch 

I  j,  1»--^ 

konmit 

«  —  «  +  31ogw, 


e 

1 


3.  Die  Entfernung  zweier  Punkte. 

Die  Entfernung  zweier  Punkte  l'i^^  ist  eine  Funktion  ihrer  Koordi- 
naten, die  bei  Bewegimg  imgeändert  bleibt,  und  die  die  Eigenschaft  hat, 
daß  ftlr  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  die  Beziehmig  besteht 

Betrachten  wir  jetsEt  die  Funktion 
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ET.  Idnxudr. 


SO  Torwaiidelt  eie  aidi  bei  der  ersten  Trsnsformakioii  in 

d.  h.,  sie  bleibt  migeändert. 

Bei  der  iweiten  Tnuutfomuiption  liat  man: 

und  aneli  hierbei  indevt  sieli  die  Ansdmeksfonn  niehi. 
Endlich  entsprechend  für  die  dritte  Transformation: 

«1,  «b)  -  Y^'^'^'wx*^*  •  (sJtî  +  i;^.  - 

Die  Gfx6Ae  bleibt  also  bei  allen  Bewegungen  ungeSndert,  d.  h.  sie  ist 
eine  Foniktion  der  Entfemuig  der  beiden  Pnnkte 

Pi(mi,  v„  w^)   und   P,(m„  t>„ 

TJm  zu  sehen,  welche  Funktion  es  ist,  führen  wir  zwei  Schiebungen 
längs  der  Achse  (r,  «d)  nacheinander  üu».  Eiu  Tuiikt  dieser  Achse  (t;=0) 
erhiüt  bei  der  ersten  „Schiebimg  "  die  ?<-Koordinate 

<*'  -=  M  —  log  a 

bei  der  zweiten 

«"  —    —  log  a'  =«  M  —  (log  a  +  lüg  a'). 

Die  Großen  (loa:  addieren  eich  also  einfach,  genau  wie  die  Strecken, 
mn  welche  die  l'uiikte  verschoben  werden,  sie  sind  ihnen  also  proportiunal. 

Führt  man  erst  eine  Schiebung  aus,  die  den  Punkt  (?/i,0)  mit  dem 
Punkt  (i/j,  0)  zur  Deckung  bringt,  dann  eine  zweite,  die  (ii^,  0)  mit  (e/^,  0) 
zur  Deckung  bringt,  so  lassen  sie  sich  durch  eine  einzige  ersetzen.  Die 
Parameter  (log  a,  log  a',  log  a"]  haben  die  Werte 

Hieraus  folgt:  Die  Entfcrnuììg  zweier  Punkte  (UjUg)  der  Geraden  r  -=0 
ist  (bis  auf  einen  Faktor,  dem  wir  den  Wert  1  erteilen  wollen)  gleich 

Für  zwei  Punirte  dieser  Achse  nimmt  überdies  die  aui'geeteüte  In- 
Tariante  den  Wert  an 

-  y  («^-"»  +         -  cos  hyp.  (lé,  -  Ml). 
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Damit  ist  die  Beziehung  d«r  LiTuiaiito  und  der  ISntfemiitig  fiart- 
gelegty  nnd  wir  haben  den  Sttti: 

Legi'man  die  Maßbestimmimg  für  den  JJuiand  zweier  Punkte  so  fest, 
daß  man  den  (konstanten)  Faktor,  der  für  Mwei  Funkte  (Uf  und  der 
Aehse  v  —  0  den  wirklichen  Wert  der  Entfernung  von  u,  —  ttj  tinterscJuidet, 
gleich  1  srf-f,  so  wird  die  Entfernung  r  »Weier  bdiebig  gelegener  Funkte 
hestimnU  durch 

(4)  ^  ^  ~  T  +     -  ÄPifi) . 

Oie  hyperiiollBeìie  Trigonometrie. 

Nachdem  einmal  die  Formel  für  den  Winkel  i^weier  Geraden  und  die 
Entfermm^'  zweier  Puiikte  aufgestellt  ist,  macht  der  weitere  Auflmu  der 
Trig!  iiniiietrie  keine  besonderen  Schwierigkeiten.  Wir  wollen  uns  damit 
begnügen,  dio  Fir/jelumg  zwischen  Lot  und  Parallelwinkel  (l'i,  einige 
Formeln  fîlr  das  rechtwinklige  Dreieck  (2)  und  die  Formeln  abzuleiten  f3"), 
welche  die  in  §  1  unerledigt  gebliebene  Konstruktion  des  ParallelwinkeLi 
zum  Lot,  d.  L  das  Paralleleuziehen  überhaupt  ermöglichen. 


1.  Der  ParallelwittkeL 

Tragen  wir  (Fig.  8)  auf  der  Aehae  (—  1 ,  toh  0  ana  naeh  dem 
Ende  + 1  liin  die  Streek»  OP  p  ab  und  nelieii  die  Qerade  mit  dem  Ende 
00  durch  diesen  Ponkt,  bo  wollen  wir  mm  den  Wert  |  des  andern  Endea 
dieaer  Geraden  bereefanen. 

Die  Gleidinng  der  Geraden  wird, 
wie  ans  (3)  folgt 

Der  Punkt  P(i<?— 1)  hat  also  die  Ko- 
ordinaten 

u  llog(l-è«),  w-1 

mid  seine  Entfernung  p  vom  Punkte  0 
tat  beatimmt  durch 


chi»» 


d.  k  ea  ist 


thp. 


»fr  f. 
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Andreneits  iat  (nadii  §  'ò,  1) 


Alao  wird*) 

(6)  tang  \  U(p)  -  e-f. 

2.  Das  rechtwinklige  Dreieck 

Verbinden  wir  (Fig.  8)  den  Punkt  Q(u,  0)  der  Achse  (0,  oo)  mit  dem 
Pnnkte  P,  so  ist  die  Entfemnng  der  Punkte  PQi^g)  gegeben  durch 

^    T  yi~r^*       +    -  ch» chj>. 

Also  sieht  man,  daß  im  rechtwinkligen  Dreieck  mit  den  Katheten  a 
and  b  und  der  Hypotenuse  c  die  iielation  besteht 

(6)  chachò»*chc. 

Die  Enden  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 

(P)     ti;-l,  r-thp(»y 

und 

bestimmen  sich  ras 

 r-«-, 

w    •      /        1  —  tf~  _      „  6h  u  , 

« +«  SÎ  i'-'iSi^P 

d.  h.  es  wird  (mit  Benützung  von  (Ü)) 


also 


und 


^'    IE?       ^^-P  - 

t««*!«— (f) 

sh  9  —  ob  u  ch  p 
ÄTiTch  p -f  ah  3 

1  —  tanif'  —  a 

**   2         gh  tt  eh  p      th  u 
eOS  «  —  -  7  -  —  r  ^  =  TT  


*)  Vgl.  LobaU<she£ik^-£Dgel  8. 18  und  S.  SIS— S14. 
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Im  nchtwinMigen  Dreieck  besiebt  demnach  zwiBchen  der  EaÜiete  a, 
dem  anliegenden  Winkel  ß  und  der  Hypotenoee  e  die  Beziehang 

tha  _ 
th  c  ' 


cos  ß 


3.  Das  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln  und  die 
Parallelenkonstrnktion.   (Vgl.  Fig.  9.) 

f%llen  wir  Tom  Punkte  P(iiQVQirQ)  die  Lote  auf  die  Achsen  PJ.»^ 
FB^hf  so  hat  die  Gerade  PA,  weil  die  Summe  ihrer  Enden  gleich 
Null  ist,  die  Oleiehung 


Es  wild  also  (für  den 
Punkt  A) 

«'-tii  — -logir,,  «1-0 

und 

1  e«» 


che— Y —-2»,*  — «^w^.  +1^ 


Das  Lot  PB  hat  eine 

Gleichung  von  der  l'orm 

«r«— Ac +  1-0 

da  leine  Enden  Ton  (+ 1,  —  1) 


-►-1 


Vig.  a. 


harmomsch  getrennt  sind.  Seine  Gleichung  wird  also 
und  B  hat  die  Koordinaten 


Damoach  wird 


«-"+1 


Gh<i 


Also  wird 

und 
(8) 


sh  a  »  ych*  a  —  1  — 


she 


ehe|/sh*4-f  cb->e 
tha  —  the  eh 
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Zufolge  der  Glei<diiuig  (ö)  ist  nim  noch 


s  1 


(8-)  amn(ii)-||. 


Aus  dem  Vergleich  der  Formeln  (7)  und  (8')  ergibt  sich  der  Sals: 

Zieht  num  durch  dm  Fimüd  0  (der  dem  ipUäm  WhM  APB  gegm- 

iSMiegt)  im  Vkndt  mU  drei  rwkm  Wkàébt  die  BaniBde  mtr  Sinfe  AP 

wnä  hringt  tie  mü  OB  mm  Sdmm,  eo  ist  die  M^poieimse  OQ  dea  redO- 

mnldiigen  Dreiedca  OBQ  gleich  AP. 

Daraus  ergibt  eich  die  behaniite  Phnllelenkoiistniklioii*):  Um  tob 

dem  Paukte  0  dee  aof  PA  in  A  errìehtetea  Lotes  aus  die  Plualliele  n 

AP  m  liehen,  fille  man  daa  Lot  PB  Ton  P  auf  OB(BO±  OA)  ond 

maehe  OQ^AP,  dann  ist  OQ  dieae  Pazallele. 

Leipzig!  den  1.  Mi»  1904. 


•)  Alle  Lösungen  der  Auf(?abc,  die  Parallele  7aì  ziehen,  beruhen  auf  Beziebungen 
awiachen  dem  Viereck  PÄÜB  und  dem  Dreieck  <^0B.  (Vergi.  liolyai,  Appendix 
S  M.  I^batiehflAlMj-Engel  a.  a.  0.  8.  SU;  Bcbiir  a.  a.  0.  S.  MS).  Ei  irt  bidier 
noch  nidit  gdeogen  wnen  emwtndbeien  ram  fftcmetriBtAen^  weder  auf  Stetigkeit*- 
betrHèhtiiiigen  nocb  auf  Benützung  r&umlicher  Hilfsmittel  beruhenden  Beweis  dieser 
Beziehungen  zu  erbringen.  Vielleicht  geben  pauead  gewählte  öpesiaUMle  der  in  §  1 
genannten  S&tae  einen  hierzu. 
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Beitr&ge  zur  Theorie  der  Pnnktmeugeu.  IL 

Ton 

A.  ScHOBHPLUM  in  Königüberg  i./Pr. 


D«m  ezflten  Beitrag  rar  Theorie  der  Pnnktmeugeu*),  der  den  Beweis 
einfli  tpesieUen  Theorems  enthielt,  httse  ich  He  aO^ememe  Theorie  der 
AeiieH  perfdden  Menge»  folgeiL  Sie  kann  als  natnzgemaße  Weiteifithmng 
der  Resultate  betrachtet  werden,  die  wir  Herrn  0.  Cantor  rerdanken. 

Das  wichtigste  und  nm&sMndste  Theorem  à»  Can  torschen  Theorie 
lautet  bekanntlich:  „daß  jede  abgeschlossene  Pimktmenge,  die  nicht  ab- 
zahlbar ist,  durch  allmShliche  Âbspaltung  einzelner  Punkte  auf  eine  per- 
fekte Menge  reduziert  wwdem  kann''.   Ist  S  die  gegebene  Menge,  so  ist 

wo  H  abziihibar  und  7'  ]>erfekt  ist.  Man  kann  aber  sofort  die  weitere 
P'rage  stellen,  ireirjur  (jeontftrtscike  Bau  dm  piekten  Mengen  selber  zu- 
kommt. Hieniber  ist  bislang  wenig  gearbeitet  worden.  Nur  die  linearen, 
perfekten  Mengen  sind  uiiä  in  ihrer  inneren  Struktur  vollständig  durch- 
sichtig; für  sie  hat  bereits  Herr  G.  Cantor  solbst  die  bezüglichen  Resul- 
tate abgeleitet.  Von  dem  georaetriacheu  Charakter  der  ebenen  oder  luuai 
liehen,  perfekten  Mengen  wissen  wir  jedoch  noch  so  gut  wie  gar  nichts. 

Diese  Lücke  soll  der  folgende  Beitrag  für  die  ebenen  Mengen  aus- 
ftllen,  er  soll  eine  rollstöndige  Analyse  aller  perfekten,  ebenen  Mengen 
liefern,  üm  eine  geometrische  Einsieht  m  den  Bau  dieser  Maigem  su 
erzielen,  wird  es  sich  zonSchat  darum  handeln,  sie  in  gewisse  ein&che 
Bestandteile  su  zerlegen.  Man  kann  die  Methode,  die  Heir  Cantor  fttr 
die  Reduktion  der  abgeschlossenen  Mengen  benutzt  hat,  in  der  Weise  auf 
die  perfekten  Mengen  verallgemeinem,  daB  aufier  den  einselnett  Punkten 
isolierte,  sosammenhSngende  Bestandteile  auftreten,  die  von  der  Gesamt- 
menge in  analoger  Weise  abgespalten  werden,  wie  die  isolierten  Punkte. 
Auch  hier  besteht  das  Hauptresoltat  in  dem  Nachweis  einer  Gleichung 

6  -  «  + 

4)  Diese  Aanalen,  Bd.  68,  S.  195. 
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wo  S  die  ^egebfTiP  perfekte  Mengp  i*^t,  !î)i  eine  stets  abz'àlìlbfirp  Menge 
isoliortfr,  zus;imni«^nkiiugeuder  Bestjmdteile  und  X  eine  dem  angegpbenen 
Kedukti(;nspro7.eß  nicht  niebr  zugängliche  Menge,  deren  Natur  übrigens 
noch  sehr  miiiinigfach  sein  kann.  Sie  ist  eutwe(h^r  eine  zusammenJiüngi'ndi 
Menge  oder  nlier  eine  solche  nicht  zusammenhllngende  Menge,  die  un- 
begrenzt in  Teihiiengen  zerlegt  werden  kann,  deren  jede  immer  wieder 
eine  unbegrenzte  Teilbarkeit  besitzt. 

Der  zweite  Teil  der  Untersuchung  hat  sich  mit  den  Eigenschaften 
der  eben  erwähnten  einfuchsten  Bestandteile  selber  zu  befassen.  Wie  ich 
bereits  in  meinem  ersten  Beitrag  erwähnte,  hängen  diese  Untersuchungen 
auf  das  Engste  mit  der  Analysis  situs  zaaammen;  aie  sollen  die  geläufigen 
Begriffe  und  Säbe  der  Amalysis  süua  mU  dm  Mitteln  der  Mengeidheone 
prüfm  tmä  m  wUer  AllgememheU  ftegründen.  Die  Notwendigkeit  dieser 
Angabe  wird  kaum  bestritten  werden.  Sie  b«nilit  darauf  daß  die  Analysis 
situa  die  Grandlage  der  gesamten  Cauehj-Riemamiselien  Funktionentheorie 
bildet  Freilich  bat  man  kfiizlicb  begonnen,  den  Kurrenb^pciff  im  inttf- 
esse  der  Beweise  zunächst  ei^er  au  fiiBS«L  Aber  mag  eine  solche  Be< 
sehrftnkwng  auch  sunfichst  nfitalich  sei%  so  ist  doch  für  jeden  Sata  seine 
vcUe  SVagweUe  zu  ermitteln  und  m  sichern. 

JDie  naturgemäße  Ormdhge  der  vodiegende»  Äufgcsbe  harn  niemee 
Eradtietu  niekts  anderes  sein,  <às  die  Anakfsis  situs  der  aus  geufSknUàien 
Pd^ganen  Musammengei^idm  Gebüde.  Dem  ents|irechen  aach  die  Ton  Herrn 
Frings  heim*)  eingefllhrten  Tregpemeege,  die  eine  mmotone  Funktion 
approximieren  sollen.  Was  hier  für  dtti  einfiichsten  Fall  geschehen  is^ 
kann  aber  auf  jedes  geometrische  Gebilde,  —  wie  besohafiiBoni  «  andb 
immer  sei  —  ausgedehnt  werden.  Diese  Tatsache  bild^  eines  der  wich- 
tigsten Hilfsmittel  der  folgenden  Untersuchungen. 

In  dem  Torlieg«iden  Beitrag  betrachte  ich  insbesondere  die  Begriffe 
der  geschlossenen  Kurve,  der  Gebiet^Tenze  und  Gebietsteüung,  sowie  ihr  Ver- 
hältnis an  den  sie  bestimmenden  oder  durch  sie  bestimmten  f^hqrschiossenen 
Mengen.  £s  ist  mir  nur  eine  Arbeit  des  Kenn  Phragmèn  bekannt,  die 
ein  speaiellM  hierhergehöriges  Theorem  enthält.''^) 

Es  ist  zweckmäßig,  die  Untersuchnng  auf  aJle  at^geschlowenen  Mengen 
auszudehnen.  Andrerseits  ist  es  naturgemäß,  daß  man  nur  abgeschlossene 
Mengen  in  Rücksicht  zieht.  Nur  sie  erfreuen  sich  einer  Art  Gesetzmäßig- 
keit. Eine  nicht  abgeschlossene  Menge  hat  densoiben  Charakter,  wie  eine 
wiükürliche  Funktion,  die  man  mit  Bezug  auf  eiue  abgeschhissene  Menge 
definieren  kann,  für  die  also  wieder  die  abgeschlossene  Menge  das  Ope- 
ratiouägebiet  abgibt. 

*)  Boricbte  der  Akad.  d.  Wisi,  MOndien,  Bd.  36,  S.  6fiC 
**)  Acta.  math.  7,  S.  4S. 
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§1. 

Beinltion  und  HflfMtie. 

Ich  stelle  xuuiichst  die  zur  Anwendung  kommenden  Definitionen  nebst 
einigen  Ililtssützeu  kurz  zusammen.  Diejenigen,  die  schon  im  ersten  Bei- 
trage enthalten  sind,  erfahren  zugleich  eine  teilweise  Ergänzung. 

Ist  'B  eine  beliebige  abgeschlossene  Menge  und  bedeutet  (S  die  Menge 
aüer  Pnnkie  einer  Ebene     ^  ^^i^^      doiicli  die  Gleichung 

(£  -  @  + 

definierte  Menge  2}i  diV  K<  inpl€nientärmii>n''  von  @. 

Als  cinfnclum  Wf'g  oder  kurz  als  W"//  be/.eiohne  ich  einen  sich  nirgends 
krpu/*'üdeii  Str^kenmg,  dvr  entweder  nur  aus  einer  eudliciien  Zahl  von 
Strecken  besteht,  oder  aber,  falls  er  aus  unendlich  vielen  Strecken  be- 
steht, nur  einen  oder  höchstens  zicri  Grenzpunkte  besitzen  hoH,  nämlich 
den  Anfangspunkt  resp.  den  Endfmnkf.  Zwei  derartige  einander  nirponds 
kreuzende  Wege,  die  denselben  Anfangspunkt  und  denselben  Kudpuukt 
besitzen,  bilden  ein  einfaches  Pdygon.  FOr  dieses  Polygon  gelten  die  be- 
kannten Säti^e  der  Teilung,  Zerlegung  und  ZusamuieuBetzung.  Durch 

soll  dni^  Polygon f  sein  Inneres  resp.  sein  Äußeres  bezeichnet  werden; 
ee  ist  dann  ö  -  Ç  +  3(*)  +  « 

Insbesondere  erwälme  ich  noch  don  folgenden  evidenten  Satz: 

1)  Ist  W  die  Komplementär  m  enge  einer  Menge  ^  und  sind  ^,  und 
zwei  einfache,  zur  Menge  W  gehörige  Polygone,  die  einen  Tiiiikt 

gemein  haben,  so  lassen  sie  sich  an  diesem  Funkte  so  abändern,  daß  sie 
zusammen  ein  einziges  einfaches  Polygon  bilden,  das  ebeufaUs  der  Menge 
angehört 

Unter  einem  Weg,  der  einen  Pnnkt  s  der  Menge  <S  mit  einem  Pnnkt 
m  Ton  9V  Terlnndet^  wird  ein  eoldier  ventanden^  dessen  PanUsi  Ton  a 
abgesehen,  sSmüieh  sn  Wt  gehören,  und  der  KSehstens  in  s  einen  Gtenx- 
punkt  besitsi  Von  diesen  Wegen  gelten  folgende,  leicht  beweislwre  Sätie: 

2)  Zwei  Wege,  die  Ton  einem  Punkt  m  zu  swei  Twechiedenen  Punkten 
Si  und  s^  Ton  @  fttlmmi  lassen  sidi  so  legen,  òaA  sie  sich  nieht  kreuzen. 

Sind  niniHcli  ^  und  die  beiden  Wege  und  enthält  z.  B.  ^  unend- 
lich Tiele  Strecken,  so  kann  nur  eine  endliehe  Zahl  dieser  Strecken 
kreuzen,  da  sonst  der  Qrenzpunkt  von  2^  auf  \  liegen  mOfite.  Dadurch 
ist  der  Satz  auf  Streckenzfige  mit  endlicher  Seitenzahl  znrQckgefBhrt. 

*)  Di<j  Kbene  tat  die  Kbene  der  Funkiioneutheorie;  dadurch  wird  erreicht,  daß 
man  jede  gegebene  Mtuge  als  im  Endlichen  Hegend  annehmen  kenn. 

9* 
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3)  Zwei  Wege  7  und  r,  die  denselben  Punkt  8  tob  ®  mit  zwei  Ter> 
schiedenen  Punkten  m'  und  ▼erbinden»  kseen  sieh  ebeniaUs  so  legen, 
daß  sie  sidi  nicht  kreozen. 

Ereosen  sie  sieh  nämlich  and  ist  mi  der  erate  Ereiuimgi^aDkt,  so 
tauscht  man  die  Teilwege,  die  toh  m'  nnd  m"  bis  04  ftthren,  g0g«i  ein- 
ander ans.  Dies  modifiziert  die  Wege  V  und  f  so,  daß  sie  in  iit|  einen 
gemeinsamen  Punkt  haben,  ohne  sich  aber  in  Sun  zu  kreuzen.  Gemäß 
Satz  1)  lassen  sie  sich  deshalb  durch  Wege  enetzen,  die  in  iM|  nicht  mehr 
zusammentreffen.  Ebenso  kenn  man  mit  jedem  weiteren  Ereuzungspunkt 
Terfahren;  auch  muß  man  zu  jedem  Ereuzungspunkt  nach  einer  end- 
lichen Zahl  von  Sehrittoo  gelangen.  Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt 
weiter: 

4)  Zwei  Wege,  die  von  demselben  Punkt  m  zu  demselben  Punkt  s 
führen,  lassen  sich  so  legen,  daß  sie  sich  nirgends  kreuzen,  mithin  ein 

einfaches  Polygon  bestimmen. 

Ich  erwähne  femer  die  folgendem  einleuchtenden  Begriffsbestimmungen: 
Ist  (tififS)  der  Abstand  eines  Punktes  p  von  einem  Punkt  s  einer 

abttpciolilossenen  Menge  @,  so  ist  q{p,  s)  eine  in  S  stetige  Funktion.*") 
Ihr  Minimum  heißt  Äbstumi  dfs  Pioìl  fes  p  t'o«  <S  und  soll  durch  ç(p,  S) 
bezeichnet  werden.  Dieser  Abstjiiid  ist  eine  in  jedem  endlichen  Gebietsteil 
G  steiif/e  Funktion,  er  erreicht  in  G  ein  Maximum  und  es  gibt  mindestens 
einen  in  G  gelegenen  Punkt  —  der  niitürlieh  zur  Menge  3W  gehört  — 
für  den  dies  Maximum  eintritt.  Aualog  kann  man  den  Abstatid  (f(jB,  ©') 
zweier  abgeschlossener  Mengen  definieren.  Haben  dif  Afengen  S  und  S' 
kernen  Pnnkt  gemein,  so  ist  (>(  2,  ©')  von  Null  verschieden;  auch  gibt  es 
mindestens  ein  PnnktpaJir  ,v,  s'  so  daB  ,of,s,  s'i  =-  oftS,  S')  ist. 

Aus  der  Stetigkeit  von  (J{ji,  î'^igt  insbesondere,  daß  es  für  jede 
Schar  von  Parallelen  eine  f>\^(e  und  hi^e  gibt,  die  Punkte  der  Menge  @ 
enthalten  oder  von  ©  einen  gegebenen  Abstand  besitzen.  Auf  ihr  beruht 
auch  die  Existenz  des  zu  einem  Punkt  m  gehörigt-u  jmnktfreien  Beielcltes. 

Dieser  Bereich,  dessen  Entstellung  ich  iu  meinem  ersten  Beitrage 
genauer  erörtert  habe**),  existiert  für  beliebige  abgeschlossene  Mengen 
ebenso,  wie  ffir  perfekte;  er  ist  ein  Rechteck,  dessen  Inneres  zu  ge- 
hört, während  sein  Umfang  eine  endliche  oder  unendliche,  jedenfalls  ab- 
geschlossene Teilmenge  von  <S  enthält.  Man  kann  m  mit  jedem  auf  dem 
ümfange  des  Bereichs  liegenden  Punkt  Ton  ®  dureh  einen  an  ge- 
hörigen  Weg  Terbinden,  er  soll  ein  Ton  m  zu  @  führender  Weg  heißen. 
JEinm  se^ehm  gibt  es  eUso  für  jeden  Punkt  m.  Dagegen  bemtrke  ich  schon 

*  Kür  die  t^b'^rtra^utig  dea  ^tctigkeitflbegnffa  auf  beliebige  abgeschloueae 
Mengen  vergi,  nifinen  b<'rìcht  S.  ll&ff. 

**)  Diete  ADiuden,  Bd.  68,  S.  t07.  Vergi,  auch  neinm  Bericht,  S.  81. 
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j>tzt,  «laß  es  uicht  immer  einen  W  eg  gibt,  der  von  einem  Punkt  m  zn 
emeni  beliebigen  Punkt  von  ©  führt. 

Der  eben  definierte  Bereicli  läßt  folgende  Verallgeineinerung  zu.  Wird 
é  <  (>(*M,  ®)  gewälilt,  so  kann  mau  um  m  einen  rechteckigeu  Bereich  von 
der  Art  konstruieren,  daß  auf  jeder  seiner  Seiten  mindestens  ein  Punkt 
liegt,  tier  von  5  den  Abstand  f  hat.  Man  geht  auch  hier  von  einem  den 
Punkt  m  umgebenden  Quashal  aus,  hißt  es  zunäthst  m»  !;inî?e  wachsen, 
l)is  mindestens  eine  Seite  einen  Punkt  der  genannten  Art  luithiilt,  und 
läßt  alsdann  die  andern  Seiten  sich  weiter  von  m  entfernen,  bis  für  sie 
der  Reihe  nach  das  gleiche  zutrifft.  Dabei  ist  zn  beachten,  daß,  wenn  der 
Bereich  zugleich  innerhalb  eines  gewissen  Polygons  $  bleiben  soll,  das 
Wachstum  einer  Seite  anéh  dadwdi  ein  Ende  finden  kenn,  daB  die  Seite 
an  das  Polygon  aiiitöfit.  Er  möge  dann  der  im  Lmem  v(m  f  Utgende 
Bemdt  heifien. 

§2. 

Ergftnsende  Betraehtmigeii  über  den  ZnsammeiduiiigBbegriff. 

In  meinem  ersten  Beitrag  habe  ich  den  Zutammenitang  für  perfdete 
Mengen  und  ihre  K<miptemBiiiäiirmeingm  gesondert  definieri  Idi  gebe  Menn 
einige  Ergänzungen  ;  insbesondere  ist  noch  zu  zeigen,  daß  beide  Definitionen 
im  Einklang  miteinander  stehen. 

Sine  perf  ekte  Menge  wurde  als  m8€mmeMi^gmd  beaeiclmet^  wenn  sie 
nicht  in  Teihnengen  zerlegbar  is^  deren  jede  perfekt  ist  Die  Definition 
kSnnte  dahin  ahge&ndert  werden,  dafi  die  Teilmengen  nicht  beide  ab- 
Siesekhssm  sein  sollen,  und  kann  in  dieser  Weise  anoh  auf  abgeschlossene 
Uengsn  ansgedehnt  werden.  Da  jedoch  IBr  abgeschlMsene  Mengen,  die 
nicht  perfekt  sind,  der  Zusammenhang  nicht  in  Frage  kommen  kaim,  so 
genfigt  es  die  Definition  anf  perfekte  Mengen  au  beschriakeiL 

Genau  genommen,  bedarf  aber  die  Definition  des  Nachweises  ihrer 
Berechtigang.  Insbesondere  soll  ja  der  Zusammenhang  einer  beliebigen 
Menge  als  Yerallgemeinenmg  desjenigim  einfacheren  Begrifb  ersdieinen, 
der  sich  anf  Polygone  beziekt  und  der  hier  die  Qmndlage  bildet  Wir 
beweisen  daher  den  fdgenden  Sata: 

I.  Ist  äk  perféde  Menge  %  nickt  maammenhängend,  so  l-ann  mm  sie 
in  mei  perfekte  Teilttienge»  tertegenf  vm  denen  die  eine  inmrhnlh,  die  andere 
außerhalb  einrs  einfadieti  Tdygom  mU  endlidier  Seitenzahl  liegt. 

Da  die  Menge  %  nicht  zusammenhängend  ist,  so  läßt  sie  sich  auf 
eine  oder  mehrere  Arten  in  perfekte  Teilmengen  zerlegen.  Seien  %^  und 
%^  zwei  solche  Mengen,  daß 

ist    Wir  setzen  noch 
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9(^11^)'=*;  P(«>3;i)-ei»  9(m,%)'^9u 
wo  m  ein  beliebiger  Punkt  der  Menge  8R  ist,  und  umgeben  die  Menge 
%  mit  einem  Quadrat  q,  so  daß  auch  Q{q,  X)  ^  d  ist.  Endlieh  sei  q'  ein 
innerhalb  Ton  q  liegendes  Quadrat,  dessen  Seiten  von  q  den  Âbstand  d 
faabtti. 

Nun  seien  ig  und  ^  sswei  solche  Punkte  Ton  %i  und  S,,  daß 
9(k» ^)  »  d  ist  Auf  jeder  Teilstrecke  •  •  V  yon  <|  •  •  •  ^  ist  mit 
und  9,  auch  der  Quotient  :  ^  eine  stetige  Funktion  des  Ortes;  auf  ihr 
gibt  es  daher  mindestens  einen  Punkt  von  di^  Ton  ^  und  ^  dm 
gleichen  Abstand  hai  Sei  fi^  ein  solcher,  so  konstruiere  man  den  zu  ihm 
gehörigen  punktfreien  Bereich  1^  und  zwar  so,  daß  seine  Seiten  su  q 
poraUel  sind.  M6gen  tunlichst  weder  nodi  die  weiterhin  zu  kon- 
struieraiden  Bereiche  an  q  oder  unemander  anstoßen,  dann  liegt  keine 
ihrer  Seiten  außerhalb  von  q. 

Auf  dem  Umfang  von  8^  gibt  es  nun  mindestens  je  einen  Punkt  von 
%i  und  'X.,,  uud  (lahf'r  auch  mindestens  zwei  Intervalle,  Ton  denen  ein 
Endpunkt  zu  %i  und  einer  zu  3^  gehört,  während  die  inneren  Punkte  zu 
gehören;  sie  seien  =  Tj  •  •  •  Tj  und  =  t/  •  •  •  t,'*).  Jedem  Ton 
ihnen  gehört  wieder  mindestens  je  ein  Punkt  an,  für  den  =  ist;  diese 
Punkte  seien  f»^  imd  /ti/.  Konstruiert  man  zu  ihnen  die  zugehörigen 
punktfreien  Bereiche  und  S^',  die  beide  an  Sq  angrenzen,  so  bilden  sie  mit 
pin  Polygon  dessen  Umfang  wiederum  Punkte  von  îj  und  Î, 
entliiilt.  Auf  ihm  gibt  es  daher  wieder  mindestens  zwei  Intervalle  <y,  und 
6„' ,  von  (Ionen  ein  Endpunkt  zu  %^  und  einpr  zu  gt'hört,  und  auf  jedem 
mindestens  p\nrn  Punkt,  für  den  ^,  n.,  ist.  Sind  /i^  und  fXj'  /.wei  solelie, 
so  konstruiert  mau  zu  ihnen  die  Bereiche  ò,  und  òV,  die  mit  ein 
Polygon       bestimmen,  für  das  die  gleichen  Schlüsse  jt  ltrii  usw. 

Der  Fläeheninlmlt  aller  so  konstruierter  Bereiche  t)]eü)t  oherhalh  einer 
angebbartn  'iruÜf,    Schlägt  man  nämlich  um  einen  Punkt       mit  «leju 

Badius  yd  einen  Kreis,  so  gehört  das  Innere  dieses  Kreises  zu  %k  und 

liegt  dem  obigen  genuiß  auch  innerhalb  q\  l}emnach  macht  der  zu  }l^ 
gehörige  Bereich  mindestens  ein  Viertel  des  in  diesen  Kreis  eingeschriebenen 

Quadrats  aus,  und  hat  aim  mindestem^  den  Inhalt  \  d^.  Daher  imiti  unser 

Konstruktionsverfahreu  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Schritten  zu  £nde 
kommen.  Dies  ist  auf  zweierlei  Weise  möglich.  Es  kann  der  letzte  Be- 
reich *S'.  wie  der  letzte  Bereich  IS^  an  q  angrenzen:  alsdann  bilden  allo 
Bereiche  einen  das  innere  von  q  durchziehenden  Polygoustreifen  und  jeder 
diesen  Siareifen  durchziehende  Weg  1  zerlegt  q  in  zwei  Teilpoi^gone,  deren 

*)  Die  Intervalle  kSnneti  euieii  Endpunkt  gemein  baben. 
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jedes  eine  Teilmenpe  von  %  uinscliließt,  die  natiirgemäB  perfekt  int.*) 
Die  Konstruktion  kann  fiber  auch  dadurch  zum  Stillstand  k(  nmieu,  daß 
der  letzte  Bereich  au  einen  bereits  vorhandenen  Bereich  angrenzt.  Als- 
dann entsteht  ein  ringförmiger,  polygonaler  Bei  eich.**)  Und  man  kann 
in  ihm  ein  eliifnclies  Polygon  endlicher  Seitenzahl  so  zeichnen,  daß  amer- 
halli  und  außerhalb  von  ihm  eine  natux^emäß  perfekte  Teibnenge  von  % 
enthalten  ist. 

Die  Komplementärmenge  SJ?  einer  abgeschlossenen  Menge  @  wurde 
als  zusammmhäiufend  definiert,  wenn  sich  je  zwei  Punkte  von  W  durch 
einen  zu  9JÎ  gehörigen  einfachen  Weg  verbUiden  lassen.  Um  zu  zeigen, 
daß  sich  diese  Definition  mit  derjenigen  für  perfekte  Meugeu  in  Über- 
einstininmng  befindet,  beweise  ich  folgenden  Satz: 

Werden  gu  einer  nicht  aligescMossenen,  zusammenhängenden  Menge  die 
ihr  feJiletiden  Grenzpunkte  hitimyefügf,  so  entsteht  eine  perfekte,  zusammen- 
hängende Menge, 

Die  Menge  %,  die  ans  dtinsh  Hinsofügimg  der  Grenzpnnkte  eafc* 
Bteht,  ist  natiugeinâfi  abgendtloMen.  Einen  iiolieiteii  Punkt  ktSnnte  sie 
nur  entbalten,  falls  er  eebon  m  9R  gehört  hltte;  diee  iai  ebenfàUa  ana- 
gescblouen  und  %  daher  perfekt  Wire  non  %  nicht  aaBanunenhângend 
and  wiren  X|  and  %^  irgend  swei  perfecta  Teilmengen  von  %  bo  mttßte 
jede  Ton  ihnen,  wie  leicht  ersìchtiich^  aneh  Punkte  von  9R  enthalten. 
Nadi  Sata  I  £^be  ea  flberdiea  ein  einfaches  Polygon,  daa  nicht  an  %  also 
auch  nicht  zu  SR  gehört,  und  %  in  awei  getrennte  Teilmengen  aerlegte. 
Ss  pibe  daher  Punkte  Ton  fBt,  die  nicht  Yerbiudbar  wiren,  was  eher  ein 
Widerspruch  ist  Aus  diesem  Satie  kann  die  Übereinstimmung  unserer 
beiden  Definitionen  gefolgert  werden. 

Endlich  bemerke  ich  der  VoUatSndi^eit  halber  noch  folgwdes.  Ist 
m  ein  Punkt  von  9Dt,  so  gibt  es  auch  eine  gewisse  Umgebung  yon  m,  die 
ganz  zu  SD'^  gehört  Denn  sonst  mttßte  m  ein  Punkt  TOn  <S  sein.  Mit 
Bflcksicht  hierauf  soll  SR  andi  als  Gebiet  beseichnot  werden. 

|3 

Die  aiiproximiereiiden  Polygonflgareik 

Jeäe  aibgesdiioasene  Menge  läßt  sieh  M  stif  von  jPciggonen  legrmttes 
Crdnet  so  einecMiiefien,  daß  der  Abstand  der  hesmglichen  Pdggone  von  ihr 
in  gewissen,  vorgesduiebenen  Grenmi  liegt.  Diese  Tatsache,  die  für  jede 
beliebig  gemote  Menge  gilt,  wie  die  in  sie  eingehenden  geometrischen 
Gebilde  anoh  beschaffen  sein  mögen,  bildet  eines  der  hanptsichliehsten 

*)  Diese  Hengeii  bmaohen  flbrigens  nieht  mit  %i  lesp.  %^  ideotiaoh  sa  sein. 

**)  Ea  ist  nicht  ausgeschlosaen ,  daß  sich  die  hmenflache  dietei  Benidiee  auf 
Noll  reduziert,  dies  ändert  jedoch  die  weiteren  Schlflsee  nicht. 
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Hilfsmittel  (1er  wpitoivn  Schlüsse  und  bedarf  daher  einer  ausfülirlii  lien 
Darlegung,  wie  eialeucbteud  sie  auch  ^  lu  iiien  raag.  Doch  soll  es  sh  h  nur 
darum  handeln,  auf  möglichst  einfache  Weise  die  Existenz  solcher  poly- 
gonalen Gebiete  nachzuweisen.*) 

Die  Menge  <S  denken  wir  uns  wieder  in  dem  Quadrat  q  enthalten. 
Nun  sei  ^  ein  die  Menge  ©  einschließendes  Polygon,  dessen  Seiten  d^en 
von  q  parallel  lauieu.    Ferner  werde  é  su  bestimmt,  duB 

ist,  so  ändern  wir  das  Polygon  "i^  zunHchst  m  folgender  Weise  ab  I^t  p 
eine  Seite  von  iJJ,  so  verschieben  wir  sie,  während  das  Polygon  zAisammen- 
bängend  bleibt»  parallel  mit  sich  in  das  Imme  von      bis  entweder 

(1)  »(ft«)-T* 

ist,  also  auf  ihr  mindestens  em  Tunkt  m  liegt,  für  den  dieselbe  Gleiehuug 
besteht,  oder  aber,  bis  sie  der  Lage  nach  mit  einer  andern  Polygunseite 
zusnnHnenfiillt.  In  dem  letzteren  Falle  kann  ^  dailarch  in  zwei  getrennte 
Polygone  /erfalleu;  alsdann  hat  jedes  von  ibnen  weniger  Seiten  als  ^ 
selbst.  Zerfitllt  jedocb  bei  diesem  Verfahren  nicht,  so  verliert  es 
mindestens  eine  Ecke.  Wendet  mau  also  dieses  Verfahren  der  Reihe  nach 
auf  jede  Seite  von  ^  au,  so  gelangt  mau  nach  einer  endlichen  Zahl  von 
Schritten  zn  einem  oder  mehreren  Polygonen,  bei  denen  aüe  Seiten  min 
desteus  eineii  Punkt  enthalten,  fiir  den  die  Gleichung  (1)  gilt.  Diese 
Polygone  leien  ^  p 

Ich  bemerke^  dafi  jeäes  Fel^gm^  das  im  Laufe  êtes  weUerm  Verf'àkrens 
enMd,  ebmfaßs  sofoH  dm  wntânmkàm  Froxeß  tmtmewfen  frenini  jioB. 
SnthSlt  das  Polygon  Pj  auf  einer  Seite      einen  Punkt  m,  fftr  den 

(2)  Q{ni,e)^B 

ist,  so  konstruieren  wir  su  m  den  im  Inttem  von  P,  Hegenden  in  §  1  de- 
finierten Bereich  8f  dessen  Seiten  der  Gkiehnng  (1)  genügen.  Dabei  ist 
zu  beaiditen,  daB  die  Seiten  des  Bereiches  auch  dadurch  fest  werden  können, 
dafi  sie,  noch  ehe  sie  der  Rektion  (1)  genügen,  an  Pj  anstoßen.  Dies 
setsen  wir  so  lange  fori^  wie  sich  auf  einem  Polygon  P^  resp.  auf  einem 
ans  ihm  entstehenden  Polygon  ein  Punkt  m  dieser  Art  findet  Dann  ist 
zu  zeigen,  dafi  dieser  Prozefi  nach  ein«r  endliehen  Anzahl  tob  Schritt«! 
zum  Abschlufi  kommi  Dies  geschieht  wie  folgt: 

Man  schlage  um  m  mit  y  e  als  Radius  einen  Kreis  und  ziehe  in  ihm 

*)  Polygone  cHrnrr  Art  botrai-htoi  ancb  Herr  0.  Jordan  beim  BewoiB  iràiieB 
Kiunreiisatzca.   Vgl.  cours  d'analyse,  2.  Âufl.  Bd.  1,  S.  93. 
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die  zu  den  Seiten  von  q  parallelen  Durchmesser.  Sie  asri^n  den  Kreis 
in  Tier  Quadranten.  Liegt  mindestens  einer  von  ibneii  gam  inneriialb  P,, 
80  eigibi  noh  f&r  die  Fläcke  toh  S  die  Relation 

(»)  s>i.'. 

Wird  also  der  Bereich  S  von      getilgt,  so  bestimmt  er  mit  P^  ein  neues 

Polygon,  dessen  Fliehe  um  mehr  ala  ^s*  Ideiner  ist^  aJa  die  Flache,  toh 

P|.  Daa  neoe  Polygon  hat  größere  Seiteniahl  ab  P|. 

Liegt  keiner  der  Tier  Kreiaqtiadniiteii  gans  iimeihalb  P^,  so  wird  der 
■idi  am  m  dehnende  Bereich  an  P^  anstoBen,  ehe  noch  fitr  «ne  aemer 
Seiten  die  Relation  (1)  erfiUlt  ist.  Aladann  lerlegt  er  P^  in  zwei  Polygone. 
Die  80  definierten  Polygone  seien  Pj,  nnd  Pj,,  and  fi'  sei  der  bo  erhaltene 
innerhalh  P|  liegende  und  sie  txennende  BeraiGh.  Jedes  dieaer  beiden 
Polygone  wird  im  allgemeinen  weniger  Seiten  haben,  als  P^  selbai  Eine 
Ananahme  tritt  nnr  ein,  wenn  das  eine  Ton  ihnen  —  ee  aei  Pu  —  ein 
Viereck  ist;  dann  grenzt  der  Bereich  fi'  so  an  swei  parallele  Seiten  p 
nnd  Ton  P,,  dafi  swischen  ihnen  nnr  noch  eine  weitere  "Polygonseite  Ton 
P]  liegt  IHe  Breite  dea  zwischen  ihnen  liegenden  Teils  Ton  P|  ist  dann 
gemSB  der  obigen,  die  nen  entatihenden  Polygone  betreffenden  Festsetsiing 

mindestens  gleich  ^  «  V^-  Ist  nSmlich  Q{ptP*)  >  \  eV^,  so  ist  dies  un- 
mittelbar klar,  und  ist  (fijtfP  )<  ^eY'^,  so  folgt  es  leicht  daraus,  daß 

ja  der-  ganze  um  m  mit  ^  ê  geschlagene  Kreis  an  SR  gehdri  Wenn 
nnn  das  Polygon  auf  p  oder  p'  noch  einen  weiteren  Punkt  m  besitst, 
für  den  die  Gleichnng  (2)  gilt,  so  Terfahren  wir  mit  ihm  ebenso.  Auch 

hier  ist  die  Breite  des  trennenden  Teiles  mindestens  gleich  ^  V^-  Di^ 
Möglichkeit  kann  daher  nur  in  endlicher  Zahl  auftreten.  Hiermit  ist  a))er 
die  obige  Behauptung  bewiesen.  Denn  weun  wir  die  Konstraktion  der 
Bereiche  so  lans^e  fortsetzen,  wie  oh  auf  den  Polygonen  P,  oder  uuf  den- 
jenigen, die  aus  ihueii  hervorgehcu,  Funkte  m  gibt,  für  die  dio  Gleichung  (2) 
gUt,  80  müssen  wir  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Schritten  entweder  zu 
einer  Rednktion  des  Inhaltes  der  gesamten  Polygonflächen  um  mindestens 
an**  of]pf  aoer  zu  ]V>lyjrf>nen  jfcringerer  Seitenzahl  gelangen.  Unser  Ver- 
fahreu  liefert  daher  schließUch  eine  endliche  Keihe  von  Polygonen  end- 
hcher  Seitenzahl  y%*  -n*       n  ' 

die  die  folgenden  Eigenschaften  besitzen.    Auf  jeder  ihrw  Seiten  liegt 

mm(iest<>iis  ein  Punkt  m,  der  von  (S  den  Abstand  ^  f  nesitzt,  und  keine 
Seite  enthält  einen  Punkt  m,  dessen  Abstand  Ton  @  gröfier  als  c  ist 
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Ini  Tiinoren  pines  fli^ser  Polygone  können  aber  sehr  wohl  Punkte  m 
liegen,  für  (iie  du  Ii-  lntini,  2)  ii;ilt  Liegt  im  Inneren  von  J\'  ein  solcher 
Pimkt  ni,  so  kami  der  zu  ihm  gehörige  Bereich  S  ganz  innerhalb  von  Pj' 

Uegeo,  er  hat  dann  mindesteiui  die  Größe  y     und  bestimmt  mit  P|'  ein 

ringfözmigea  Gebiet^  desaen  Flache  mindestens  um  yc*  kleiner  ist^  eis  die 
FlSche  Ton  P/*  Liegt  8  nicht  gaos  innerhalb  yon  P^'f  so  lassen  wir  das 
tun  m  mxk  dehnende  Quadrat  resp.  den  sieh  bildenden  Bereich  sunachst 
wieder  nur  so  lange  wachsen,  bis  or  an  eine  Seite  Pi'  von  P^'  anstdßlv 
und  fassen  nnr  den  itmerhaUb  ron  P/  sich  weiter  dehnenden  des  Be- 
reiches ins  Ange.  Er  sei  8^^  alsdaim  ist  wieder  m  nntersoheîden,  ob  er 
sdiließlioh  an  noch  andere  Seiten  von  P|'  anstSfit  oder  niehi  Es  greifen 
dann  die  gleichen  Schlüsse  FlatK,  wie  oben.  Im  zweiten  Fall  gilt  fftr  Si 
die  Balatioa  (3);  im  ersten  Fall  kann  P/  in  zwei  Poljgone  serfiillan, 
derm  jedes  geringere  Seiteiisahl  hat>  wie  P^'  selbst,  oder  aber,  wenn  das 
dne  dieser  beiden  Polygone  die  gleiche  Seiteuzahl  hat,  wie  P/  selbst^ 
80  kann  es  wieder  nur  eine  endliche  Zahl  von  Punkten  m  geben,  fSr  die 
dies  eintritt.  Nach  einer  endlichen  Zahl  von  Schritten  muß  man  also 
XU  einem  Punkt  m  gelangen,  dessen  Bereich  S  entweder  größer  ist  als 
oder  der  ans  P/  zwei  Polygone  herroigehen  lifit,  deren  jedes  ge* 

ringere  Seitenzahl  ha^  wie  P^'  selbsi 

Wir  prQfen  nnn  jedes  der  nen  entstandenen  Polygone  oder  Bing- 
gebiete  wiederum  damuf,  ob  auf  ihm  oder  in  seinem  Inneren  Punkts  liegen, 
fOr  die  die  Rebftion  (2)  gilt.  Ist  m  ein  solcher,  so  bleiben  auch  fttr  ihn 
die  obigen  Überlegongoi  in  Kraft  -  Entweder  gehört  zu  ihm  ein  Bereich, 

der  eine  Reduktion  der  gesamten  Fl5che  um  mehr  als  ^  bewirkt  oder 
wir  gelangen  nach  einer  endliehen  Zahl  Y<m  Schritten  za  einem  Bereich, 
der  ein  Polygon  in  zwei  Polygone  geringerer  Seitenzahl,  oder  aber  ein 
Ringgebiet  in  ein  Polygon  zerlegt,  das  allerdings  eine  höhere  Seitoizahl 
besitzen  wird,  wie  das  aufiere  Randpolygon.   Aber  da  jedesmal^  wenn  ein 

liiiiggebiet  entsteht,  die  gesamte  Polygon  fläche  sich  um  nundesteus  — 
vermindert,  m  folgt  auch  hier  die  Endlichkeit  unseres  Prozesses.   Es  ent- 
steht also  sehheßlich  ein  wohl  definiertes  Gebiet,  das  von  eineui  oder 
mehrere!!  Polygonen  endlicher  Seitenzahl  begrenzt  ist  und  die  Eigenschaft 
besitzt,  daß  die  Menge  @  sowie  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  ©  kleiner 

als  ^  6  ist,  inneriuUb  dieses  Gebietes  liegen,  wahrend  alle  Funkte,  deren 

Abstand  von  @  größer  als  £  ist,  außerhalb  dieses  Gebietes  liegen.  Also  folgt: 
n.  Für  jede  abgescJdossene  Metige  @  läßt  sich  eine  sie  eitiscMicßende 
polygotiale  Figttr  TT  etidlichrr  f^citenznhl  l-nmiruieren,  so  daß  bri  vorgtychemm 
£  die  Menge  @,  sow^ie  alle  Puttkte  vou  ÏÛI,  deren  Abstmid  von  ®  kleiner  als 
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^6  ist,  dem  Itmarm  von  TT  und  alk  Funkte  von  Wtf  für  die  dieser  Ab- 

stand  größer  aU  e  ist,  dm  Äußeren  von  TT  a/mgdiären. 

Von  der  so  definiertm,  polygonalen  Figur  sage  ich,  daB  sie  die  Menge 
@  im  Abstmui  ê  approximiert.  Das  aus  ihrem  Innern  bestehende  Gebiet, 
Hessen  Znsammenhang  sehr  maonigfncli  sein  kann,  soll  F  heißen.  Die 
einzelnen  das  Gebiet  f  begrenzenden  Polygone  neune  ich  Handpolygone* 
Unter  ihnen  gibt  or  jedenfalls  eine  endliche  Zahl  eolciicr,  die  nicht  inner- 
halb eines  andern  Handpolygona  liegen.  Sie  sollen  als  äußere  Mond- 
p(Aygone  bezeichnet  werden. 

Âne  dem  obigm  Satze  ziehen  wir  noch  eine  wichtige  Folgerung:  Sei 
T  eine  zusammenhängende  Teilmen^  einer  beliebigen  abgeschlossenen 
Menge  @  and  sei 

wählt  man  dann  s  <    d,  so  folgt,  daft  jeder  Punkt  von  @i  aoBerhalb 

des  zu  T  gehörigen  TT  liegt.  Wir  nomen  daher  T  einen  ieoUerten,  zu* 
sammenhangenden  Bestandteil  Ton  &  und  es  folgt: 

UL  lä  T  ^  isoUerier  mtsammeiihäiigeiider  Bestandteil  der  ab- 
geaàdaesenen  Menge  @,  so  hum  man  dm  Um  eifuddieflende  approximierende 
Polygonßffur  TT  enälitker  SeiteneM  eeidmeu,  so  daß  aUe  mdd  eu  T  gMrigen 
Funkte  von  C  anßerhälb  des  venX\  Ugrmigten  Qébktes  liegen. 

tlbrigens  bemerke  ich,  daß  die  Breite  des  Gebietes  f,  d.  h.  der  Ab- 
stand irgend  zweier  Randpolygone  dieses  Gebietes  keineswegs  nnteibalb 
Ton  e  oder  einer  sonstigen  aogebbairen  Grenze  au  liegen  braucht.  Das 
gleiche  gilt  fUr  den  Abstand  irgend  eines  Punktes  der  Menge  €  Ton  TT. 
Auf  ein  Beispiel  dieser  Art  komme  ich  am  SefaluB  Ton  $  5  aorOek. 

Auf  einen  weiteren  wichtigen  Sala  fOlizt  folgende  Betrachtung: 

Man  denke  sich  unendlich  Tiele  isolierte  Mengen: 

deren  jede  zusammenhängetul  nnd  nirgends  dicht  ist  Ist  nun  t  irgend  ein 
Punkt  von  T,  so  hat  jede  l*unktmenge 

mindestens  einen  Grenzpunkt  der,  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  keiner 
Menge  angehören  kann.  Die  Gesamtheit  dieser  Punkte  bildet  die  Menge 
7^,,  die  wir  als  Qrenswmge  der  Mengen  bezeichnen.  Von  ihr  gilt  der 
folgende  äate: 

ly.  Bind  Jj,  T„  T,  •  •  unendlich  vidp  isoUet  te  Meiujen,  deren  jede 
susammenhängend  und  nirgends  dicht  ist,  so  ist  auch  ihre  Grenmenge,  falls 
sie  niciU  etwa  aus  einem  eineigen  Funkt  besteht,  susatnmenihängend  und 
nirgends  dicht» 
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Ans  der  Definition  der  Menge  T^^  folgt  nämlich  unmittelbar,  daß  sie 
abgeschlossen  und  iii  refends  die  lit  ist.  Wenn  nun  in  getrennte  Teil- 
mengen T'  und  T  '  zerfiele,  so  ließe  sich  jede  von  beiden  durch  eine 
approximierende  Figur  17'  und  TT"  so  einschlieüeu,  daß  die  von  ihnen  be- 
grenzten Gebiete  f  und  V"  außerhalb  voneinander  liegen;  falls  nämlich 
q{T\  T")  =  â  ist)  80  genügt  es  TT'  und  TT"  so  zu  Hulilen,  daß  sie  T'  und 

T"  im  Abstand  f  <  -  Ò  approximieren.  Ist  nun  t'  ein  solcher  Punkt  von 

r,  der  Grenzpunkt  von 

(CI  =  ^i'j  V>  •  •  •  K)  •  •  • 

ût  und  analog  i"  ein  Punkt  von  T'\  der  Grenzpunkt  von 

{ K  ' }  =  •  •  ■      ■  *  * 

iity  so  gibt  es  einen  Index  so  daß  alle  Punkte  t^-+^  zu  f  gehören  und 
einen  Index  f»",  eo  daß  alle  Punkte  /^„^^  m.  gehÖreii.  Sei  ^  die  grdfiere 
beider  ZahleBi  ao  f<dgt^  dafi  Ton  den  mtaamiiteiihätigeiidm  Meim^ 

je  ein  F^inkt  i$tnef1iaib  TT'  nnd  TT"  liegt;  es  gibt  also  auch  Punkte  dieser 
Ifengen  außerhalb  TT  und  TT''.  Wfthlt  man  nun  aus  jeder  Menge  T^^.^ 
je  einen  solchen  Punkt  aus,  so  liegt  auch  ihr  Greospunkt  nicht  innerhalb 
TT'  oder  TT",  n^äirend  er  andierseits  su  T„  gehört  ]>ies  ist  aber  ein 
Widerspruch  und  daraus  ist  xu  folgern,  daß  T„  nicht  in  getrennte  Be- 
standteile zerfallen  kann.  Falls  also  die  Menge  nicht  etwa  aus  einem 
einaelnen  Punkt  bwteht^  muß  sie  zusammenhfingaid  sein.> 

Einige  Beispiele  mögen  folgen:  Zieht  man  inneriialb  eines  Winkels 
parallele,  Ton  den  Sdienkeln  begrenzte  Strecken^  die  sidi  gegen  den  Sohieitei 
verdichten,  so  besteht  T„  aus  dorn  Scheitelpunkt  Nimmt  man  statt  des 
Winkels  ein  Rechteck  und  läßt  die  Strecken  sich  gegen  eine  seiner  Seiten 
Terdichten,  so  wird  aus  einer  Strecke  bestehen.  Man  kann  also  auch 
Meng^  konstruieren,  bei  denen  eine  endliclie  Zahl  von  Punkten  und 
Strecken  enthält.  Nimmt  man  auf  einer  Geraden  beliebige  gegen  einen 
Punkt  sich  verdichtende  Intervalle  d(  an,  errichtet  in  ihren  Endpunkten 
die  Lote  und  setzt  in  jeden,  über  einem  lîiteiTall  ^,  stehenden  von  zwei 
Loten  begrenzten  Streifen  unendlich  viele  parallele  Strecken,  die  sich  gegen 
einen  inneren  Punkt  von  d,.  als  einzigen  Grenzpunkt  verdichten,  so  hat  man 
eine  Men^e,  bei  der  T,„  ans  unendlich  vielen  Punkten  besteht.  Man  kann 
dies  auch  bü  abändern,  daß  die  über  suchenden  parallelen  Strecken  die 
beiden  Endpunkte  von  d-  als  Greuzpunkte  haben.  Wenn  man  nun  dio 
lnt<  j  v^lle  â.  auf  der  Geraden  so  anordnet,  daß  «io  eine  p^^rfekte  Menge 
bestimmen,  so  wird  eine  nirgends  dichte  perfekte  lineare  Menge  sein. 
Analog  läßt  sicli  eine  Ment?e  konstruieren,  für  die  T,,,  eine  abgeschlossene, 
lineare  Menge  allgemeinster  Art  ist  und  es  ist  klar,  daß  man  statt  der 
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Oeiaden  anch  ein  beliebiges  Enirenttfick  ab  Tri^er  toh  Terwenden 
kann.  Eine  Menge  von  nocb  aUgemetnerer  Stroktar  werden  wir  im 
aftchtten  Paiagraphen  kennen  lernen. 

f4. 

Die  Yerallgemeinerung  des  Cautorscheu  Haupttheorems. 

Wir  betrachten  znnacbst  eine  abgeschlossene  Menge  %,  die  keinerlei 
isolierte  Bestandteile  enthält,  weder  Punkte  noch  «""^»"ni«*^fagyil^ 
Mengen,  und  demnach  perfekt  ist.  Wir  nehmen  überdies  an,  sie  sei  auch 
seiher  nicht  zusammenhangend,  und  lasse  sich  deshalb  in  zwei  Teilmengen 

îj  und  zerlegen.  Keine  von  ihnen  kann  ziL^iammenhänorend  sein,  denn 
sonst  enthielte  ja  %  einen  isolierten,  /.u.sanirnenhängendeu  Bestandteil.  Es 
läßt  .sich  deshalb  auch  j^nle  der  beiden  Mengen  îj  und  in  zwei  Be- 
standteile zerlegen,  deren  keiner  zusaimnenhängend  ist.  Diese  Bestand- 
teile seien  ^T,,,  To,.  Von  ihnen  gilt  da«  i^loiehp.  wir  gelangen 
also  hier  zu  emt-ni  /»  t  !<  uniiigsprozeß,  der  niemals  authui  ii  kann.  Dies 
gilt  auch  bezüglich  jeder  der  Teilmengen        î,^,  •••  also  1  Ic^t: 

V.  Wenn  eine  thtne  perfeìdv  Menqr  nicht  zn.^amwi nhatpjeixi  ist  und 
(iHch  heinr  isolidien,  zusammetihäiuji  tuU  n  JU  skmJlt.iir  rnthäll,  so  läßt  sie 
sich  auf  vielfache  Art  in  Mieimj  tnelr  pafektc  Memfen  xerl^enf  die  immer 
wieder  die  gleiche  Struktur  ix'sitzen,  «  w"  sie  selbst. 

Kiii  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Menge  bildt'ii  die  Lote,  die  man 
auf  einer  Geraden  in  den  Endpunkten  einer  nirgend»  dichten,  perfekten 
Menge  errichtet. 

Übrigens  schließt  der  obige  Satz  nicht  aus,  daß  die  Menge  %  ge- 
schlossene Kurven  enthalt.  Ein  einfaches  Beispiel  erhält  man  folgender* 
maßen:  Auf  dem  Radins  eines  lüreises  k  Terleile  man  Intemdle  so,  daft 
sie  eine  perfekte,  niigends  dichte  Menge  bestimmen/ und  lege  dnreh  die 
End^nnkte  jedes  Intervalles  Kreisbögen,  die  mit  dem  Kreis  k  konzentrisch 
sind  und  deren  LSiige  hei  der  AnnShemng  an  die  Peripherie  von  h  gegen 
den  ganzen  Kreisbog«i  konvergiert,  bei  der  Anniherung  gegen  den  Mittel- 
pnnkt  aber  gegen  NnU.  Das  gleiche  kann  man  auch  auf  der  VerlSngerung 
des  Radius  anfierhalb  von  k  vornehmen.  Man  kann  sogar  auch  Mengen  dieser 
Art  konstruieren,  hei  duien  die  in  ihnen  vorhandeneni  geechloasenfin 
Kurven  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind.  Man  kann  von  mehmra 
oder  auch  unendlidi  viden  Kreisen  ausgehen,  von  denen  je  zwei  aufiw- 
halb  voneinander  liegen,  und  in  ihnen  die  gleichen  Konstruktionen  vor- 
nehmen. Oder  aber  man  kann  die  vorige  Verteilung  Är  eine  unbegrenzte 
Reihe  ionaentrischer  Krmee  wiederholen  und  dann  die  Figur  gegen  einen 
oder  heliehi^  viele  dieser  Kreise  spiegeln.   Wir  kommoi  bei  der  Untere 
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suchuiig  der  durch  oine  ab^e^ichlossene  Menge  bewirkten  Gebietsieiiung 
ilierauf  noch  einmal  zurück.  7,) 

Sei  uunmehr  ^  eine  abgeschlossene  ebene  Menge,  die  isolierte  Be- 
standteile enthält.  Enthält  sie  auch  isolierte  Punkte,  so  sei  J  die  von 
ihnen  gebildete  Menge.  Enthält  sie  isolierte,  zosammeuhtiiigende  Bestand- 
teile, so  seien  dies 

T,  r,  T",  ■  -     •  • . , 

die  zusammen  die  Menge  %  «>  { T^*^ }  ausmachen;  dann  setzen  wir 

Did  Menge  8|  wird  nur  extBti«nii^  warn  es  mundlieh  vide  &oU«rte  PnnUe 
oder  Mengw  T^*)  gibt^  dann  aber  auch  notwendig;  aie  euÜiält  jedra&Ui 
den  Grenzpunkt  von  /  reep.  die  Cbeumenge  T^"*)  aller  Mengen  T('>  als 
Beetandtefl.  Sie  braucht  aber  nicht  aosaehließlich  ans  der  Menge  T^"*)  xu 
bestehen,  Tiehnehr  wird  sie  im  uligemeinsten  Fall  den  Typus  einer  be- 
liebigen abgeschlossenen  Menge  besitsen.  Daß  sie  al^;eschlo88en  ist^  folgt 
unmittelbar  ans  ihrer  Definition;  daß  sie  aadi  einzelne  Punkte  enthalten 
kann,  lassen  die  oben  in  §  3  angefahrten  Beispiele  erkennen.  In  diesen 
Beispislem  ist  übrigens  @|  mit  T^'^  identisch.  FOgt  man  jedoch  bei  diesen 
Beispielen  der  Menge  @  die  Gerade,  auf  der  die  Intervalle  d«  liegen,  ganz 
oder  teilweise  hinsa,  so  hat  man  Mengen  @,  bei  denen  nicht  mit  T^"' 
identisch  ist  Elndlidk  ist  xu  bemerken,  daß  wenn  Tt")  snsammenhingend 
ist,  oder  einen  susammenhingenden  isolierten  Bestandteil  besita^  es  in  ®| 
keinen  isolierten  Bestandteil  an  geben  braucht,  dem  Tt»)  angehört.  Ein 
solches  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  für  ®i  die  Lote  wfihlt,  die  man 
in  den  Punkten  einer  nirgends  dichten  lineaien  Menge  errichtet,  und  f&r 
T^'"^  Strecken^  die  sich  gegen  eines  dieser  Lote  verdichten. 

Man  unterwirft  jetzt  die  Menge  (S^  der  gleichen  Behandlung,  die  wir 
eben  auf  @  angewendet  haben.  Besitzt  sie  einen  isolierten  Punkt  oder 
einen  isolierten,  zusammenhängenden  Bestandteil,  so  spaltet  man  alle  diese 
Bestandteile  von  ihr  ab  und  erhält  eine  Gleichung 

(B)  6,  -  J,  +  5C,  +  ©,  -  j;  +^f>+  ®„ 

\vu  3^  uui"  exißtiertj  fuILs  die  Punkte  von       resp.  die  Aieiigeu  von  Î,  in 
unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind,  dann  aber  auch  notwendig.  Auch 
ist  eine  abgeschlossene  Menge,  auch  sie  kann  wieder  isolierte  Punkte  oder 
isolierte  zusammenhängende  Bestandteile  besitzen.   Dann  zerlegt  man  sie 
ebouo  und  kann  diewn  Prooefi  immer  weiter  fortsetzen;  für  jedes 
findet  sich  eine  Gleichung 

Mengen  dieser  Art  erhält  man,  wenn  man  in  den  oben  erwähnten  Bei- 


Digitized  by  Google 


Beitiäge  zur  Theorie  der  Puaktmengen.  II.  14B 

•piden  jede  isolierte  Strecke  durch  anendlieh  viele  erwlx^  die  sieh  gegen 
aie  Terdichten,  und  dies  wiederholt  ausführt 

Der  TOrstehende  Ahspaltungsprozeß  kann  bis  zu  transfiniten  Ordnungs- 
sahleu  fortgesetzt  werden.  Naturgeiimß  koiunit  dies  nur  dann  in  Frage, 
wenn  für  jedes  die  Menge  unendlich  Tiele  Bestandteile  enthält  Es 
gibt  aber  eine  bestimmte  transünite  Ordwmgszahl,  für  die  er  sein  Ende 
erreicht  Diese  Tatsstche  bildet  das  genaue  Analogon  des  Can  tor  sehen 
Haupttheorems,  das  sie  als  speziellfln  Fall  unter  sich  enthalt,  und  kann 
folgendermaßen  bewiesen  werden. 

Ans  den  Mengen 

denke  man  sich  je  eitlen  Bestandteil  bdiebig  herausgriffen  und  bezeichne 
ihn  durch  7t  7»    7»  r 

Wie  wir  ohea  sahen,  gehört  kein  Ponkt  der  Menge  ^  einer  der  Mengen 
JC»)  an.  Die  beiden  Mengen  T  und  @i  haben  daher  einen  Ton  Noll  rer- 
sehiedenen  Abstand  nnd  wir  setzen  ç{T,  @J  ^  d.  Da  T^,  T^,  -  sämt- 
lich Bestandteile  Ton  ^  sind,  so  ist  dann  andi  für  jedes  X  ^  1 

(4)  q{T,  T,)  ^  d. 

Ebenso  folgt,  daß  kein  Punkt  von  der  Menge  angehört:  wird 
p(  Tj,  ^Oj)  =  dj  gesetzt,  so  ist  für  X  >  2 

(5)  çiT„T,)>ô,. 

So  kann  man  fortCahren;  setzt  man  ç{T^_i,  6^)  —  â^,  so  ist  aach 

(6)  »(2;-.,  2^2:*,; 

man  hat  also  uuch 

Non  sei  ô'  die  ìdeinere  der  beiden  Großen  â  und  d^,  ebenso  è"  die  kleinste 
der  drei  (hdßen  d,  â^,      und  schließlich  d<^>  die  kleinste  s&mtliclier 
âi,  "  -       Bestimmt  man  dann  s,  e^,  •  <  •  s^  so,  daß 

ist  nnd  schließt  jede  Menge  mit  der  sie  im  Abstand  appioximioenden 
Figur  TTj  ein,  so  folgt  aos  der  Definitionseigenschaft  dieser  Figuren,  daß 
je  zwei  der  Ton  den  IT^^  eingeschlossenen  Gebiete 

^if  ^99  •  •  •  r^,  •  •  ' 

außerhalb  Toueinander  liegen. 

Diese  EigSDsehaft  laßt  sich  von  i»  auf  ft  +  1  unmittelbar  fibertragen. 
Ist  nimlich  wieder         irgmd  eine  Mmge  von  ^^.,.1  und  ist 

so  ist  sicher  anch 
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man  hat  also  auch 

und  wenn  nun  mit  â^*^i  die  iUeiiMfe  aUer  Qzöfien  è,  d^,  •  «  -  d^^j  be- 
leiehnet  tmd  e^^^  <  ~  i^*^'  wSUt,  so  wird  die  Figur  TT^^.,,  àie  T^^j 
im  Abstand  c^^i  approximiert,  die  Eigenaehaft  haben,  daS  ihr  Innerea 
aufierhalb  aller  der  Gebiete  V,      •  •  •  liegt 

Diese  Eigenschaft  laBt  sich  aber  au<di  Ton  [ft]  auf  o  flbertragen.^ 
Wenn  nSmlich  anch  die  Menge  %^  anendHdb  Tiele  isolierte  snsammen- 
hingende  Bestandteile  enthält,  so  hat  man  die  Gleichung 

(8)  ^  X,  +  ^7^)  +       =  3«  +  x„  +  8„^,. 

Ist  nun       die  Qrenzmenge  ill*  i  Mengen 

SO  wird  nur  zu  ein^tn  Summanden  ron  %^  gehören.  Sei  ein  solcher 
Bestandteil  Ton  %^  =  ^'2*^^  dem  kein  Punkt  Yon      angehört,  und  sei 

Da      anch  Bestandteil  der  Menge  @j  ist^  so  gilt  die  Gleichung  (4)  auch, 
wenn  wir      durch  7J  ersetsen;  das  gleiche  gilt  fttr  die  Gleichung  (5) 
nsw.  Es  hat  also      Ton  jedem     einen  ron  Kall  Terachiedenen  Abstsnd. 
Seien  die  Abstände 

(9)  TJ  =  TJ)  =  d,',  . . .  (,(2;,  TJ     d,',  . . . 

80  kaim  die  untere  Grens^  aller  dj  nicht  Null  sein.  Wählt  mau  nämlich 
in  den  Mengen  Punkte 

wo,  daB  Ar  sie 

Qit,  r.o  -  â\  Q(t,,  TJ)  =  dv, . . .      TJ)  »  d;, . . . 

ist,  80  müßte  sonst  der  Abstand  ihres  Häufungspunktes  von  TJ  kleiner 
als  jede  beliebige  Größe  sein,  der  Pnnkt  mflßte  also  TJ  uigehdren. 
Dien  ist  aber  uusgesolilossen,  da  i",,,  zu  T  cr»'hört 

8ei  nun  die  untere  Grenze  aller  so  kann  mau,  wenn  man  jetzt 
die  ubigeu  Größen  £   noch  der  Beschränkung  unterwirft  samtlich  kleinei 

als  yd,'  KU  sein,  um  TJ  eine  approximierende  i'igar  TIJ  im  Abstand 
s^'  <  y  ô^,  so  seichnen,  daß  alle  Gebiete 

r  r.  r.  •  •  r    •  •  r 

außerhalb  voneinander  liegen.  Der  SciiluÜ,  daß  man  jede  neue  Figur  TT 
so  zeichnen  kaiiu,  daß  das  zugehörige  Gebiet  f  außerhalb  aller  bereits 

*)  Vgl.  bienm  meinen  Meht,  S.  46ff. 
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TorhAndenen  Gebiete  liegt,  gilt  also  nicht  allein  beim  Fortgang  von  fi  zu 
1^  +  1,  sondern  aaok  beim  Fortgang  Yon  [fi]  za  co.  Er  ist  daher  auf  jede 
transfinite  Zahl  ausdehnbar*).  Da  nun  aber  gemäß  einem  Cantorschen 
Sats  die  Zalil  der  voneinander  verschiedenen  und  aafierhalb  Toneinander 
lifjgmden  Gebietsteile  endlich  oder  abzählbar  ist,  80  muß  unser  Verfahren 
Dftch  einer  endlichen  oder  abzählbaren.  Menge  von  Schritten  sein  £nde 
erreichen.    Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen,  also  folgt: 

VI.  Jede  abgeschlossene  Menge  läßt  sich  durch  uiederholie  AbspaUung 
isoliertet-  Punkte  oder  isolierter ,  zusammeniiängender  Mengen  so  redtusieren, 
daß  zidetzi  eine  jxrplh'  Menge  ührig  hleihf,  die  heinc  isolierteti  Bedandteile 
tneftr  enUiäli,  und  zuar  gil)i  <■-<  nne  Zaiii  a  <lrr  rrsten  oder  eweüen  Zakl- 
Masse,  für  die  dieser  BeduJdi'  iisjjrogeß  sein  J^ndè  erreichi. 

Mau  hat  also  die  Gleichung 

S  -     +  2:x,  +  X., 

»  =  0,1,«,     ,w,  *-0,l,%,     ,">,  ■ 

wofür  ich  im  Anschluß  an  die  Cantorsche  Schreib weibe  noch  »etze 

®  =  91  + 

wo  )H  abzahlbar  ist  imd  %^  keine  isolierten  Bestandteile  mehr  enthält; 
die  Menge  %^  ist  daher  entweder  zusammenhängend  oder  sie  hat  den 
im  Satze  V  aiisgesprocherien  Typus.  Anch  hier  ist  klar,  daÜ  die  Menge 
%^  nicht  blob  aus  Grenzpunkteu  solcher  Punkte  zu  bestehen  brauch^  dia 
der  Menge  9Î  augehören. 

ÜbrigenH  liefert  die  obige  Darlegung  auch  erneu  neuen  einfachen 
Beweis  des  Cantorschen  Theorems  selbst 

§  5. 

Di«  geHchloHHone  Kurve. 

Die  weitere  Analyse  der  Struktur  und  der  Eigenschaften  der  perfekten 
Mengen  beruht  aaf  einigen  Begriffen  and  Sfitoen,  die  ieh  im  folgenden 
snsammenstelle. 

Ist  8  ein  Punkt  einor  nirgends  dichten  abgeschlossenen  Menge  @,  so 
liegen  in  jeder  Nähe  von  s  ii'ttnkte  der  Komplenientärmenge  9)2.  Der 
Punkt  ^  heißt  daher  ein  Oren/fpmkt  des  üelnäes  Umgekehrt  besteht 
aber  auch  der  Satz: 

Die  gesamte  Grmte  &ne8  Ot^ndes  SOI  ist  eine  abgeschlossene  mrgends 
dichte  Meiige  3. 

In  der  Tat  folgt  aus  der  Definition  der  Orenzpunkte  sofort,  daß  die 
Menge      nirgends  dicht  und  abgeschlossen  ist   Man  bezeichnet  S  in 

*)  Tergi.  Cantor:  Disse  Annaleo  Bd.  81  S.  676,  sowie  meinen  Beridit  fiber 
MsBgei^re,  S.  46  ff. 

MrtfciMrtltéto  Aa—ke.  LDL  10 
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dÌ6ier  Hîusicht  als  Gébietsf^enze  und  nennt  die  Punkte  von  ^  selbst 
Punkte  des  Gebietes  Übrigens  erfordert  der  Sate  and  die 
Definition  nicht  ^  daß  ^  ein  zusammenhängendes  Gebiet  ist. 

Nehmen  vrir  nun  inshegondere  an,  daß  SR  ein  zusanunenhängendee 
Gebiet  ist,  ho  besteht  der  Satz: 

1st  M  ein  -n^ammeiihängmdes  Gebiet,  ist  seine  volle  Greme  natd 
hestàU  die  Glekimng 

so  hleiU  das  Gif  mi  lÜi  zusammenhängend,  wenn  man  üim  dirjmigm  Fmilcte 
von  S  hinmfûyt,  dœ  Grenspunl  te  nur  von  y)i ,  nhrr  nüht  van  3)îi  siml 

Seien  @'  diejenigen  Punkte  von  @,  die  Grenzpuukte  nur  von  'ìk  und 
nicht  von  Mi  sind,  so  ist  zu  zeigen^  daß 

eine  «Wininiffliliiiiigende  Hcnge  ist  Dasn  betrachte  man  einen  Punkt  s  von 
@'  so  gibt  es  um  einen  Kreis,  der  ganz  dem  Gebiet  W  augehört;  es 
sind  also  je  zwei  Punkte  dieses  Kreises  mitdnander  verbindbar.  Andrerseits 
liegen  im  Inneren  dieses  Kreises  Punkte  von  SW,  und  da  diese  mit  einem  be- 
liebigen Piinkte  m  von  verbindbar  sind,  so  folgt  dies  auch  fÖr  den  Punkt  6*'. 
Dies  gilt  für  joden  Punkt    von  S',  also  ist  SO?'  einr  '/n?ammenhängende  Menge. 

Wir  l)e\veisen  nunmehr  den  nachstehenden,  iür  die  weiteren  Schlüsse 
grundlt^Lj:ei!  len  Satz: 

VIL  Zvrfaiit  das  Imwre  cims  Polygone  in  zwei  getrennte  Gdnete  3 
und  ^l,  iff-reii  jedes  zusammenhamjend  ist,  so  gibt  es  Punkt/',  die  sou  ohi 
zur  Greu  i  run  %^  ide  zar  Grenze  von  3  yeliören,  und  diese  bdden  eine 
nirgends  d teilte  perfekte  zusammenhängemle  Menge  T. 

Zunächst  zeigen  wir  die  Existenz  der  Menge  T.  Sei  ^  das  Polygon, 
sei  ferner  die  volle  Grenze  von  %  und  @<  die  volle  Grenze  von  3. 
Wenn  uuu        uud  ^^  keine  gemeinsamen  Punkte  hätten,  so  sei 

und  gei  Öq  die  kleinste  der  drei  Größen  â^,  â^.  Konstruiert  man  dann 
im  Abatand  «<Yd«  die  zu  @,  und  @|  g«b<}iigen  Polygonfiguren  TT^ 

nnd  TTj,  so  liegen  sie  innerhalb  f  nnd  es  mfißte  unter  alien  ihnen  an- 

gehOrigen  Handpolygonen  mindestens  je  eines  g^ben,  so  daß  swei  Punkte 
dieser  Polygone  durch  einen  Weg  l  verbindbar  sind,  der  nnr  zu  3  reap.  9 
gehört  Seien  P,  und  P„  diese  Polygone.  Von  einem  Punkt  Ton  P| 
l^be  es  ifcladMin  einen  Weg  zu  und  von  einem  Punkt  tn^  von  einen 
Weg  zu  und  diese  Wege  bilden  mit  l  zusammen  einen  Weg,  der 
Punkte  von  ^ì  und  ^^1  enthalten  würde,  was  unmöglich  ist.  Damit  iat  die 
Existenz  der  Meuge  T  nachgewiesen. 

Aua  ihrer  Definition  folgt  nunmehr  leicht,  daß  aie  ttii|^ds  dieht 
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laâ  «bgeadilomen  ist  Sie  kann  aber  auch  keinen  iaolierlen  Pnnkt  ent- 
halten,  denn  in  desaen  Umgebnng  wflrden  Punkte  von  %  nnd  3  liegen,  die 
Terbindtiar  witen.  Endlich  muß  T  auch  gnMiniifi«nliS.w|yatMl  sein.  Zerfiele 
nSmlicb  T  in  zwei  Teilungen  Ti  und  T^,  so  konstruieren  wn  wieder  die 
innerhalb  $  gelegenen  approximierenden  Figuren  TJ^  und  TT,.  Unter  ihren 
Bandpoljgonen  gäbe  ee  mindestens  eins,  es  sei  P,  so  dafi  innen  und  außen 
▼en  ihm  Punkte  von  T  lagen,  wfthrend  es  selbst  nicht  zu  T  gehört.  Da 
nun  jeder  Punkt  von  T  (Kreuzpunkt  von  SSL,  wie  von  3  ist,  so  lägen 
innerhalb  und  außerhalb  des  Polygons  Punkte  von  %  wie  von  3.  Nun  sind  je 
zwei  Punkte  yon  %  durch  einen  zu  gehörigen  Weg  verbindbar;  dies 
gilt  daher  auch  filr  einen  innerhalb  und  einen  außerhalb  von  P  gelegenen 
Punkt  von  ÎI  und  da  diese  Wege  P  kreuzen,  so  muß  P  zu  S  gehören. 
£ben8o  konnte  man  folgern,  daß  P  zu  3  gehört,  was  nicht  möglich  ist. 

Eine  jede,  dm  Bedingungen  des  vorstehenden  Satees  ff&Uigende  Me»jfe 
soU  gegehlossene  Kurve  ineißen.  Durch 

C,  3(<7),  «(0) 

ioU  die  Kmnitf  ihr  hmms  und  Jmfieres  beseîèhnet  werden.  Ferner  soll 
jede  zuaammeuhangende  Teflmenge  Ton  C  ein  ävsammmhängender  furoew- 
hogm  oder  kniz  ein  Emvenbogm  heifien. 

Zur  Kurve  C  konitmieren  wir  jetat  gewiaie  approximierende  Polygone, 
und  swar  in  folgender  Weise:  Sei      derjenige  Punkt  ▼<»!  dessen 

Abstand       vuu  C  ein  Maximum  ist,  und  sei  e<C^Qf^,  so  konstruieren 

wir  die  die  Kurve  C  im  Abstand  c  i^proximierende  Polygonfigur  TT.  Diese 
kann  noch  sehr  vielgestaltet  sein.  Es  gibt  aber  ein  wohl  definiertes  ein- 
faches Polygon  P,  das  Bestandteil  von  TT  ist  und  den  Punkt  ein- 
schließt. Innerhalb  dieses  Polygons  liegen  alle  diejenigen  Punkte  m  von 
2E(6'),  die  mit  durch  Wege  l  verbindbar  sind,  so  daß  fOr  jeden  Punkt 
von  l 

iai  Iba  kann  daher  $  so  wählen,  daß  jeder  beliebige  Punkt  m'  innerhalb 
des  zugehörigen  Polygons  P  fallt  Ist  nimlich  l*  der  von  nach  m 
f&hrende  Weg  und  ist 

p(r,  c)  -  ç\ 

80  hat  man  «  <  ^'  zu  wählen.  D«ikt  man  sich  also  eine  gegen  Null 
konTeigierende  Beihe  TOn  ChrOBen 

*  >  *i  >    >•>£,>••  , 
so  werden  die  xugehdrenden  einfiushan  Polygone 

10* 
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inuofir  gir5Bero  Teile  toh  3(C)  ei$$9eMiefieH  und  IQr  Um  «r  «  oo  liât  mm 

lim  3(P,)  -  3(C). 

»-=  OB 

Dipso  Polverone  nenne  n  !i  iipproxiniierpude  innere  Polygone.  EbeUBO  kann 
mm  eine  lieihe  von  einfachen  Polygonen 

beetünmeDi  die  immer  gröftere  Teile  Ton  91(0)  amsMeßem  und  swar  so,  dafi 

Um  «(^,)  -  %{C) 

ist}  aio  sollen  approximierende  nf(ß(rf'  Polygone  heißen. 

Die  Eeihe  dieser  Polygone  bat  überdies  die  Eigenschaft,  daß 

C-UmP,-lim^, 

reo»  VBt» 

ist.    In  der  Tat  folgt  unmittelbar,  daß  wenn  man  auf  den  Polygonen 
Punkte 

bdiebig  aimimmt,  jtder  zu  ilmen  gehörige  Orenapunkt  za  C  gehört 
Andrereeite  ist  jeder  Punkt  e  Ton  C  Gienspimkt  einer  gewiesen  Beilie 
Ton  Punkten  .  . 

'i?  'â>  'sj  •  •  '>K>  '  '  -, 
die  zn  ^  gehören  und  nur  ihn  als  Grenzpuiikt  besitzen.  Diese  Punkte  bestim- 
men gewisse  Polygone  , . p(»), . . . 

SO  daß  P'  das  ente  Polygon  ist,  zu  dessoi  Iimerem  ^  gehört,  P"  das 
erste,  zn  dessen  Innerem  t,  gehört  usw.  Ist  dann  j>'  deijenige  Punkt 
dee  Polygons  P',  der  am  nächsten  zn  »|  Uegt,  der  analoge  Punkt  von 
P"  usw.,  so  weiden  anéh  die  Punkte 

P,  p\  ■  ■  ;  V-'\  ■  •  ' 

den  Punkt  c  zum  Grenzpuiikt  haben.  Wir  sagen  noch,  daß  die  Kurre  C 
die  beiden  Gebiete  3  und  Sil  vt)neinander  trenni    Also  folgt: 

VIII.  Zu  jeder  yeacitii/iisenen  Kurve  tfiht  es  eine  lieilie  innerer  und  äußerer 
approxUnierender ,  einfacher  Volyyune  von  der  Art,  daß  die  Polygane  gegen 
die  Kurve,  und  daa  Innere  resp.  Außere  dieaer  Folygotte  gegen  das  Innere 
resp.  Äußere  der  Kurve  konvergieren. 

Über  die  Breite  des  zwischen  und  liegenden  Gebietes  kann 
auch  hier  nichts  auages^  werden.  Sie  kann  für  jedes  v  ganz  oder  teil- 
weise oberhalb  einer  festen  endliehen  €höBe  bleiben.    Schon  die  Karre 

y  «  sin  ^  liefert  ein  BeÌ8piel,  bei  dem  die  Ringbreite  für  jt'dts  v  8telleu- 
weise  (größer  als  2  bleibt.  Ein  vorefii^liches  Beispiel  liefert  uImm-  die 
kürzlich  ?on  üerru  Osgood*)  bescbriebeue  Kurve,  die  emen  meübarei^ 

*)  Trsmactioiu  of  the  Amor.  Math.  Soc.  Bd.  4,  8. 107  (im;. 
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Flächeninhalt  uicht  umBchließt.  Der  Umttand,  daß  dieser  nicht  meßbar 
ist,  beruht  gerade  darauf,  daß  die  Breite  âm  aie  eixuohließenden  polygonalen 
Ringgebietes  nirgends  anter  eine  gewÎMS  tob  Null  Tenchiedeae  Größe 
sinkt,  wie  klein  man  anok     wSlilen  mag. 

§6. 

Hie  Zerlegungs-  nnd  Zusammensetzungssätie  für  gesehlossene  Karren. 

handelt  sich  jetzt  darum,  för  die  geschlossenen  Kuiren  und  die 
durch  sie  begrenzten  Gebiete  die  Sätze  abzuleiten,  die  denen  über  Zerlegung 
und  Zuganimeusetfunfi^  der  Polygone  entsprechen.  Naturgemäß  beschränken 

«ir  uns  auf  die  einfachsten  Fälle,  da  durch  deren  wiederiiolfp  Anwendung 
die  andern  sich  ergehen.  Zu  diesem  Zweck  genügt  es,  z^v^M  f^esehiossenc 
Kurven  C  und  C  zu  betrachten  und  alle  mögUcheu  Lagen  zu  erörtern,  die 
sie  zueinander  hnhen  können. 

Der  Yotlständigkeit  hiiHiPr  betrachten  wir  zunächst  auch  den  Fall,  daß 
C  und  f  keinen  l^unkt  gemein  haben,  alsdann  sei  Ò  ihr  Abstand  Kon- 
struiert man  nun  die  Polygone  F,  Q,  P',  Çf,  die  C  und  C  im  Abstand 

e  <  Y  ^  Ton  aofien  und  innen  approzimieraB,  ao  haben  kmne  swei  Ton 

ümoi  einen  Punkt  gemdn.  Sinil  daher  f  und  V  die  tod  ihnen  begrenaten 
Gebiete,  eo  liegen  aie  enhreder  anBerhall)  Toneinander,  oder  daa  eine 
liegt  innerhalb  dea  andern.  Im  ersten  Fall  liegen  aneh  die  Gebiete  3(C) 
und  3(C)  anfierhalb  Tonelnander,  im  sweiten  ist  daa  eine  ein  Teilgebiei 
des  andern,  waa  einer  nilieren  Auaflihrung  nicht  bedarf.  Im  erafeen  Fiali 
hat  man  noch 

a»  -  3(C)  +  3(C')  +  « ', 

wo  sweifach  suaammenUbigeBd  iek  Àia  Queradinitt,  der  V  einfiMsh 
anaammenh&igend  machl^  kann  man  den  Yerbindnngaweg  zweier  Punkte 
IM  und  m'  nehmen,  die  beliebig  auf  Q  reap.  Ç[  liegen,  aowie  die  tob 
ihnen  zu  C  reap.  C  fthrenden  Wege.  Im  aweitan  Fall  hat  man  analoge 
falls  C  innerhalb  Ton  C  liegt, 

m  -  5(c')  +  ît(C)  -  3", 

wo  5"  wieder  zweifach  zusammenhängend  ist. 

Wenn  0  und  C"  gemeinsame  Punkte  besitzen,  so  wollen  wir  zunächst 
amiehmen,  dab  k>in  Punkt  Ton  C  außerhalb  von  C  liegt,  Daun  kann 
auch  kciii  innerer  Punkt  von  C  äußerer  Punkt  von  C  sein.  1st  nämlich 
a  ein  Punkt  von  91(6"),  und  Q  ein  die  Kurve  G  approximierendes  äußeres 
Polygon,  das  a  ausschließt,  so  liegt   C  innerhalb  von   Q  und  falls 

^-")  —  BkVich.  das  Polygon  Q',  das  C  im  Abstand  «  <4-i2 
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von  außen  approxiuiiert,  iuiierbalb  voti  ^>  liegen.  Es  kann  daher  kein 
Punkt  von  ^(C)  außerhalb  Q  liegen,  und  da  Q  ein  beliebiges  Polygon 
war,  so  ist  damit  die  Beàauptiing  bewiesen,  es  ist  &\bo  jeder  innere  Punkt 
von  6  auch  imwrrr  Punkt  von  C  und  damit  jeder  äußere  Punkt  von  C 
zugleich  äußerer  i'unkt  von  C.  Dann  sind  die  beiden  Gebiete 

immer  noch  /Ausanmienliäugende  Gebiete.  Sind  nämlich  i  und  zwei 
innere  Punkte  von  C  und  ist  l'  ein  sie  verbindender  Weg,  der  also  aus 
inneren  Punkten  von  C  besteht,  so  ist  ja  jeder  dieser  Punkte  innerer 
Punkt  fÖr  C  und  C  zugleich,  woraus  die  BehAupkmg  für  3'  folgt  Ebenso 
folgt  ne  f&r  9(6'). 

Ist  nun  jeder  äußere  Punkt  Ton  C  aueh  SnBarer  Punkt  von  C,  so 
sind  C  und  C  ideotÌBeh.  Wenn  aleo  0  und  C  Tenddeden  imd,  go  mv3 
es  äuBere  Punkte  tob  C  geben,  die  innere  Punkte  von  0  sind.  Sie  mögen 
die  Menge  ^  bilden.  Seien  f*  nnd     zwei  Ton  ihnen,  seien  die  AbtiSiide 

c)-d,       CO  -  tf',  Q(H,C)^â„  ^(h",^)-^ 

nnd  Bei      die  kleinste  dieser  Tier  Grdflen;  konstruiert  man  dttnn  dss 

Polygon  P,  daâ  C  von  innen  im  Absland  f  < *o  approximiert,  und  das 

Polygon  Ç',  das  C  in  gleichem  Abstand  von  außen  approximiert,  so  wird 
f"  nnd  ij"  sowohl  innerhalb  P,  wie  außerhalb  Q'  liegen.  Man  sieht  nun 
•/.unächst,  fi  aß  sich  die  Polygone  P  und  durchdringen.  Denn  sonst 
läge  notwendig  Q'  innerhalb  F,  also  auch  C  innerhalb  C,  was  nicht 
der  Fall  ist. 

Die  sich  Hurchdringenden  Polygone  teilen  die  Ebene  in  eine  endliche 
Zahl  von  (iol arten.  Deren  gibt  es  vier  Arten,  die  wir  in  leichtverständ- 
licher Bezeichnung 

{%%'),  («SO,  ©«o,  mi 

nennen  wollen.  Dabei  en&ilt  ÇàV)  alle  diejenigen  QebieMetle,  deren 
Punkte  sowohl  in  9(P)  wie  m  i(Çf)  gekSren  nsw.  Insbeeondeve  gehören 
die  Punkte  T  und  t^"  beide  su  (3V),  wahrend  jeder  Pnnkt,  den  0  und  CT 
gemein  haben,  dem  Gebiet  (HtT)  angehört 

Ss  ist  leidit  sn  sogen,  dt^  die  Zahl  der  TeUgdriek  in  die  (Sr) 
ßerßm,  ißeid^  der  ZM  dem-  iei,  in  die  MerßOL*)   Wir  be- 

leiciinen  nodi  die  Gesamtheit  der  ersteren  dnroh  J  nnd  die  Gesamtheit 
der  letzteren  dnreh  G,  Jn  J  sind  t"  nnd  enthalten,  in  G  jeder  an 
0  und  C  gehorigie  Ponkt  Wir  beieichnen  feiner  dnrdi     den  gesamten 

^)  Ehcoio  ist  die  Zahl  der  Gebiete        gleiob  der  von  CKtt'). 
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Umfang  ron  G  und  durch  den  gesamten  Umfang  von  J.  Jed^  dieser  Um- 
fange gebort  teilweise  zu  P  und  teilweiie  sa  Q'.  Isk  s  ein  Scbnittpiuildi 
Ton  P  uad  ^,  so  können  wir  setzen 

(1)  p-&  +  2;<),-f         <j^-.z«  +  2;q;+2;v, 

Nunmehr  nehme  man      <     f  beliebig  an,  so  liegt  P^  außerhalb 

P  und  P/  innerhalb  Ç^.  Es  liegt  (leiunach  auch  jeder  Punkt,  der  zum 
Gebiete  gehört,  also  auch  (V^  seihst,  innerhalb  von  G.  Gau/  aiiulog 
folgt,  daß  J  innerhalb  von  J,  liegt  Wenn  wir  also  gegen  Nuii  kon- 
vergieren lassen,  so  k(»unen  neue  Gebietsteile  von  G,  außerhalb  der  schon 
vorhandenen,  bei  wachsendem  v  niemals  auftreten;  dagegen  ist  es  wohl 
möglich,  daß  mit  waciisendem  r  sniche  Gebietsteile  vtrscJm  tmitu. 

Es  sind  nun  folgende  Fälli  mciglich:  Gibt  es  ein  v,  so  daß  alle 
Gebietsteile  von  G^  versciiwundeu  «lud,  ro  gibt  es  auch  ein  QJ,  das  ganz 
innerhalb  von  P^  liegt.  Wir  kommen  also  auf  den  i  üll  /.uriick,  daß  C 
und  C  keinen  Punkt  gemein  haben.  Wenn  daher  C  und  C"  gemeinsame 
Punkte  haben,  so  gibt  es  eine  imbegrenzte  Folge  von  Gebieten, 

G,  Gl,  (tj,  •  •  -,  G^,  •  -, 
so  daß  jedes  fnlgPTide  innerhalb  des  vorhergehetidi n  liegt,  und  alle  Punkte 
die  in  aämtiichen   (t.   »  iitlialteu  sind,  sind   ijeiiu  insanie  Punlvte  von  C 
und  C   Bezeiclmen  wir  sie  durch       und  beachten,  daß  die  m  allen 
euthalt«  upu  L'ruikte  zugleich  die  ürenzmenge  der  Umfange  aller  Cr,  dar- 
stellen, so  folgt 

(2)  -  lim 

Ebenso  definkran  wür  je  eine  TeUmenge  C^  and  0/  Ton  C  reep.  C  dnieh 
die  Gleiehongeo 

(3)  C|-lim27«  +  27)i|y      (7/ -  Um  27«  + 'Sq/. 

Jedes     liesfceht  ans  einer  endlichen  Zahl  geirannier  Gebiete;  sie  seien 

^wlt  ^yiy  '  '  'y  ^ri- 
Sei  nun  G^i  ein  Teilgebiet,  das  mit  wachsendem  v  verschwindet,  fllr  das 
also  eine  Zahl  N  existiert,  so  daß,  wenn  q'>  N  ist,  kein  PonU  T<ni 
mehr  za  G^  gehört.  Dann  kdnnen  wir  jedes  derartige  G^^  aus  G^  tilgen.  Sei 

die  so  reduzierte  Gebietemeutro,  so  wird  nunmehr  jedes  G^^^  aus  mindestetis 
l/k  geketmten  Teilgebieten  bestehen.  Analog  besteht      aus  X  Teilgebieten 

nnd  wenn  das  Gebiet  G^f  für  v  —  q  verschwunden  ist,  so  bewirkt  dies, 
daB  ftr  y«-^  swei  der  Torstehenden  Teilgebieie  sich  sa  einem  Gesamt- 
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pcbiet  vereiiiip;t  habcm.  Wenn  wir  von  je  zwei  solchen  Gebieten  uur  eines 
beibehalten,  so  entsteht  eine  reduzierte  Gebietßmenge 

«'l-'-*  (•'»i>  «Çt*  •  •  'f  «'»VI» 

80  daB  nim  auch  jede»  J^^^  ans  mmdesims  hl  gdrmUm  Teilgebieten  be- 
steht^ und  zwsr  so,  daB  je  zwei  ron  ihnen  flir  jedes  ^  Toneinander  getrennt 
bleiben.   Ss  ist  Uar^  daB  es  genügt,  statt      und      die  Gebietsmengen 
and      in  Betneht  za  zieben. 

Non  kann  zanaehst  jedes  49/  ein  einziges,  zosammenlAngendeB  Ge- 
biet sdn.  AimÌMiti  gemSB  Satz  IV  aach  eine  zosammeniiSngende 
Menge.  Die  Kaxren  C  und  C  haben  daher  einen  zosanunenhingenden 
Eurr^bogen  gemein,  der  Übrigens  anch  ein  Punkt  Bein  kann.  Umge- 
kehrt ist  Uar,  daB,  nur  wenn  jedes  6/  ein  zusammenhangendes  Gebiet 
iti,  C  und  CT  einen  zusammenlüuigenden  Eurrenbogen  gemein  haben 
können.  OemäB  dem  angefilhrten  Poljgonsatz  ist  ferner  auch  jedes  J/, 
also  auch  3"  selbst  ein  einziges,  zusammenhängendes  Gebiet.  Umgekehrt 
folgt  auf  die  gleiche  Weise,  daß  wenn  jrdfa  J/  ein  zusammenhängendes 
Gebiet  ist,  dies  auch  fOr  jedes  Cr/  zutrilft  Übrigens  sind  auch  6'^  und  C{ 
zusammenhingende  Mengen,  wie  wir  am  Ende  dieses  Paragraphen  be- 
weisen werden;  sie  bilden  entweder  je  eine  geschlossene  Eur^e  oder  ein^ 
Eurvenbogen,  also  folgt: 

IX.  Liegt  kein  Funkt  der  geschlossenm  Kurve  C  außerhalb  der  ge- 
sehloitsenen  Kurve  C  und  habm  C  und  C'  einen  Kurvetiboffcn  gemein,  so 
zerlegt  die  Kurve  C  das  Innere  von  C  in  zwei  durch  sie  getrennte  Gebiete, 
deren  jedes  einfaeh  zusamnmihmigend  ist  und  tungekehrL  Das  eine  dieser 
Gebietf  rsi  zuijleich  das  Innere  von  C 

Die  I 'nnktmenj^e      besteht  ihrer  Deünition  nnrh  mis  solchen  Punkton, 
die  Grenzpuiikte  entweder  nur  von      und  VI  kIi  i       r  gem»Mnsaine  (ìrenz- 
punkte  von  3',  ^"  imd  ^  sind;  diese  sind  zugleich  die  Orenzpunkte  der 
Pimkte  Xf.  Setzt  man 
(4)  C,  -  C„  +  C„ 

WO  C,^  die  Punkte  darstellt,  die  Gremqpunkte  von  i^',  3"  und  %  sind,  so 
ist  eine  abgeschlossene  ÌCeBge.  Die  Menge  C'^^  ist  nicht  abgeschlossen; 
wie  dip  Beispiele  zeigen,  kann  sie  sich  nuf  Null  reduzieren.  Die  Menge 
C-^j  ist  ilirer  Definition  nach  auch  Bestandteil  Ton  Q  und  C/,  wie  die 
Gleichungen  (B)  unmittelbar  erkennen  lassen. 

Besteht  nicht  jedes  Oehiot  G^'  ans  einem  zusammenhängenden  Be- 
st4iudt€Ìl,  so  £ril)t  es  ein  erstes,  das  in  mindestens  zwei  getrennte  Bestand- 
teile zerfällt.  Es  kann  dann  wieder  jedes  folgende  auch  nur  in  zwei 
Bestandteile  zerfallen;  dann  scbließt  nnin,  daß  in  zwei  verschiedene 
Kurrenbögen  zei-füilt,  und  daß  demgemäß  auch  Z  '  sich  in  zwei  verschiedene 


Digitized  by  Google 


BMti%e  sur  TlMnie  d«r  Piiiiktn«iig«ii.  II. 


153 


Gebiete  spaltet.  Dìph  irilt  dann  auch  fÛr  C|  und  C/,  wie  wir  am  Bchlasae 
dieses  Paragraphen  zeip^pî^  wr^r  ìpn. 

In  dieser  Wei?ip  kann  man  tni  tfahrpn  Dir  Zahl  der  Gebietsteile,  aus 
denen  besteht,  kann  mit  wachsendem  ?■  helit-big  ^oß  werden;  es  werden 
dfinn  ancb  die  den  Kurvt-n  C  und  C  |jemf insumf^n  Punkte  in  mehrere 
rf<p  iinlifgT(;nzt  viele  lVilniPntj;en  zerfalU-n  Ebeubo  spaltet  nich  ^"  in 
die  pntsjiipchenden  Teilgeburr,  und  umgekehrt,  was  einer  ausführlichen 
Darstellung  nicht  bedarf.  Man  kaim  domeemäß  folgenden  Satz  aussprerhen: 

X.  Liegt  kein  Punkt  drr  geschlossf^i-en  Kurve  C  innrrhaib  C  und  habm 
C  und  C  n  Kurvenbogm  f/mirin,  sn  zcrlrrfi  C  das  Imwrc  von  in  w-f  1 
dnrrh  sie  geiretitUe  Gehide  ^  deren  jales  einfach  eusammenhuitgeml  ist,  und 
umgrkeJirt. 

Ich  gebe  noch  einige  Beispiele  zu  den  einfachsten  FalUn  und  bemerke 
zunächst,  daß  sicîh  die  Menge  ('^,  die  C  und  C  gemeinsam  iat,  nicht  nur 
auf  einen  Punkt,  sondern  uuch  auf  eine  endliche  resp.  unendliche  Zahl 
isolierter  Punkte  reduzieren  kann.  Wählt  man  z.  B.  C  als  einen  Kreis, 
CT  als  einen  inneren  Berühruugskreis,  ho  ist  ein  Punkt»  während  Cf  mit 
C  nnd  C\'  mit  C  identiacli  ist;  femer  ist  C^^  mit  identisdi,  also  C^^  0. 
Ernebiet  man  Uber  iwei  angnuwaden  InkmUai  ^  und  %  einer  Quadni- 
Bttte  nneh  innen  iwei  anfierhalb  Toneinandar  liegende  Dreiecke  mit  dm 
Spitcen  8i  ond  iS^  und  seist  in  jedes  Dreieck  einen  sich  gsgen  die  Gnuid- 
linie  TCrdiclitaDden  Linienzng,  so  stellen  diese  beiden  Linienzfifi^  nebst 
der  Strecke  8iS^  eine  Karre  C  dar.  Die  Kurve  C  ist  das  Quadrat  und 
besteht  aus  den  Interralkoi  S|  und  s^,  während  wiederum  (7/  mit  C' 
und  C|  mit  C  identisch  ist  Die  Interralle  5^  und  bilden  ingleich  die  Menge 
gemeinsame  Orense  von  ^  und  9  ist,  iriUuend  Punkte,  die 
nur  sur  Grenze  TOn  K  und  ^*  gehören,  nicht  existieren,  so  daB  C^^  —  0 
ist  Dies  bleibt  im  wesentlichen  bestehen,  Mb  man  das  Intervall  «|  durch 
den  Endpunkt  von  erwtsi  Wenn  man  jedoch  ^  und  ^  nicht  an- 
einander grenaend  wädt,  so  besteht  C,^  aus  den  inneren  Punkten  des 
zwischen  und  liegenden  Inierfmlls.  Beispiele,  in  denen  0,  in  mdurere 
Punkte  oder  eigentliche  KnryenbSgen  zerfällt,  lassen  sich  analog  zu  dem 
▼ontehendt  n  Beispiel  ebenfalls  leicht  aufstellen. 

Analog  beweist  man  auch  die  Sätze  über  die  Zusammenaetsung  zweier 
Gebiete,  die  außerhalb  Toneinander  liegen  und  durch  geschlossene  Kurven 
begrenzt  sind,  die  einen  oder  mehrere  Knnrenb^^n  gemein  haben.  Sie 
entsprechen  dem  Fall,  daß  C  und  C  gonieinsame  Punkte  besitzen  aber 
item  Punkt  von  C  innerhalb  von  C  liegt.  Man  zeigt  dum  sunäehst,  daß 
kein  innerer  Punkt  von  C  innere  Punkt  von  C  sein  kann.  Daraus  folgt, 
daß  3  y^i^)  und  3'  =  3(6*')  zusammenhängende  Gebiete  sind,  während 
der  übrige  Teil  von  972  in  Teilgebiete  zerfällt,  die  man  mit  den  Polygonen 
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Q  und  Q'f  die  C  und  C  toh  außen  approximieren,  in  gleicher  Weise 
erörtern  kaoBy  wie  im  ▼origen  FalL  Mau  geiai^  dadurch  zu  folgen- 
dem Satz: 

XI.  Liegt  kein  ï^mki  dar  gcsdtlmenm  Kurve  C  innerhalb  von  G,  wid 
haben  C  und  C  einen  Kurvenbogen  gemtm^  to  §erìegt  C  das  Außere  von 
G  in  ewei  zusammenhängende  Teilgebiete,  von  denen  das  eine  zugleich  das 

Innere  von  C  ist  und  unujeJcchrt.  Haben  C  und  C'  n  Kurvenbögm  gemeinj 
so  zerfallt  dn.s  Außtrr  von  C  in  »i  -f  1  solcher  Teilgdnete,  und  umgejcehrt. 

TTierauB  fließt  endlicli  noch  der  tolt^fnde  Satz,  der  als  Umkehnmg 
(It  r  vorstehenden  angesehen  werden  kann,  und  überdies  die  Aosdelmuug 
des  bat /PS  VII  auf  geschlossene  Kurren  darstellt. 

Xil.  Wmn  das  Innere  3  einer  geschlossenen  Kurve  C  iti  zicH  GeMde  3, 
und  zfrfäUf,  deren  jedes  zusammenhängend  ist,  so  bilden  die  gemeinsamen 
Grenzpìtuì.t''  von  ?E,  und  mttceder  eine  gesdUossene  Kurve  oder  einen 
Musammciih iingenäen  Kunrahogen. 

Zunächst  folgert  mau,  wie  beim  Beweis  von  Satz  VII,  daß  j^enieiusame 
Grenzpunkte  von  3i  "nd  i,)^  wirklich  existieren.  Sei  %  die  von  ihnen 
gebildete  Menge.  Falls  nun  erstens»  %  keinen  Punkt  mit  G  gemein  hat, 
so  besteht  %  ihrer  Definition  gemäß  au8  inneren  Punkten  von  C.  kt 
dann  C)  =  Ò,  so  liegt  i  auch  liuierhalb  des  Polygons  F,  das  die 

Kurve  C  von  innen  im  Abstand  <  <  y  d  approximiert   Alsdann  folgt 

BUS  Sata  VII  unmitielbar,  daB  %  eine  innerhalb  Ton  C  gdegene  gesdiloswne 

Kurve  isi. 

Wenn  jedoch  X  Punkte  mit  C  gemein  hat,  so  sei  Q  die  Mei^  aller 
dieser  Punkte.  Wir  aetaen  dann 

Aus  der  Gleichung 
folgt  daher 

Ig  =  ?(  -f-     4-  31,  +  X  +  C" 

und  zwnr  bestehen  die  Punkte  von  G"  aus  denen,  die  Grenzpunkte  nur 
von  %  und  3,,  resp.  nur  von  9t  und  3,  sind.  Wir  setzen  demgemäß  noch 

C"  -  Ct"  +  C," 

und  eihalten  die  Gleichung: 
Nun  sind 

=  ^-f3i  +  c,"  und  a,  =  a  +  3,  +  c," 

susammenhangende  Gebiete,  was  ebenso  gezeigt  wird|  wie  der  im  Beginn 
▼on  §  5  bewiesene  Hil&satz.   In  der  Gleichung 

+  %  +  î  + 
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sind  (iaher  Ä,  und  znaammeuhaii^'f  ncle  Gebiete,  während  jeder  Punkt 
von  1  +  C^"  gemeinsamer  Greuzpunkt  Yon  ^  mid  3|  ist.  Daher  ist 
OËuM  Satz  VII 

eine  geschlossene  Kurve.  Kein  Punkt  tiu  (  r  Kurve  liegt  außerhalb  von  C; 
es  streifen  also  für  die  Beziehungen  vt)n  (  und  C  die  Erfirtenmgen  dieses 
Par;i^rr;iphen  Platz.  Da  nun  C  das  Innere  von  C  in  zwei  Gebiete  zerlegt, 
so  lolgt,  (laß  C  '  entweder  ein  Kxirvenbogen  oder  eine  geschlossene  Kurve  ist. 

Ahnlicii  lassen  sich  die  Sätze  über  die  Teilung  des  Kurveninnem  in 
mehr  als  zwei  Gebiete  ableiten.  Aualog  zu  Satz  XU  beweist  mau  noch  den 
folgenden  Satz: 

Wenn  da^  Außere  einer  ge^chluissenen  Kurve  C  in  ztcci  Gebiete  3t, 
und  eerfälU,  deren  jedes  zusammenJiängend  ist,  so  bilden  die  gemeinsamen 
Grmuspunkie  van  9(j  und  ìl^  entweder  eine  geflossene  Kurve  oder  einen 
Kurvenbogen. 

Mittdrt  diesar  9&tn  kann  man  nun  auch  die  Art  der  oboi  definierten 

Mengen 

Q-lim JEr«  +  £^«  und  Um +  £q/ 
bestunmen.  Fallt  nSudich  Sats  X  stati  hat,  ftlls  also  die  Emre  C  das 
Innere  tob  C  in  nwei  Oebieteteik  zerleg^  ao  gibt  es  nach  dem  Torsteboi- 
den  Satz  eme  geeofalossene  Karre  oder  einen  snsammenbSfaigenden  Kurren- 
bogen,  der  die  Teilnng  bewirkt  Danns  folgt,  daß  C{  mii  C  iéhniwà 
ist,  oder  am  jmsammtnkäiiffeiider  XitneMibogm  wm  C.  Ähnlieb  folgert 
man,  dafi  anch  Q  mit  0  identisch  ist  oder  ein  Eorrenbogen.  Bbenso 
folgert  man,  daft  wenn  in  swei  Tenehiedene  EmrrenbSgen  aeifSllt, 
aaeh  C|  nnd  C{  steh  In  je  swei  TersdiÎBdttDe  KnrrenbSgen  spaltet^  die  die 
^che  Lage  soeixiander  haben,  wie  dies  bei  Polygonen  der  Fall  ist 

Endlich  gebmgt  man  mittebt  der  Torstehenden  Resoltate  andi  m 
Beaiehnngen  für  Karren  C  nnd  (T,  die  sich  beliebig  dnrchdringen,  was 
einer  näheren  AnsflÜmmg  nioht  bedani 

§  7. 

Oebìet8gr«uze,  Znsamnienhangszaht  nnd  Gebìetst«ilnug. 

Die  yoTstehenden  Entwickeliingen  bilden  die  Grundlage  aller  weiteren 
Erörterungen.  Die  Probleme,  die  nodi  su  erledigen  sind,  sind  wesentlich 
zweierlei  Art.  Erstens  kann  man  von  einer  beliebig  gegebenen  Menge  Tl 
ausgehen  und  iragen,  welches  die  Gestalt  ihrer  Gebietsgren/f^  und  die  Art 
ihres  Zusammenhanges  ist,  fidls  sie  ein  ansammfflibftngftndes  Gebiet  dar- 
stellt; zweitens  kann  man  von  einer  beliebig  gegebenen  Menge  S  ausgehen 
nnd  nach  der  durch  sie  bewirkten  Gtobietsteilong  fnfgm.  Beide  Angaben 
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hängen  eng  niiteinamlrr  /.usammen.  Ë8  mag  genttgea  für  einige  einfaolie 
Falle  die  Lößung  in  Kurze  abzuleiten. 

Die  volle  Gebietsgrenze  ©  finfr  /nsnînmpnhiinLrt'nden  Meiijje  ^  ist 
eine  abgeschloHsene  Menge  und  iiat  dalier  ütets  den  in  §  4  abgeleiteten 
TypoSj  d.  h.  es  ist 

Sei  zunächst  9W  ein  sieh  inibfprmzt  weil  erstreekciides  iiebiet.  Dann  ist 
zu  unterscheiden,  ob  unter  den  Mengen  %^  solche  vorkommen,  in  die 
geschlossene  Kurven  eingehen  oder  nicht.  Gehört  7M  ©  eine  geschlossene 
Kurve,  Bo  kann  ihr  Inneres  nicht  zu  9)?  gehören.  Nun  kann  eine  ge- 
schlossene Kurve  in  @  entweder  so  auftreten,  daß  sie  selbst  mit  einem 
identisch  ist,  oder  Bestandteil  einer  zusammenhängenden  Menge*  7',  ist. 
Diese  kann  dann  entwecier  nur  diese  eine  geschlossene  Kui^^a'  enthalten  oder 
aber  beliebig  viele  geschlossene  Kurven,  von  denen  je  zwei  außerhalb  von- 
einander liegen  und  einen  Punkt  oder  einen  Kurvenbogen  gemein  haben, 
wie  es  den  Erörtemngen  toh  %  7  entspricht  Das  gleiche  trifft  auch  für 
die  Menge  %^  zu,  &Ûs  ne  zuMunmeiiliiBgmd  bt  imd  eine  oder  mehiere 
geschlossene  Xniren  enthäli  tTbrigeus  keim  die  Menge  falls  in  sie 
eine  oder  mehrere  oder  auch  nnendlidi  viele  geechlossene  Eurren  ein- 
gehen, auch  eine  Menge  des  ersten  Typus  sein*,  hierfür,  sowie  ftr  die  Art 
und  Weise,  in  wdcher  die  Übrigen  Beetandteile  toh  S  su  diesen  Kurven 
liegen,  verweise  ich  anf  die  AudFUfamBgen  von  §  4. 

Bezeichnen  wir  noch  eine  der  eben  genannten  geschlossenen  Karren 
dnrch     ond  ihr  Inneres  durch  3(0,),  so  erUUt  man  noch  die  Gleichnis 

wo  alle  Ptmkie  enthSit,  die  sor  Gnose  der  sämliicheii  Gebiete  J(C^ 
gehflren  mid  6^  der  übrige  Bestandteil  von  S  ist 

Die  gleichen  Yerhiltnisae  liegen  Tor,  wenn  es  sich  um  ein  nisammen- 
Mbigendes  Gebiet  fBl  handeliy  das  aus  dm  Itmerm  eher  i/eediiossenen  Kurve 
C  besteht  Hier  tritt  zur  Tollen  .Grenze  Ton  9R  noch  die  Kturre  C  als 
iufiere  G^^ietagrenze  hinzu*  Ihre  Beziehui^  zur  Gesamtmenge  ®  unter- 
liegt wieder  den  allgemeinen  Erörterungen  Ton  §  4.  Sie  kann  entweder 
mit  einer  der  in  einem  X,.  enthaltenen  Mengen  resp.  mit  %^  identisch 
sein  oder  aber  ein  Bestandteil  einer  solchen  Menge  sein,  insbesondere  &Us 
sie  ein  Bestandteil  Ton  X«  ist,  so  kann  %^  auch  wieder  eine  Menge  des 
ersten  Typus  sein. 

Es  ist  klar,  daß  man  auf  ein  zusammenhiiigendeB  Gebiet  fût  den 
Begriff  der  Zmammenhang$zahl  fibertragen  kann.  Ich  beschränke  mich 
im  wesentlichen  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Zusammenhangszahl  unend- 
lich groß  werden  und  sich  8(^ar  durch  transfinite  Ordnungszahlen  aus- 
drücken kann.   Handelt  es  sich  a.  B.  am  eine  Menge  X,  wie  sie  dem 
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SêAh  y  entspricht,  so  umgebe  man  die  Teilmengcm  %^  und  %^  mit  den 
^proximierondeii  Figuren  TT^  und  TT^  und  konstruiere  von  einem  Ponkt 
Ton  TTj  den  zu  fiUurenden  Weg,  ebenso  von  einem  Punkt  von  TTg 
den  bezâglichen  W«g  zu  (§  1).  Diese  beiden  Wege  bestimmen  dann 
mit  dem  von  iMi  zu  fuhrenden  Weg  nnen  Qaerschnitt.  In  gleicher 
Weise  hat  man  für  jede  weitere  Teilung  m  Terfahroi;  idle  so  bestimmten 
Querschnitte  werden  dann  ^01  in  ein  einfach  zusammenhängendes  Qebiet 
verwandeln.  Handelt  es  sich  um  eine  abgeschlossene  Menge  vom  all- 
genif^insten  Typus,  so  bat  mau  für  dio  siircessive  Anbringung  von  Quer- 
schnitteu  gerade  die  im  Satz  VI  ausgeführte  Abspaltung  isolierter  Mengen 
vor7unebnien ,  tind  die  bezüglichen  Querscìinitte  so  lange  zu  legen,  bis 
der  A 1  s[»altunsjsprüzeß  sein  F.nììv  prrriciit.  1st  daim  die  »chließlicb  übrig 
bleibende  Menge  %^  zusamuieuliän^fNul ,  m  ist  nmn  am  Ziel,  ist  sie  nicht 
zusammenhängend,  so  hat  man  außerdem  noch  die  für  eine  solche  Menge 
nötigen  Quei^chnitte  anzubringen. 

Ein  einfaches  Beispiel  des  ersten  Falles  biblet  die  oben  S.  140  ge- 
nannte Menge  der  Lote,  die  man  auf  einer  Geraden  lu  den  Punkten  einer 
perfekten,  nirgends  dichten  Menge  errichtet.  Übrigens  bemerke  ich,  daß 
nicht  jede  Menge  dieser  Art  eine  zummnienhäfUfpmU  Ki>iuplementärmenge 
besitzt  Die  oben  S.  141  genannten  Beispiele  zeigen,  daß  3)2  in  beliebig 
Tiele  getrennte  Bestandteile  zerfallen  kann. 

Die  Frage,  welches  die  zu  einer  beliebigen  Menge  Ò  gehörige  öe- 
bietsteilnng  ist,  bedarf  an  sich  nur  noch  in  dem  Falle  einer  Erledigung, 
daß  ihre  KompIementSrmenge  nicht  zusammenhangend  ist  Teilweise  ist 
aie  dbrigena  dnreh  daa  Tontehende  schon  beantwortet  Wir  wollen  aie 
hoqIl  in  dem  ein&chaten  fiUle  aiwaa  eingehender  behanddn.  I>er  ein&ohate 
Fatt  iai  der,  daß  SR  in  awei  Teilgebiete  lerfiUi  Aladann  laßt  aieh  daa 
eine  Teilgebiet  dadurch  definieren,  daß  ihm  die  Punkte  dea  Quadrata  q 
angehören,  in  dem  @  enthalten  iat.  Diea  beieiohnen  wir  als  daa  ânêfiere 
Qebiet  %\  die  andere  Teilmenge  heißt  daa  Qebiet  3.  Ea  iat  alao 

Wir  aetien  noeh 

e -«;  +  «/+ 6.,, 

WO       dif(jenigen  Punkte  bedeutet,  die  Qnmapunkte  nur  von  %  aind,  und 
diejenigen,  die  Orenapunkte  nur  von  3  aind.  Dann  sind  gemiß  §  5 
die  beiden  Mengen 

«ufammenhängend ,  femer  ergibt  aieh 

+  + 

also  folgt  unmittelbar  gemäß  Sata  VII,  daß  eine  geBchloaaene  Kurve  C 
darstellt.   Alao  ergibt  aieh: 
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Xni.  ZerfaUt  die  KonipUmerUarmenge  einer  ahgpsrhhsspnm,  mirgenäs 
didiim  Menge  in  swei  getrennte  Gebiete  SSL  uttd  ^,  d&rm  jedes  zusammen- 
SO  gSÂ  es  àm  uM  definierte,  gesddossene  Kune  (\  der  nlìe 
gememsamen  Qrempunkte  vm  %  und  3  angtèomn,  md  die  die  beiden 
Gebiete  9  und  3  voneinander  ùmnt 

Setst  man  noch 

io  ateUeii  und  die  toUa  Granze  Ton  9t  und  ^  dar  und  sind  daher 
abgeedhloearae  Mengen« 

Für  die  sEosammenliSngenden  Gebiete  %  und  3  eoivM  fOr  ilire  vollen 
Giemen  @,  und  <B^  greifen  die  Bemerkungen  Platz,  die  wir  im  Beginn 

dieses  Paragraphen  für  eine  zusammenhängende  Menge  gemacht  haben. 
Für  3  ist  C  die  äußere  Randkurve,  für  SSL  ist  es  das  Quadrat  q,  in  dem  @ 
enthalten  ist,  während  C  eine  der  inneren  Kandkurven  daxetellt.  Sei  noch 
T  diejenige  Menge,  der  die  Enrre  C  angehört,  and  man  aetae 

«0  iat  T^'  ein  Bestandteil  ron  nnd  J/  ein  solcher  yon  6|.  Keine  der 
beiden  Mengen  IJ  und  T/  iai  abgeaehlooBeni  die  ihnen  fehlenden  Gren^ 
punkte  gehören  zu  C.  Werden  aie  durch  reap.  Cg  heseiehaet,  ao  iat 
jede  dieser  beiden  Mengen,  wie  aneh 

eine  abgaaehloaaene  Menge.  Übrigens  kann  C,  reap.  6^  auch  mit  C 
IdeotiBeh  aein. 

Eonatmiert  man  z.  B.  au  den  Seiten  einea  Quadrata  aufien  und  innen 
eine  sieh  gegen  die  Quadrataeiten  Ferdiehtende  Menge  pataUeler  Strecken, 
Ton  denen  keine  swei  miteinander  oder  mit  dem  Quadrat  einen  Punkt 
gemein  haben,  ao  bildet  dna  Quadrat  die  Kurre  G  nnd  iat  mit  den 
Mengen  6«  und  6«  identiaeh,  die  aSmtlichen  Parallelea  bilden  die  Mengen 
6/  und  6/,  wShiend  T.',  C^,  2*/  und  nicht  eziatieren.  Srriehtet  man 
dagegen  auf  einer  Quadrataeite  in  den  Punkten  je  einer  pei&kten,  nirgenda 
diehtan  Menge  Lote  nach  autoi  und  innen,  ao  hat  man  eine  einiig^ 
suaanunenhiagende  Menge.  0  iat  daa  Quadrat^  wShiend  8,'  und  8/  mit 
und  7/  identiaeh  aind  und  mit  C(.  reap.  lUBammen  die  riuntlicfaen 
äußeren  leap.  inneren  Lote  auamaehen.  Die  Mengen  0^  und  Q  bilden  die 
eben  genannten  perfékten  linearen  Mengen.  Die  Mengen  und  ateUen 
je  eine  Menge  dar,  die  dem  Saia  Y  entapriehi  Dndlieh  atellt  bei  dem  im 
Beginn  von  §  4  genamiten  Beispiel  C  den  Grundkreia  dar,  wthiend  und 
je  eine  Menge  ist,  die  Sata  V  entapiidii  Dieaea  Beiapiel  iSftt  aioh 
beliebig  verallgemeinem,  indem  man  in  eine  gegebene  Menge  immer  wieder 
neue  Mengen  einaetat,  die  aieh  gegen  einaehie  Beatandteile  der  eraten 
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rerdidiiOL  Hier  greifen  dieselben  einfachen  Methoden  Platz,  mittdtot 
derer  man  PnnklinengeQ  ni  bilden  pfüßfg^,  dstea  Ableitung  eine  immer 
höhere  Ordnung  besitzt. 

Die  Falle,  in  denen  W  in  mehr  als  zwei  Gebiete  zerfällt,  lassen  ndi 
in  ähnlicher  Weiee  behandeln,  fieeteht       sonächgt  aoe  drei  Gebieten, 

«-«  +  a  +  3  +  a, 

WO  ^  wieder  dasjenige  Gebiet  ist,  dem  die  Punkte  von  q  zugehöreu.  Man 
setze  nun  _ 

wo  @«  die  ToUe  Grenze  von  9  iet,  also  jeder  Punkt  von  @'  Qrensponkt 
nur  TOD  fOtf  ist.  Uan  kann  dann  weiter  adumbeii 

wo  die  Punkte  euthait,  die  Greiizpunkte  nur  von  ^  sind.  Setzt  mau 
dann  noch  Ä  +  ©  '  =  Ä' 

so  ist  tt'  gMnftft  §  5  snsanmenh&Dgend.  Man  erhält  noch  * 

S  -  + G!,  +  anti 

tmd  hat  nun  an  onteneheidflni  ob  sosammeohingend  ist  oder  nichi 
Im  eisten  IUI  beweist  man,  analog  an  den  obigen  Entwickelnngeiiy 
dafi  eine  g^chloesene  Kurve  is^  deren  luneraa  9R|  ist,  und  daft  dies 
durch  eine  ebenfeUs  geschlonene  Knrre  oder  einen  Kurenbogen  in  swei 
Teilgebiete  3r  =  3  +  ©/,      ST  -  Ä  +  (g/ 

zeriiiiii,  WO  ©/  und  diejenigen  Teilmengen  von  ©  sind,  die  Grenz- 
punkte nur  von  3  oder  nur  von  Ä  sind. 

Im  zweiten  Fail,  wenn  alao  nicht  zusammenhängend  i»t,  folgert 
man,  daß  ui  zwei  geschlossene  Kurven  f  ,  und  zerfüllt,  die  außer- 
halb voneinander  liegen,  und  deren  Inneres  die  Gebiete  3'  und  St'  sind,  usw. 

Wie  zu  erwarten  war,  fahrt  also  unsere  Analyse  auf  die  nämlichen 
JPille,  die  wir  in  §  6  bei  der  Kombination  von  zwei  geschlossenen  Kurven 
als  einfachste  Möglichkeiten  erkannten. 

Der  Vollständigkeit  halber  erwihne  ich  noch,  daß  SR,  wie  ich  bowitB 
in  meinem  eraten  Beitrag  anführte,  in  onendlich  viele  Teilmengen  aer^ 
felkn  kann,  man  hat  eine  Gleichnng 

^  -  31  +  2.3,, 

wo  a  wieder  das  äußere  Gebiet  bedeutet,  dem  die  Punkte  von  q  zugehören. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  auf  die  Fälle,  daß  ^  m  beliebig 
viele  Gebiete  zerfäUt,  ohne  Mühe  ausdehnen. 
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§8. 

Die  Stiuktur  der  ftllgemeliigteii  àbgegeliIoflMiieii  ebenen  Mengen, 

Wir  haben  bieher  Ton  dw  Menge  4S  angenommoi,  eie  sei  nirgende 
diobt.  Ist  S  eine  Menge  anderer  Art,  so  enthält  sie  Punkte,  in  deren 
Umgebung  sie  ftbersU  dieht  ist  Es  bat  keine  Schwierigkeit  die  Straktur 
der  Menge  @  in  diesem  F^ll  sn  beschreiben.  Dies  soll  der  YolIstSiidig- 
keit  halber  hier  in  Kürze  gescbehen.  Wir  setien  denn 

wo  U  die  Menge  deijemgen  Punkte  darstellt^  in  deren  Umgebung  @  fiberall 
dicht  ist  Sei  «|  iigend  einer  Ton  ibnen.  Es  gibt  dann  sieher  Punkte 
die  mit  duxdi  «nen  Weg  veirbindbar  sind,  dessen  sämtliche  Punkte  an 
Ü  gehören,  sie  mögen  die  Menge  bilden.  Diese  Menge  ist  sosammen- 
IwDgend  und  es  sei  @^  die  zugehörige  Gebietsgrense*).  Fflr  diese  Gebiets- 
grense  gelten  die  aUgemeinen  ErSrteroiigeii  der  Torstehenden  Pangraphen, 
nur  mit  der  Mafigabe,  dafi  Punkte,  die  Greazpunkte  Ton  allein  sind, 
in  @y  offenbar  nicht  auftreten  können.  Es  kommen  also  fQr  die  Gebiets« 
teilung  nur  geedlloseene  Kurren  in  Frage  and  es  gibt  daher  eine  oder 
mdirere  re^.  auch  unendlich  yiele  geschlossene  Karren,  die  das  Gebiet  Ui 
begrenzen  und  natürlich  zur  Menge  gehören.  Dit>  so  definierte  Karren^ 
menge  sei  (Sj  ;  sie  besitzt  jedenfalls  eine  äofiere  Kandkunre  C„',  Qibt  es  noch 
andere  Punkte,  iu  deren  Umgebung  S  flberall  dicht  ist,  so  sei  dner 
Ton  ihnen.  Alle  mit  verbindbaren  Punkte  definieren  denn  ebenso  ein 
zusammenhSngrades  Gebiet  und  es  gibt  eine  Korvenmei^  ë,,,  die  die 
volle  Grenze  von  U  darstellt,  die  aus  einer  oder  mehreren  oder  auch  aus  un- 
endlich vielen  Kurven  bestehen  kann  nnd  eine  äußere  Randkiirve  CJ'  besitzt. 

80  kann  man  fortfuhren  und  erliiilt  eine  abzahlbare  Zahl  solclier 
Gebietsteile,  in  denen  <â  überall  dicht  ist,  umi  deren  Greua^kunren  im 
übrigen  jede  beliebige  Lage  /ueinauder  haben  können. 

Nach  Absübeidung  aller  Gebiete 

bleibt  von  *5  noch  die  nirgends  dichte  Menge  @j.  de?-  die  (h  i  iizpunkte 
der  Gebiete  naturgemäß  augehören.  Sie  ist  oÜejil;ar  abgeHchloüaen 
und  kann  eine  Menge  des  allgemeinsten  Typus  sein,  was  einer  näheren 
Ausfìlhrung  nicht  bedarf.    Mau  erhält  also  schließlich 

S  =  @i  +  Eir^  =  ©'  +  2;G,  +  ZU,, 

wo  jedes  ein  zusammenhiinLrrmles  (iebiet  darstellt,  aber  ©'  keine  ab- 
geschlossene Menge  mehr  sein  kami.  Es  bat  keine  Schwierigkeit^  auf  die 
Natur  der  Menge  3  näher  einzugehen. 

*)  Die  fi«aeichiiuiig  igt  10  sn  v«nteheii,  dafi  U,  lud  @.  keinen  Pooki  gemein  haben. 
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Unter  dem  Dir  ich  let  sehen  Prinzip  rorstehen  wir  diejenige  Schluß- 
weiM  anf  die  Exietenz  einer  Minimalitinktion,  welche  Qauß  (1839), 
Thomion  (1H47),  Dirichlet  (18&6)  und  andere  Mathematiker  sor  LÖBung 
■Ogenaonter  Randwertaufgaben  angewandt  haben  und  deren  Unznlassigkeit 
Enerst  Ton  Weierstraß  erkannt  worden  ist.  Daß  dieses  Primsip  dennoch 
zur  Auffindung  Ton  strengen  und  einfachen  £xi  sten  zbe weisen  dienen  kaun, 
habe  ich  in  einem  Vortrage**)  in  der  Deutschen  MatheniAtiker-YereinigQng 

*)  Abdruck  aus  der  Festschrift  zur  Feier  des  lóO jährigen  Bestehens  der  Kunigl. 
GeesUeelisll  der  Wisseasehaflen  m  OOttiqgea  1901. 

**}  Jehresberieht  der  Deatedieii  HitheaaiAiker-Texeiaigiiiig,  YID,  190O. 
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hervorgehoben  ;  meinedamaiigeu  Andeutungen  sindseitdera  vonCh.  A.Nobie*) 
für  einfache  bestimmte  Integrale  und  von  E.  R.  Hedrick**)  für  gewisse 
Fälle  von  Doppeliutegralen  ausgeführt  worden. 

Im  folgendem  soll  ein  dem  Dirichletachen  Prinzip  nachgebildetes 
Verfahren  dargelegt  werden,  bei  welchem  wir  nicht,  wie  früher,  die 
Losung  der  Randwertaufgabe  für  irgend  ein  spezielles  Gebiet  voraussetzen. 
Das  neue  Verfahren  gestattet  daher  weitgehende  Verallgemeinerungen  auf 
die  Lösung  von  Randwertaiifgaben  für  geuiaau  aus  Variationsprobieiuen' 
entspringende  partielle  Differentialgleichungen  oder  für  Systeme  von  s(deheu 
Differentialgleichungen.  Vor  allem  aber  Schemen  mir  die  folgenden  Ent- 
wicklungen ein  methodisches  Interesse  zu  bieten,  insofern  sie  zeigen, 
wie  die  modeinoi  Hilfinnittel  der  Analysis  und  insbesondere  der  Variations- 
reebmiiig  imrtaiide  sind,  den  der  geometrischen  und  physikalische  An- 
sehauimg  eatoomiiieiieii  Grundgedanken  dee  BirîchletedieD  Frinûps 
in  genAaem  Änaehliiß  an  die  ansehauliche  Bedeutung  demelben  derart  lu 
Terfolgen,  daft  ans  demselben  ein  stareng  maihematiBcher  Beweis  fOr  die 
Eziatens  der  MinimalftuiktioA  entstehi 


§  1. 

Darlegung  des  Fioblems. 

Durch  das  Dirieliletsehe  Prinzip  hat  insbesondere  Riemftnn  die 
Ezistou  der  Überall  endlidien  Integrale  auf  einmr  yoi^elegten  Riemann« 
sehen  FlSehe  su  beweisen  gesackt  Ich  bediene  mick  im  folgenden  dieses 
klassischen  Beispiels  zar  Darlegung  meines  strenge  BeweisrerfiJurans. 

Auf  der  Ebene  der  komplexen  Zahlen  sei  eine  Biemannsclie  Fl&che 
F  gegeboi  mit  einer  gewissen  endlichen  Anzahl  Ton  Vevsweigungspunkten 
und  einer  gewissen  endliehen  Anzahl  Ton  BHittem.  Sodann  sei  anf  der 
Biemannsehen  Fläche  F  eine  Kurve  C  gegeben,  die  im  Endliehen  -wt- 
l&uft,  keinen  Vemraigongspmikt  trifft  und^  ohne  die  Fliche  F  zu  zer^ 
sttlckehi,  in  sick  ZQrttd^ekri  Wir  nekmen  diese  Eurre  C  ab  einen 
Polygonzug  an^  der  aus  gmdlimgen,  t^  zur  x-Acfase,  teils  zur  y^Achse 
parslleifin  Stützen  bestekt. 

Eine  Funktion  «  der  beiden  Veränderlichen  9:,  die  in  einem  ge- 
wöhnlichen Punkte  der  Riemannschen  Flädie  nebst  sämtlichen  Ableitungen 
stetig  ist  und  der  Differentialgleichni^ 

*}  ESne  none  Méthode  in  der  VaitaftioiMneolmang,  loaugozaldtiseitslion, 
astthtgen  1901. 

**)  Über  den  analjtiachen  Charakter  der  Löfimgen  von  OÜEareatial^eidniiigeii, 
Liauganldinartation,  QOtHiigen  ISOI,  Kapitel  V. 
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genügt,  heitie  eme  in  diesem  Punkte  reguläre  Potentialfuiiktiou. 

Sind  o,  b  die  Koordinaten  eines  »-fachen  Verzweigungspunktes  der 
Riemannschen  Fläche  F  und  verliäit  sich  die  Potentialfunktion  w  überall 
m  der  Umgebung  dieses  Verzweiguugspuiiktes  regular,  so  seize  man  in  « 
an  Stelle  von  x,  y  bezüglicli  den  reellen  und  den  mit  i  multiplizierten 
Bestandteil  des  Ausdruckes 

a  +  »  +  (i  +  inn 

wenn  dann  u  in  eine  Potentialfunktion  Ton  |,  rj  übergeht,  die  sicli  auch 
im  Punkte  |  —  0,  ff  »  0  regulär  Terhält,  so  heißt  die  uraprOnglichd  Po- 
tentialfunktion Ton  Xf  y  in  dem  Yerzweigungspunkte  a,  h  regulär. 

Wenn  eine  Potentialfunktion  u  in  der  Umgebung  eines  unendlich- 
fernen  Punktes  unserer  R  iemannschen  Fläche  sieh  regulär  verhält  und 
durch  die  Transformation 

I  -n 

m  eine  PotentîalfiuifclioiL  der  Vet&iderlichen  |,  i/  fibergeht,  die  sich  im 
Punkte  1  —  0,    —  0  regulär  verhält,  so  heiße  die  ureprUnglicbe  Funktion 

II  von  X,  y  in  jenem  unendlichfernen  Punkte  regulär. 

Wenn  endlich  eine  Potentialfunktion  u  in  der  Umgebung  der  Punkte 
der  Kurve  C  za  beiden  Seiten  regulär  ist,  auf  der  Kurve  C  aber  sich  in 
der  Weise  unstetig  verhält,  daß  die  Werte  der  Potentialfonktion  u  auf 
der  einen  Seite,  um  die  Konftante  1  vermehrt,  genau  die  reguläre  Fort- 
eetsiuig  der  Potentialfunktion  u  aaf  der  anderen  Seite  der  Kurve  C  bilden, 
so  sagen  wir,  die  Potentialfunktion  u  erleide  beim  Übergange  von  der 
einen  auf  die  andere  Seite  den  Sprung  1. 

Unsere  Aufgabe  soll  nun  darin  bestehen,  die  Existenz  einer  Potential- 
funktion u  auf  der  vorgelegten  Riemannschen  Fläche  F  nachzuweisen, 
die  sich  in  allen  Punkten  dieser  Flüche  F  einschließlich  der  unendlich- 
fernen Punkte  und  der  Verzweigungspunkte  regulär  verhält  und  überdies 
beim  Übergange  über  die  gegebene  Unstetigkeitskurve  C  den  S|)ruug  1  er- 
leidet. Mit  der  Lnsuug  dieser  Aufgabe  ist  bekanntlich  der  Nachweis  für  die 
Existenz  der  überall  endlichen  Integrale  auf  der  Kiemannschen  Fläche 
F  geführt 

Hilfssaiz  über  Dirichletsche  Integrale. 

Wir  erorteni  in  diesem  und  den  beiden  folgenden  Paragraphen  einige 
einÜBche  Hilfnatze.   Der  erste  Hilfiisata  behandelt  gewiise  Ungleichungen 

11* 
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zwischen  bestimmten  Integralen,  wenn  das  sogenannte  Dirichletsclie  In- 
tegral für  die  in  Betracht  kommende  Fouktion  einen  hestiiuniteu  endlichen 
Wert  hat.  Wir  wollen  stets  unter  dem  Dirichletschen  Integral  für 
eine  vorgelegte  Fnnktion  fJ  das  über  ein  gewisses  Gebiet  G  der  xy-£bene 
zu  erstreckende  Doppelintegral 

(£?) 

Terstehen. 

Hilfssats  1.  Es  sei  in  âme  jpj^Ebene  ein  Rechteck  M  gegeben, 
dceaen  Seiten  panUel  m  â^Ach8e  besw.  sur  y-Achse  laofen  und  die 
LSogen  l  bezw.  f  beritnn;  die  Ecken  diesee  Rechteckes  mögen  die 
Koordinaten 

heben.  Femer  beceicbne  Z7(^y)  eine  Fonktion  der  Yetiadsrliehen  9,  ff, 
die  im  Innefen  und  auf  den  Seiten  das  Rechtecks  B  ttllckwetse  analytisch 
ist  mid  CS  werde 

a  ft 

gieseiKt:  dann  gelten  folgende  dni  Formeln: 

I    J u(x, h)dx      - J  u{%, h  +  r)dx  +  ♦(d  +  ^  u) 

n     J  J ü{x,  y)dxdy  -  rj* ü{x,  h)dx  +  ^'V  (D  +  |  «') 

m    lju{a,y)dy         ^  l  J  U{x,  h)  äx -i- &"  {l l")  (D  +  \  IV) -, 

darin  bedeuten  it,       ^"  gewisse  den  Ungleichungen 

-1^*^+1, 
genflgende  Zahlen. 

„Stflckweise  analytisch''  heiße  eine  stetige  Funktion^  wenn  sie 

auR  einer  endlichen  Anzahl  von  analytischen  Funktionen  zusammengesetzt 
ist,  die  in  stückweise  analytischen  Kurven  stetig  aneinander  grenxen  und 
einschließlich  dieser  Grenzknrven  sich  regolar  verhalten. 
Beweis.   Aus  der  Ungleichung: 

+  "1 


dü 

dy 
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and  hieraus  durch  Integration  nach  x  zwiBcheu  den  Grenzen  a,  a-{- 1: 


Mit  BenatBiuig  tob 


a  +  t   b  +  f 


erhalten  wir 


J  Uix,b-{-l')dx-J  Uix,b)dx^£D  +  ^lV 


und  damit  ist  die  Formel  T  des  Hilfssatzes  1  bewieseil. 

Die  Formeln  II  und  III  sind  unmittelbare  Folgerungen  ans  Formel  I. 


Allgemeiner  Hillteats  Aber  gleichmiftige  KoiiTergeiii. 

Bei  der  Henfcelliing  der  geeachten  Potentialftmktioii  u  werden  wir 
folgenden,  Ittèhi  sa  beweisenden  HiUMats  gebnmchen,  dessen  wesentlielier 
Inhalt  bekannt  ist*) 

Hilfssats  2,  Es  sei  6^  ein  im  EndUeben  gelegenes  Gebist  der 
«jf-Ebene  nnd 

^i*      ^tf  •  *  ' 

seien  eine  nnendlicbe  Reibe  Ton  Fanktion^  von  x,  y  mit  folgenden  Eigsn* 
scbaften: 

1.  jede  der  FunktiMi  9^  sei  innerhalb  und  anf  dem  Rande  des  Ga- 
bietes  O  stetig  nnd  einmal  nach  x  sowie  nsch  y  düferentiierbar; 

2.  die  ersten  Ablaitungen  Ton  innerhalb  and  anf  dem  Bande  ron 
O  liegen  absolut  genommen  onterhalb  einer  endlichen  OrdBe  die  Yon 
X,  y  und  von  K  anabbSngig  ist: 

wenn  dann  die  Fonhtionen 

•)  Bendixson,  Ofveraigt  of  kongl.  Yetenakaps  Akademius  ForViandlinger, 
Bd.  64  f  sowie  Town  send,  Begriff  und  Anwendung  des  Doppellimea,  inaugural- 
dÌMWrtaliOD,  CMttìngen  1900,  S.  84. 
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für  jeden  Punkt  einer  in  G  flberall  dichten  Ponktmenge  gegen  einen  eod- 
lieben  Grenzwert  konTergieron,  so  konvergieten  fie  fttr  jeden  beliebigen 
Paukt  in  G  und  auf  dem  Rande  von  G  gegen  einen  endUchen  Qtm- 
wert  und  zwar  gleichmäfiig  für  das  ôebîet  G. 
Der  Limes 

Lva 

stellt  mithin  eine  in  G  einsdilieBIich  des  Randes  stetige  Funktion  von 
Xf  y  dar. 

§4. 

HilfsHatz  fiber  das  Yergchwinden  eines  gewissen  BoppelintegnlB 
M  wiUkilrlieher  Wahl  einer  unter  dem  Integnüseidien  Tor- 

kommenden  Funktioii. 

Hilfeaatx  3.  Es  eei  in  der  â;y-Bbene  ein  Rechteck  B  gegeben,  dessen 
Seiten  peraUel  sor  jr-Âchse  bCEw.  zur  j^-Âchse  laufen  nnd  die  LSngen  I 
besw.  V  besitzen;  die  Seken  dieses  Rechteckes  mdgen  die  Eooidinaten 

Oy  h   «  +    6;   a  +    &  +       a,  ft  +  T 

haben.    Ferner  sei  ^  eine  Funktion  von  die  folgende  Bedingungen 

erfüllt: 

1.  die  Ableitungen 

existieren  im  Rechteck  R  einschliefilich  der  Seiten  desselben  und  sind 
daselbst  stntij^. 

2.  für  o;  «  a  und  a;  «  a  -f  ^  ût  identisch  für  alle  Werte  von  y 
und  fttr  y  —  6,  y  —  i  +  ^  i*t  identisch  f&r  alle  Werte  Ton 

£-0.  ^-0.  Ip-Oi 

wenn  dann  F{x,  y)  eine  Funktion  von  y  bezeichnet,  die  in  JB  ein- 
schließlich der  Seiten  stetig  Terlftnft,  nnd  wenn  das  fiber  12  ersireidite 
Integral 

(i?) 

ftlr  alle  den  Bedingungen  I.  und  2.  genügenden  Fonktionen  %  Terschwindet^ 
so  hat  die  Funktion  F  notwendig  die  Form 
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wo  X,  X\  X"  stetige  Fnnktînnen  Ton  x  allein  und  Y,  T,  ¥"  stetige 
Funktioiien  Ton  y  idleia  bedeuten. 

Beweis:  Es  seien  8,  ^,  a,  a',  a  irgend  solche  Zahlen,  daß  die  sämt- 
lidien  Ausdrücke 

(.,^e',e"-(^l) 

Werte  darstellen,  die  >  a  und  <.a-\-l  sind.  Desgleichen  seien  t,  ^,  /J*,  ^" 
irgend  solche  Zahleu,  dut^  die  sämtlichen  Ausdrücke 

<H-*«  +  <5/l  +  ß'f +  e"/J" 

Werte  darstellen  ,  die  >  und  <  h-\-^'  sind.  Wir  definieren  dann  eine 
Funktion  |  von  allein  und  eine  Funktion  i;  von  ^  aliein  durch  die 
Gleichungen 

und  ^  2?  ^  9  +  <f 
I  — (a;-5)(Ä  +  ff-jc)  »  +  * 

1,  —0  fltr  y  <  < 

und    „   y  ^  ^  +  T 

Endlich  fahren  wir  zur  Abkürzung  die  folgenden  Bezeichnungen  ein,  worin 
A{^f  B(jif)  irgend  welche  AuadrQeke  des  Arguments  x  beiw.  y  bedeuten: 

â^A'=' A(x A(x), 
(f^\i-A{x-\-a)-A{xl 
J  =  ^(x  +  a")  -  A{xl 

Die  Funktion 

besitst  dann  offenbar  alle  oben  TOigesefariebenen  BigeMchaften  und  nadi 
der  Yoranasetsong  des  in  beweiaenden  Hilfheatges  ist  daher 

a+l  »4-1' 

S  f  •  d^-{^dS-(^'^dS-t^'>ri  •  Fix.,  y)dxdy  -  0. 
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80  haben  wir 

«4-1 

(2)  /<?,— )c4-«^4-«^6  •        -»  0 

oder 


und,  indem  wir  hier  auf  das  Integral  Unker  Hand  den  ìfittelweriBab  Ar 
bestimmie  Integrale  anwenden,  folgt  unter  Fortlaaming  dee  Faktors: 

a 

die  Gleichung 

às^)ds^)d^^  )a{s  +  ds)  -  0,   (0  ^  *  ^  1) 

Der  Gienitlbeigeog  fllr    »  0  fShrt  uns  an  der  Oleidiang 

(3)  â^f^éf'^âS^"^G{s)^0. 

Setzen  wir  in  (1)  statt  x  die  Variable  s  ein  und  wenden  wir  dann 
die  Operation  dS^'^d^^'^dÜf"^  auf  (1)  au,  so  folgt  Termöge  (3)  die  Gleichung 

tmd  genau  wie  vorhin  die  Gleichung  (3)  ans  (2)  folgte^  so  gewinnen  wir 
jetat  aus  (4)  die  Gleichung 

Diese  Formel  gilt  identisdi  für  alle  Zahlen  s,  a,  a\  a'\  t,  ß,  §t\ 
wenn  nnr  die  römtfiohen  Ansdrfleke 

s  +  e«  +  ev  +  e'V",   <  +  e/î  +  c  ^  +  e'fi' 
{6,  e',  e"  -  0,1) 

noch  in  die  Interralle  a  bis  a  +  ^  beiw.  5  bis  6  +  f  fidlen.  Ans  diesem 
Umstände  folgt  ohne  Sohwierigkeit,  daB  y)  die  im  Hilfiisstoe  3  be- 
hauptete Gestalt  haben  ranfi. 
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X4HiflfanktÌ4m  der  gmehten  Totoillilftiikttoii  mf  Chrnnd  de» 

IMriebletBcheii  Prinzips. 

Enlapreelieiid  dem  Snmdgedanken  det  DirielLlotieli«!  Prinzip«  weiden 
wir  in  folgenden  aof  nneerer  RiemannediMi  FlSohe  FSyiteme  Ton  eiddc- 
weiee  analytiaehea  Ftaaktionen  ü(x,ff)  ine  Ânge  üueen,  dBoren  jede  auf 
der  Eunre  C  den  Sprung  1  erleidefe  nnd  fOsr  welche  das  Uber  die  gesamte 
Biemannsehe  FlSdie  ereireckte  Diriehleleche  Integral  einen  end- 
lichen Wert  beeiiat  Dabei  wird^  wie  in  Hilfinuti  1  in  §  2,  eine  Fnnktìon 
als  „etttekweiie  analytisch''  beseiehnei»  wenn  sie  ans  einer  endliehen 
Anaahl  ven  analytisohai  Funktionen  saaanunengesetzt  iat^  die  in  stfick- 
weise  analytisdhen  Enrren  stetig  aneinandergreozen  und  einichlieMieh 
dieser  Grenakorren  sieh  regular  verhalteaiL  Daß  es  anf  unserer  Riemann« 
sehen  FUbâie  F  Funktionen  Cr(a^  y)  Ton  der  verlangten  Besehaflfonheit  ge- 
wiß gibi>  erkennen  wir  leicht  auf  folgende  Weise.  Wir  konstruieren  auf 
der  Biemanneohen  Fttche  F  in  gentigender  Nähe  neben  C  einen  C  niidit 
sohneidendfln  und  ebenfidls  gpsefalossenen  Polygonsag  C*,  dessen  Teil- 
stSoke  den  geradlinigen  Stttoken  Ton  C  besQ^eh  parallel  sind,  so  daß 
das  von  C  nnd  C*  begrenzte  ringförmige  Gebiet  von  Yerzweignngspunkten 
frei  bleibt  und  es  mdg^ch  wird,  aus  linearen  Funktionen  von  x,  y  stück- 
weise eine  Fonktion  susammenzusetzen,  die  im  Inneren  dieses  ringförmigeii 
Grebietes  stetig  ist  und  auf  C  den  Wert  1,  auf  C*  den  Wert  0  annimmt. 
Setzt  man  ü  in  dem  zwischen  C  und  C*  gelegenen  Gebiete  gleich  dieser 
stückweise  linearen  Funktion  und  definiert  man  ü  in  allen  übrigen  Punkten 
der  Riemannsehen  Flaohe  gleich  0,  so  erfüUt  ü  offenbar  die  gestellten 
Forderungen. 

Nunmehr  bezeichnen  wir  mit  d  die  untere  Grenze  der  Wei-te  der 
Dirichletschen  Integrale  aller  möglichen  Funktionen  lJ{x,y)  und  denken 
uns  dann  oine  solche  unendliche  |teihe  von  Funktionen  U{x,y)  aus- 
gewählt^ etwa 

deren  Dirichletsehe  Integnde  gegen  d  konTergieren.  Sndlidi  sei  D  eine 
Zahl,  die  grOfier  als  alle  Werte  der  Dirichletschen  Integrale  der  Funk- 
tionen (6)  ansf  iQt. 

Wenn  wir  eme  Funktion  V  um  irgend  eine  Konstante  Tennehreni 
so  ändert  sioih  der  Wert  des  Dirichletschen  Integials  dadurch  niohi 
Es  beaeidme  5  anf  der  Biem annsehen  Fliehe  irgend  eine  geradlinige 
«ndUeh«  sur  d^Aèhae  psnJlele  Strecke^  die  keinen  Yenweigungspunkt  ent- 
hält und  die  Knrre  C  meht  triilt;  dann  denken  wir  uns  Jede  der  Fmk- 
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tìonen  (ö)  um  je  eine  solche  Eonstante  yermehrt,  daß  die  lutegrale 
der  yeranderten  Funktionen,  Ober  die  Strecke  S  erstreckt,  sämtlich  ver- 
floihwiaden.  Behalten  wir  für  die  veränderten  Funktionen  die  Ursprünge 
liehe  BoKeiobnimg  ü^^  bei|  80  genügen  ùe  den  folgenden  Bedingungen: 

(F) 

f  ü,dx  «  0,     (Ä  -  1,  2, 3,  . . .). 
Man  könnte  aeigeni  daß  die  Werte  unserer  Fanktionen 

(6)  ir„  d;,  d;,  . . . 

nicht  notwendig  für  jeden  Punkt  der  Riemann  sehen  Flache  gegen  einen 
Grenzwert  konvergieren  und  daß  es  auch  im  allgemeinen  nicht  möglich 
ist,  aus  dieser  Funktionenreihe  (tJ)  eine  solche  unendliche  Reihe  aus- 
zuwählen, deren  Werte  für  jeden  Punkt  der  Riemann  sehen  Fläche  gegen 
einen  Grenzwert  konvergieren.    Hingegen  wird  sich  aus  den  Funktionen 

(6)  eine  unendliche  Reihe  derart  auswählen  lassen,  daß  die  Doppelintegrale 
dieaer  Fonktionen  Uber  gewisse  anf  dar  Kiemann  sehen  Flldie  gelegene 
Rechtecke  stets  gegen  einen  Grenzwert  konTergier^  und  diese  Gteaswerte 
werden  uns  dann  znr  Eonsfcmktlon  der  gesud&ten  Potentialfunktion  dienen. 

Wir  fixieren  in  den  Tersehiedenen  BlSttem  der  Riemannschen  FISche 
sämtliche  d«rartige  Punkte^  deren  Koordinaten  rationale  Zahlen  sind.  So* 
dann  &Bsen  wir  alle  diejenigen  auf  der  Riemannschen  Fläche  gelegenen 
Beehtecke  H  ins  Äuge,  deren  Ecken  derartige  Punkte  sind  und  deren 
Seiten  parallel  zur  «-Achse  und  j^Achse  laufaiiy  die  tthordies  so  gelegen 
sind,  daß  in  ihrem  Inneren  oder  anf  den  Seiten  kein  Veraweigungspunkt 
der  Biemannsdien  Fliehe  und  auch  kein  Punkt  der  Kurre  C  enthalten 
ist  IMese  Rechtecke  It  bilden  eine  absShlbare  Menge  und  seien  in  die 
unendliche  Reihe 

(7)  ^f^t^i*" 
angeordnet 

Wir  hetiBchten  nun  irgend  eines  der  Rechtecke  (7),  etwa  das  Recht- 
eck jR|  und  bilden  auf  der  Riemannschen  Fläche  eine  endliche  Kette  Ton 
Rechtecken,  deren  erstes  ein  Reckteck  mit  der  Seite  S  und  deren  lefastea 
das  Rechteck  B,.  ist  und  in  welcher  jedes  folgende  Rechteck  mit  dem  vor- 
hergehenden eine  Seite  gemein  hat.  Da  die  Integrale  der  Funktionen  (6) 
über  die  Strecke  8  sämtlich  Tenchwinden,  so  sdiließen  wir,  indem  wir 
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die  Formeln  I  und  m  des  HÜfiMatieB  1  in  §  2  aaf  die  BechtedEe  unserer 
Keile  anwenden  und  unter  D  die  Toriiin  eingefBlute  obsre  Greaie  dar 
Diriehleischen  Integrale  Teistelieai  defi  die  fiber  die  Seiten  von  er- 
streckten  Integrale  der  Funktionen  absolut  genommen  gewiB  unteiUb 
einer  endlichen  Grenze  bleiben,  welche  nur  von  der  Gestalt  und  Lage  des 
Bechteclces  i?^^,  nicht  aber  von  dem  Index  h,  d.  h.  nicht  von  der  Auswahl 
dar  Funktion  aus  der  Rf>ihe  (6)  abhängt.  Wenden  wir  dann  noch  die 
Formel  II  dos  Hilfssatzes  1  in  §  2  auf  das  Rechteck  an,  so  folgt,  daß 
auch  das  über  diesee  Rechteck  erstreckte  Doppeliniegial  der  Funktion  U^, 
d.  h.  das  Integral 

/  fü.äxdy 

absolut  genommen  unterhalb  einer  endlidien  vom  Index  h  um^bhiagigen 
Grenze  Hegen  muß. 

Diese  Betrachtung  setst  uns  in  den  Stand,  in  der  Reihe  der  Funk* 
tionen  (6)  die  gewünschte  Auswahl  am  treffen. 

Wir  betiaehten  snnachsfc  das  Rechteck  B^,  Da  die  fiber  diesee  Recht- 
eck erstreckten  Doppelintegrsle 

f  fu.dxdu       (A-- 1,2,3,  . 

absolut  genommen  sämtlich  nntor  einer  endlichen  Grenze  bleiben,  so  ist 
es  Icidit  möglich  eine  unendliche  Anzahl  aus  den  Funktionen  £^  der  ua- 
eudlichen  Ueihe  (Ö)  auszuwählen,  etwa  die  Funktionen 

(8)  i;/,  ü;,     . . . 

derart,  daß  die  Doppelintegrate  dieser  Funktionen  sich  einem  bestimmten 
endlichen  Grenzwerte  nahem  und  mithin 


exiî§tiert.  Jetzt  lieben  wir  aus  der  Fuuktionenroihe  i  s)  eine  solche  un- 
endliche Anzahl  von  Funktionen,  etwa  die  Funktionen 

m  u,'\  fv,      ■ . . 

heraus  derart,  daß  die  über  das  Rechteck  JR^  erstreckten  Doppelintegrale 
dieser  Funktionen  sich  einem  bestimmten  endliehen  Gheosweiie  nlUiem 
nnA  mithin 

L  C  f  U,"dxdf 

existiert.  Entsprechend  wfthlen  wir  aus  der  Funktionenreihe  (9)  eine  un* 
endliche  Ansahl  von  Funktionen 
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or.  Pi",  p."',-" 

ftua  derart^  daß 

existiert  u.  s.  f. 

Setzen  wir  nun 

so  ist  offenbar  die  unandliche  Fniiktioneiireihe 
(la)  «I»  «I»  •  •  • 

eine  derarldge,  dafi  fftr  jedes  Bechteck      ans  der  imendlioiiw  BeUie  (7) 

*  W 

existiert. 

Die  FonktioneiireUie  (10)  wird  um  die  KonslirnktioiL  der  geBuchieii 
Poieniialftuiktion  auf  der  RiemannsdieB  FHohe  in  folgender  Weise  er- 
mdi^ehen. 

Es  sà  ein  Beehteck  B  vai  der  Biemannsohen  SlSche  gegeben,  dessen 
Seiten  panUel  ra  den  Eoordinatouciisen  lan&n  imd  die  Längen  {  besw. 
V  besiiseiiy  die  Koordinaten  der  Ecken  dieses  Becbteckes  seien 

nnd  Xf  y  seien  die  Eocrdinatesn  eines  Punktes  im  Inneren  oder  auf  einer 
Seite  dieses  Beehteckee  K  Wir  setsen  sor  Abkllnung 


m  b 


und  beweisen  dann  folgende  Tatsachen. 
I  Bs  existiert  stets  der  Gienswert 


und  zwar  konTecgioen  die  Funktionen  f)>|  gleichmSftig  fbr  alle  Punkte 
y  im  Inneren  oder  auf  einer  Seite  des  Bechteckes  B  gegen  jenen  Grens- 
wert;  die  durch  jenen  Grenzwert  I  daigestellte  Funktion  ist  daher  eine 
stetige  Funktion  von  x,ffUkK 

IL  Die  durch  den  Orenswert  I  dargestellte  Funktion  Ton  y  ist  be- 
liebig oft  diffiBientiierbar  und  swsr  definiert 

imBechtedkS  die  gesnohtePotentialAmktion  auf  derBiemannscbeii  FlSche<F. 
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§6 

Beweifl  itor  Existeai  der  FunktiOB  «. 

Zum  Beweiee  der  av^Miellteii  BehAuptnngen  I  and  H  dienen  die 
folgenden  Enhrieklqagea. 

Ef  sei  ^  ein  beetisimt  smgewildtee  Rechteck  in  der  nnendlidien 
Reihe  (7)  mit  den  Ecken'  a -^1,0;  a  +  l,h -{-Yi  a,h +  Ï  mi  x,  ^ 
seien  die  Koordinaten  einee  Plmkiee  im  Inneren  oder  «if  den  Seiten  dieeee 
RechteiAee.  Wir  hahen  erkennt,  daB  die  Aber  die  Seiten  7on  er- 
•fereckten  Integrale  der  FQnkÜonen  nnterhalb  einer  endliehen  von  h 
miabhingigen  Grenze  liegen;  wir  nennen  dieee  Grenie  0^.  Da  die  Funk- 
tionen  nnter  den  Fonklionen  Un  enthalten  nnd,  so  gelten  mithin  Glei- 
ehnngen  von  der  Form 

m 

Ò 

wohn  d*,  d**  Zahlen  sind,  die  den  Ungleichungeu 

genagen.  Wenden  wir  nnn  die  Formel  III  des  Hüftsaties  1  in  §  2  anf 
das  Rechteck  mit  den  Ecken 

a,  6;   a  +    6;   a  +  l,  y;   a,  y 

an,  so  erhalten  wir 

(_  1  ^ ^ < 4- 1^  _  1  ^ f>" ^ ^_  1  _ i< <  + 1) 

und  diese  Gleichung  2eigt>  daß  der  abeolate  Wert  des  einfachen  Integrals 

nnterhalb  einer  gewissen  endlichen  Grenze  liegt,  die  weder  von  /*  nocli 
Ton  der  Ordinate  des  Punktes  x,  y  m  abhängig  ist  Hieraus  folgt 
anmittelbar,  wenn  wir  die  Formel  I  dea  Hilfssatsea  1  in  §  2  auf  das 
Reohteck  mit  den  £cken 

a,bi  at^èî  «,sf;  a,  y 
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anwenden,  daß  auch  der  absolute  Wert  des  ein£Eichen  Inic^^ndes 

» 

unterhalb  einer  gewissen  aidlicben  Grenze  liegt,  «Ue  weder  von  h  noch 
TOH  der  Lage  des  Punktes  x,  y  in  abhuigt. 

Du  gleiche  wird  in  analoger  Weise  tod  dem  einfachen  integral 


gezeigt. 

^V'eun  die  Koordinaten  x,  y  rationale  Zahlen  sind,  so  gehört  das  aus 
den  Ecken 

a,h-j   x,h\   x,y]  u,y 

gebildete  Rechteck  selbst  zu  den  Rechtecken  (7);  in  dieeem  Falle  existiert 
mithin  nach  §  6  der  Qrenswert 


a  * 


Da  aadererseitB  nach  dem  eben  Bewiesenen  die  Ableitungen  Ton  9«  nach  oty  tf: 


ÒX 


absolut  genommen  samtlich  unterhalb  einer  von  h  nnd  von  r,  y  unab- 
hängigen Urente  bleiben,  so  erfüllt  die  unendliche  Beihe  der  Funktionen 

«I»      •  •  • 

alle  Bedingungen  dee  Hilfesateee  8  in  §  3;  nach  diesem  HiUssatse  kon- 
Teigieran  also  diese  Funktionen  gleichmäßig  in  II^  gt'gen  eine  Grenalonktion: 

diese  Gleichung  definiert  mithin  eine  in  B,^  stetige  Funktion  der  Yariabeln 
Xy  y.  Damit  ist  die  Behauptung  I  in  §  5  bewiesen  fOr  den  Fdl^  daß  wir 
«n  Bedhteck  B,^  ana  der  Reihe  (7)  der  Betrachtung  zugrunde  l^en. 

Wahlen  wir  nun  statt  dieses  Bechtedm  ein  beliebiges  Rechteck, 
dessen  Seiten  parallel  zur  rp-Achse  und  aur  y-Achse  laufen  und  daa  keinen 
Yersweigungspunkt  und  keinen  Punkt  der  Kurve  C  enihilt,  etwa  daa 
Rechteck  B  mit  den  Ecken 
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and  b^ichnen  wir  mit  x,  y  einen  in  difloem  Rechteck  M  gelegenen  Pimkl^ 
00  erweist  sich  sach  von  der  Fanktionaireilie 


die  Behsaptang  I  in  §  5  leicht  ab  sutreffend,  wenn  wir  ein  Rechteck 
in  dw  Reihe  (7)  wlhlen,  weldiei  das  Rechteck  H  im  Inneren  enthilt 
und  dann  auf     die  eben  bewiesene  Behauptung  I  anwanden. 


§  7. 

Bxisteni  der  Fuiktioii  u  und  Beweis  ihrer  PotentiaielgeBSchafl. 

Wir  gehen  nun  zom  Beweiee  der  Behauptung  II  in  §  5  Uber.  Zu 
den  Zwecke  erOiteni  wir  sunSohst  folgende  Eigenschaft  unserer  Fnnktionen- 
leihe  (10). 

Es  sei  JÎ  irgend  ein  Rechteck  auf  nnserer  Riemannsehen  Fßdie 
mit  den  Ecken 

o,  6;       a  +  ^,  6j      o  +     6  +  i';       a,  h  4- 1\ 

welches  keinen  Verzweigungspunkt  und  keinen  Punkt  der  Kurre  C  ent> 
hiilt.  Wenn  dann  l  irgend  eine  stückweise  analytische  Funktion  von  x,  y 
bedeutet,  die  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  nach  y  innerhalb  des 
Rechteckes  II  einschließlich  seiner  Seiten  stetig  ist  nnd  auf  den  Seiten 
Ton  R  vetschwindet,  so  gilt  stets  die  Gleichung 

WO  das  Doppelintegral  tther  daa  Rechteck  IL  ra  enfareeken  isi 

Zum  Beweise  dieser  Behanptung  nehmen  wir  im  Gegentefl  an,  es 
ließe  sieh  aus  unserer  Fnnktionenreihe  (10) 

Wi;        Ht  " 

eine  unendliche  Reihe 

der  Art  herausgreifen,  daß  für  alle  h 

wire,  wo  Q  im  ersten  Fall  eine  po8Ìti?e,  im  sweiten  Falle  eine  negatiTe, 
Ton  h  unabhängige  Zahl  bedeutet   Dann  setaen  wir 


Digitized  by  Google 


176 


D.  HlUKM. 


und  dafinineii  auf  muenr  Biemannflchea  FUdie  F  eine  stetige  Funk- 
tion  BO  daft  (  in  JR  nit  der  vorgelegten  FuiJction  g  Qbereìiwtìmmt  und 
aiifierludb  flbetall  den  Wert  0  liat   Die  Funktionen 

sind  dann  stückweise  analytische  Funktionen  auf  F,  die  in  C  den  Sprung  I 
erleiden,  und  das  fiber  F  eratceckte  Dirichletaohe  Integral  für  diese 
Funktion  erhält  den  Wert 

und  fo%lieli  würden  wir  flUr  aOe  h 

erhalten,  wo  d^^  das  über  F  erstreckte  Dirichletsche  Integral  für  be* 
deutet  und  also  auf  Grund  der  Festsetzung  in  §  6  sich  bei  wachsen- 
dem h  der  Grenie  d  nihert  Da 


eine  positiTe,  von  h  unabhängige  Zahl  wird,  so  wäre  mithin  d  gewi6 
nicht  die  untere  Grenze  aller  möglichen  Werte  von  Diriohletsdieii 
Integrale  n.  Die^or  Widersprueh  aeigt  die  Unzulassigkeit  unserer  Annabme 
und  damit  ist  der  Beweis  für  unsere  obige  Behauptung  erbracht. 

Die  eben  bewiesene  Gleichung  (11)  entspricht  der  Forderung  des 
Yerschwindens  der  eisten  Variation  in  der  gewöhnlichen  Yanatioiis- 
rechnung. 

Um  uuu  drn  Grouzübergang  für  h  =  (X)  luitor  dem  Integralzeichen 
in  (^^^  uusführeu  zu  köimen,  wemleu  wir  das  Mittel  der  partiellen  Inte- 
o;]atiini  an,  aber  nicht,  indem  wn-  wie  in  der  ^''p'^öhnlirhen  Variations- 
reciuLung  nach  Lagrange  die  Ableitungen  der  Variation  4  fortschaffen, 
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sondern  wir  acliaffen  im  Gegenteil  die  Ableitongen  TOn  fort  und  f&hren 
statt  derselben  mehrfache  Int^prale  T<m  ein. 

Die  Variation  t  sei  von  nnn  an  eine  stückweise  uuûjtiache  Funktion 
Ton  Xy  y,  die  folgende  Bedingung  erfftUt. 

1.  Die  Âbleitungen 

(m,»-ü,l,2,3) 

existieren  iui  üechteck  M  eiiischiieüiich  der  Seiten  desselben  and  sind 
daselbst  stetig. 

2.  Für  a:  —  a  und  x     a  -j- 1  ist  identisch  für  alle  Werte  Ton  y 

j_o,  r*-o,  n-o, 

Fflr  y  «•  fr  und  y  —  fr  +  T  ist  identisch  Ar  alle  Werte  TOn  x 

Indem  wir  dann  dio  Forna  i  tur  partielle  lnt*:'f:i  atioTi  wiederholt  für 
die  Integration  nach  x  und  nach  y  in  Anwendnnçr  ì»T  iugen,  gelaugen  wir, 
unter  a*,       irgend  zwei  bezüglich  Tiwischi  u  <\<'i\  iln  n/en  a.  a 1  und 
b     l'  gelegene  Zahlen  verstaiideu,  zu  folgenden  Gleichungen 

a  +  l  a  +  l 


m  m 

a  +  l  a+l 


nnd  fbner,  wenn 

,dxdy 


9  m' 


a*  b* 


gSietiEt  wird: 


b+r      X  h+v 


UZ.  II 
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Mithin  iat 


Ebenso  finden  wir 


X  X 


Die  Additiüu  der  beiden  letzten  Formeln  Liefert 

et  du.  ,  ?{:?«! 


Kcx  cx      tìy  oy  ]  ^ 


Wenden  wir  nun  tlit'  Behauptung  1  in  §  5,  die  m  i?  6  bereits  be- 
wiesen worden  ist,  aiü  diejenigen  vier  üechtecke  an,  in  welche  das  Kecht- 
eck  Ii  durch  die  beiden  Geraden 

af  —       y  »-  è'" 

lerlegt  wild,  so  erkennen  wir,  daS  die  Fnnktionenreihe 

t'i,  tj,  t'j,  •  •  • 

gleichmäßig  im  Rechteck  M  einschliefilich  der  Seiten  desselben  konvergiert. 


Die  Gbrenzi'unkUon 


ist  mithin  in  JR  stetig  und  da  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  die 
Reiheniblge  des  Gren?:0bergiinge8  fflr  h  m»  oo  und  der  Integrationsproxesee 
Tertaiwcht  werden  darf,  ao  haben  wir 
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Unter  Benutzung  dieser  Umibrmuiig  und  bei  Eixiiiikrung  der  ab* 
kürzenden  Bezeichnung 

w{x,y)  ^  ffCC vdxdxdydy 


drückt  sich  die  in  Formel  (Li)  ausgesprochene  Behauptun^^  wie  folgt  aua. 

Die  Funktion  /<  (ir,  </)  ist  von  der  Art,  daß  für  jede  beliebige  den 
Bedingungen  1.  und  2.  genügende  Fonktion  i  stete  du8  über  K  erstreckte 
Doppelintegral 

^  Awäxdp 


den  Wert  ()  hat. 

Da  Au'  eine  stetige  Funktion  von  x,  y  ist,  so  folgt  hieraus  nach 
Hilfssatz  3  in  §  4,  daß  Aw  notwendig  die  Gestalt  hut 

(12)  Aw  -  iCy«  +  X  »  +  X  "  +  Ta:»  +  Tx  +  Y% 

wo  X,  X\  X"  stetige  FnaMioiieii  der  Variabefai  x  eUem  mid  T,  T' 
gtetige  Funktionen  der  Yariabeln  y  allein  bedeuten.   Setien  wir 

XX  X   r  X  X 

g  -  w'-ff  { +  X")dxdx-{^  Jj  'fffXdxdxdxdx 

a  •  •  •  •  ■ 

- ff{  ir«»+ra:+  r'\dydy-\-2ffffYdydydydtf, 

■o  geht  die  Gleidiiixig  (12)  Uber  in  die  Gleiehimg 

Am^O 

und  dies*'  ''•  'K^.  daß  m  eine  innerhalb  7Ì  reguläre  Potenti alfnnktion  ist 
Da  eine  reguläre  Potentialfonktiou  naeii  (ieii  beiden  VerüinderJichen  x,  y 
beliebig  oft  differenti iert  werden  kann  und  alle  ihre  Âbleitungeu  ebenfalls 
reguläre  Potentiali'unktiouen  »ind,  so  folgt,  daß  auch 

eine  innfflrhftlh  R  reguläre  Potentialfunktion  ist. 

Setzen  wir  in  dem  Ausdruck  v~2X  —  2Y  insbesondere  y  =  b*  ein 
und  berücksichtigen,  daß  v  für  y  =  h*  identisch  in  x  verschwindet,  so 

folgt,  daß  X  notwendig  eine  analytische  und  also  nach  x  differentiierbare 
Funktion  sein  muß;  ebenso  folgt  dure-h  Einsetzen  von  x  ^-  <i*  iu  jenen 
Ausdrnck.  daß  Y  eine  analytische  und  also  nach  y  diöerentiierbare  Funk- 
tion sein  muß.  Mithin  ist  die  Funktion  v  analytisch  und  also  gewiß 
nach  X  und  nach  y  differeutiierbar:  setzen  wir 

Vi* 
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ao  erhellt,  daß  u  ebenfalls  eine  innerhalb  M  reguläre  Futetitialfonktiou  ist 
Die  hieraus  zu  eutaelimende  Formel 


seigfc,  daß  der  Wert  der  Fimklioii  u  Ton  der  Wahl  der  Zahlen  ¥^ 
QnabhSngig  ist  und  mitbin  definiert  diete  Formel  auf  der  gauMn  Rie- 
mannicihen  Fladie  F  eine  Poientialfhnkfcion,  die  gewift  flbeiall  im  End- 
lichen sich  regulär  veriiSlt,  wenn  man  Ton  den  Punkten  der  Kurve  C  nnd 
den  Yenweigangwtellen  ahaiehi 

Um  zu'  erkennen,  daß  u(x,  y)  die  geanehto  Potentialfonktion  der  ge- 
gebenen  Biemannschen  Flâ«he  ist,  erübrigt  noch  za  zeigen,  daß  u(x,  y) 
in  dem  in  §  1  festgesetzten  Sinne  beim  Übergange  über  die  Kurve  C  den 
Sprang  1  erleidet  und  daß  u  auch  in  den  nnendlichfemen  Punkten  und 
in  den  Verzweigungspunkten  der  Ri  e  mann  sehen  Fliehe  in  dem  in 
§  1  £Mtgeaetaten  Sinne  eich  regulär  verhalt 


Beweis  für  die  verlaugu^  l instetlgkeit  der  Potentialiunktion  u 


Der  Nachweis  fiîr  das  verlangte  unstetige  Verhalten  auf  der  Kurve  C 
laßt  sich  sehr  einütch  führen.  Wir  ändern  zu  dem  Zwecke  die  Kurve 
anf  der  Riemannsdben  Fläche  F  in  der  Weise  ab,  wie  wir  dies  im  §  ö 
getan  haben,  indem  wir  die  einzelnen  geradlinigen  Stücke  des  Polygon- 
zuges!  C  parallel  mit  sich  nach  der  Seite  hin  rerschieben,  nach  welcher 
die  Vermehrung  der  Funktionswerte  um  1  eintritt,  und  gleichseitig  jedes 
geradlinige  Stück  in  geeigneter  Weise  verlängern  oder  verkürzen,  so  daß 
die  abgeänderten  Stücke  wiederum  einen  geschlossenen  Polygonzug  bilden, 
den  wir  ("*  nennen.  Wir  treffen  die  Abänderung  so,  daß  in  dem  zwischen 
C  und  C*  gelej^rtion  ringtormigeu  Gebiete  kein  Verzweigungspurtkt  der 
Riemannschen  Kläche  zu  liegen  kommt.  Nnnraehr  führen  wir  mnere 
gesamte  Betrachtung  für  den  Pnlygonzug  C*  anstatt  wie  früher  tur  den 
Polygonzug  ('  aus.  Wir  bezeichnen  der  Kürze  halber  eine  Funktion,  die 
innerhalb  des  von  C  und  0*  begrenzten  ringformigeu  Gebietes  den  kon- 
stanten Wert  1  hat  und  sonst  überall  auf  der  Rieniannsehen  Flüche 
verschwindet,  mit  1*.  Aus  jeder  beliebigen  Funktion  U,  die  auf  der 
Riemannschen  Fläche  F  stetig  verläuft  und  nur  in  C  den  Sprung  1 


§  8. 


auf  der  Kurve  C. 
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erkideti  gewiniMn  wir  dann  offenbar  diuch  Snivtraktion  d«r  Fonktion  1* 
eine  Funktion,  die  auf  der  Riemannadien  FlSche  F  stetig  Todäuft  und 
nur  in  C*  den  Sprung  1  erieidet  und  wir  können  offenbar  filr  die  neue 
Betrachtung  Ton  Yomherein  die  Fonktionenreibe 

Mj  —      Mf  —  1*  t«i  —  1*,  •  •  • 
sugrunde  legen,  wo  u,,,  •  •  •  die  in  den  Torigm  Sntwieketnngen 

gew<»uieDett  und  sur  Eonatniktion  unaerer  Potentialfnnktion  u  Terwandten 
Funktionen  (10)  bedeuten,  ünaer  Teifabren  aeigk  dann,  da0  aieb  ana 
dieser  Ftuktionenrohe  eine  Auswabl 

muß  treffen  lassen,  derart,  daß  der  durch  die  Formel 

definierte  Auadmek  eine  Potentialfunktion  darstellt,  die  nur  in  den  Punkten 
des  Polygonzuges  C*  unstetig  ist  Kon  ist  aber  jener  Ausdruck  u*  offen- 
bar gleich  u  —  1*  und  mithin  «  —  1*  eine  auf  C  reguläre  Potential- 
fonktion,  d.  h.  u  erleidet  in  dem  in  §  1  festgesetaten  Sinne  beim  Über- 
gange Aber  die  Kurye  C  den  Sprang  1. 

§  9. 

Der  Werl  des  Birichlotsihen  Integrals  der  Potentinlfkuiktioii  u 

nttf  der  ftiemamudien  FUtoke. 

Um  das  Yerhalten  der  gefundenen  Potentialfunktion  u  in  den  unendlidi- 
femen  Punkten  und  in  den  Yersweigungspnnkten  der  Riemannscfaen 
FtSche  F  zu  beurteilen)  ist  es  suTor  nötig,  in  seigsn,  daß  die  Funktion  « 
das  ins  Äuge  geÜtßte  Diriebletsebe  Tariationsproblem  lost,  daß  der 
Wert  des  Uber  die  gesamte  Biemannscbe  Fläche  erstreckten  Diri  ekle  t- 
sehen  Integrals  für  diese  Funktion  wirUieh  ^eieh  der  in  §  &  mit  d  be- 
seicknefcen  Grenae  aller  m^lioben  Werte  der  über  JF*  erstredkfaen  Dirich- 
letsehen  Integiale  wird. 

Beim  Nachweise  hierf&r  bedienen  wir  uns  der  folgenden  Tatsache: 
Es  sei  R  irgend  ein  Reohteek  auf  unserer  Riemannsohen  Fiftehe 
mit  den  £eken 

welches  keinen  YenweigimgBpunkt  und  keinen  Punkt  der  Kmre  0  enthält 
und  f(x,  ff)  sei  eine  in  B  einschliefiUeh  der  Seiten  Ton  R  regulBre  anA> 
lytisohe  Funktion:  wird  dann  zur  AbkUnong 
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gOBetet,  eo  behaapl»  iob,  daft  stets  die  Gleichung  gilt 


a  b 


und  zwar  konvogiert  das  Doppelintegral  gleichmäfiig  fOx  alle  in  R  ge- 
legenen Pnnkte  x,  y  gegen  den  Wert  0. 

Zvm  Beweise  dieeer  Behauptong  formen  wir  das  DoppeiintegnJ  wie 
folgt  um 

J ffto^dxdy  ^fj  I  ta^da^dp^-^J      Jj  oa^dxdydy 

^Ju'J J^hdxdy  dx^-J j  ^f^  J fo^dxdy  dxdy 

tmd  bedenken  dann,  daft  das  Doppelintegral 

J'J* (o^  dx  dy  =  I^J u^dxdy  —J  Judxdy 

•  è  a  è  «  ft 

gteichnäßig  für  alle  in  R  gelegenen  Pnnkte  x,  y  gegen  den  Wert  0  kon- 
▼ergiert 

Wir  wollen  nnn  zeigen,  daft  das  Qbw  die  gesamte  Riemannsctbe 
FlSehe  F  erstreckte  Diri  chi  e  teche  Integral  Ar  die  PotentiaUìinktien  u 
einen  ehdUtàen  Wert  besitct,  der  gewift  nicht  gröfter  als  (2  ist  Im  ent- 
gegengesetaten  Falle  nftmlieh  mtlftte  es  gewift  aneh  mS^ich  sein,  anf  der 
Riemannschen  Fßche  F  ein  gani  im  Ei^iehen  gelegenes,  von  Ver- 
zweigongspunkten  nnd  Pnnkten  der  Korre  C  £teies  Gebiet  O  absogrenxen, 
so  daft  das  fiber  G  erstreckte  Biriehletsche  Integral  fttr  die  Funktion  ti 
grdfter  als  d  ansföUt  nnd  zwar  nehmen  wir  an»  es  sei  das  fiber  G  ersteeckte 
Dirichletsehe  Integral  ^  <2  + wo  p  eine  gewisse  positive  Zahl  bedeutet 
Dann  konstraiereo  wir  einen  Poljgonsng  der  aus  einer  endlichen  An- 
zshl  geradliniger  zur  ^e-Acbse  oder  znr  y-Achse  paralleler  Stflcke  besteht 
derart,  daß  das  Gebiet  G  auf  der  Riemannschen  Fläche  ganz  in  das 
Innere  d  durch  diesen  Polygonzng  P  begrenzten  Polygones  zu  liegen 
kommt.  Endlich  wählen  wir  noch  eine  positive  Grfifte  d  so  klein,  daft 
das  Gebiet  G  auch  innerhalb  jedes  solchen  Polygonsnges  enthalten 
bleibt,  der  aus  P  durch  eine  ParailelTenchiebung: 

«'-«-1-1,  0£î<9 
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hervorLreht  Offenbar  sind  dann  die  üher  das  Innere  der  Poljgonzüge  P^^ 
erstreckten  D  i r ichletschen  Integrale  für  die  Funktion  M  ebenfalls  sämtlich 
^  d  4-  2>i  WUT  können  daher  aus  der  Identität 

-f/m'-'  (1?)')     + •'Jßr>    1?  %'\ <^'<*y 

in  der  die  Doppeimtegrale  über  das  Innere  des  Polygones  zu  erstrecken 
sind,  die  Ungleichung  entnehmen 

Um  so  mehr  ist 

wenn  das  Doppélintegnl  linker  Hand  fiber  die  ganse  Riemannsdie 
FUclie  F  entroekt  witd.  AndererBeit«  gilt  die  Foimd 


Uerin  ist  daa  ente  Jbtegral  rechter  Hand  fiber  den  Poljgomnig  zn 

erstrecken,  wobei  8,  t  die  Yariabeln  x,  ±ff  besQglieh  tft  bedeuten, 
jenachdem  die  betreffende  Polygonaeite  zur  x-Âchse  oder  aar  y-Achae 
parallel  liaft  Wegen      —  0  gewinnen  wir  die  Formel 


r  ficu,  cuìf^  cu  c<x>^\  _  f  du 
JJx^T^  "*'^y  ay  I  ^    j  dt 


Nun  lehrt  die  am  Anfang  dieses  Par^p^pken  erkannte  Tatsache,  daß, 
wir  daa  Integral  rechter  Hand  in  (14)  nach  |  und  rj  zwischen  den  . 
Grenien  0  und  â  integrieren  und  dann  zur  Grenze  A  —  oq  fibergeheu, 
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sieh  Null  ergibt  und  mithin  gilt  das  gleiche  für  die  linke  Seite,  d.  h. 
wir  habeu 

Integrieren  «ir  nun  die  Gleichung  (13)  naeh  |  und  17  swischen  den 
Oreuzen  0  und  Ò  nnd  gdien  dann  znr  Gnoze  h*^oo  flberi  eo  erhalten  idr 

und  diese  Ungleichung  enthält  wegen  p  >  0  einen  Widerspruch.  Unsere 
Annahme  ist  mithin  unzulässig,  d.  Ii.  das  über  die  gesamte  Riemannsche 
Fläche  F  erstreckte  Integral  für  die  Poteutiiilfunktion  u  beeitst  einen 
endlichen  Wert,  der  gewiß  nicht  größer  als  d  ist. 

Dieser  Wert  kann  auch  nicht  kleiner  als  d  sein,  da  unserer  anfäng- 
lichen Festsetzung  zufolge  (if  die  untere  Grenze  aller  möglichen  Werte  der 
Dirichletschen  Integrale  für  die  in  Betracht  kommenden  Funktionen 
bezeichnet.  Das  über  F  erstreckte  Dirichletschc  Integral  für  die  Funk- 
tion u  hat  daher  genau  den  Wert  d  und  mithin  löet  die  PotentialftUlk* 
tion  u  das  Dirichletsche  Variationaproblem. 


§  10. 

Beweis  für  das  iri^nlüre  Verhalten  der  Potential  funkt  ion  n  in  den 
unendlichf erneu  Punkten  und  iu  den  Yerzweiguugspuukten  der 

Riemannschen  Fläche. 

üm  zu  beweisen,  daß  die  gefundene  Funktion  u  such  in  den  un- 
endlichfemen  Punkten  und  in  den  Verzweigungspunktcn  der  Riemann- 
schen  Fläche  F  in  dem  in  §  1  festgesetzten  Sinne  sich  regulär  yerhalt, 
bedenken  wir,  daß  bei  der  in  §  1  angegebenen  Transformât  io iî  das  vor- 
gelegte Dirichletsche  Integral  wieder  in  ein  Dirichletsches  Integral 
fibergeht  und  mithin  das  über  die  transformierte  Riemannsche  Fläche 
erstreckte  Dirichletsche  Integral  den  gleichen  endlichen  Wert  besitzt, 
wie  das  fihor  die  ursprünglich  vorgelegte  Fläche  F  erstreckte  Integral. 
Bei  der  in  1  angegebenen  Trnnsfonnation  gehen  die  Verzweigungspunkte, 
bezw.  die  unendlichfemeii  Punkte  aer  Riemannschen  Fläche  F  in  ge- 
wöhnliche Punkte  über  und  mithin  haben  wir  nach  der  dort  getroffenen 
Feetsetzuncj  nur  nötig  zu  zeigen,  daß  die  transformierte  Potentialfiinktion 
M*  III  einem  gewöhnlichen  Punkte  P  sich  regulär  verhalten  muß,  falls  sie 
der  Umgebung  dii  srs  Î^^nkte8  F  eindeutig  und  regulär  ist  und  ein 
endliches  Dirichletsche«  Integral  aufweist  Hierzu  benutzen  wir  die  aus 
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dem  LanrentBchen  Satze  leicht  zu  folgernde  Tatsache,  daß  u*  in  der 
Umgebung  von  P  eine  Beihenentwickelnng  von  der  Gestalt 

y)  =  («  +  air) 

+  (a»r + ^)  coi  9  +  (fl.f*  +  5)  eoe  29  +  (a,r»  +  ^)  008  3 9 +•  . 
+  (^^-^  v)  «n  v  +  7.)  «in  29+  (ai|r»+     ein  3ç)  + ..  . 

besitzen  maß,  wo  r  die  Entfernung  dei  Punktes  ff  von  P  und  <p  den 
Winkel  bo^eichnet,  den  die  Yerbindiingsgnde  swischen  diesen  Punkten 
mit  der  r  Achse  einschließt  und  wo  a,  tc,  €tg,  tt^,  O^,  0^,0^,«^,  '  *  •  hg,  fi^, 
b^,  ß^f  èj,  ßit  ■  •  •  Konstaute  bedeuten.  Es  mögen  r^r^'^r  iwei  beeondere  . 
Werte  bezeichnen,  f&r  welche  jene  Beihenentwìdnlnng  konvergiert,  die 
von  den  mit  r  und  r'  um  P  geschlagenen  Kreisen  gebildet  wird.  Das 
über  diesen  Ereisring  erstreckte  Dirichletsche  Integral  fttr  die  Potential- 
ftinktion  u*  ist  bekrinntlich  nach  dem  Greenschen  Satz  durch  die  Integrale 
über  die  Peripherie  jener  beiden  Kreise  ansdrückbarj  man  erhalt  für 
dasselbe  den  Wert 

2«  s» 

0  0 

Da  das  Dirichletsche  Lttegral  fiber  die  gesamte  I%hshe  erstreckt 
einen  endlichen  Wert  ä  haben  soll,  so  moB  auch 

bei  abnehmendem     absolut  genommen,  unterhalb  einer  endlichen  Große  Ä 
bleiben  imd  daraus  entnehmen  wir,  daß  das  Integral 


r    in  itt  tn 


absolut  genommen  unterhalb  der  Grenze 

r 

bleibt,  d.  h.  das  Megral 

0 
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niuB  bei  abuehuioiidcm  r  absolut  genommen  unterhalb  einer  Größe  von 
der  Form 

bleiben,  wo  B  eine  geeignet  gewählte  Konstante  iet.  Wegen 

folgt  sber  lüerans,  daß  die  Konstuiiteii  ^,  «t,  ■  ■  ßi,  ßtf  -  •  '  Amtlich 
gkieh  0  eind,  d.  k  die  Poientialfìtnktioii  te*  Terhilt  sieh  andi  im  Punkte 
P  regalar. 

Göttingen,  den  18.  September  1901. 
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Hamiltonsche  Gruppen. 

Von 

Ernst  Wendt  in  Bremen. 


Nicht  kommotatÎTe  Grnppen;  deren  eSmUiolie  Teiler  Nomialteìler  tînd, 
hat  Herr  Dedekind*)  j^amtUonadié*  genannt.  Die  kleinste  dieier  Groppen 
ist  eine  Gruppe  achter  Ordnni^,  welcher  Herr  Dedekind  den  Namen 
„Qu(aerm€tieiigruppif*  gegeben  hai  Dunen  Aufbau  will  ich  im  folgenden 
als  bekannt  Toranssetaen.  Dag^en  will  ich  hier  die  Resultete,  welche 
Herr  Dedekind  in  bezng  auf  die  allgemeineten  HamÜUmsdtm  Gruppen 
gewonnen  hat,  in  modifizierter  und,  wie  ich  glaube,  «niaoherer  Weise 
herleiten. 

Der  eigentlichen  Diskussion  wiU  ich  zwei  Sätie  yorausschicken,  die 
▼ielfach  Anwendong  bei  gmppentheoretieehan  Untenmchnngen  finden  und 
im  folgenden  benntst  werden  sollen. 

Hilfssats  I:  Sind  9  tmd  Iß  Normalteüer  einer  Grujppe  ®, 
und  isi  ihr  groftter  gememnamer  Teiler  Î),  so  bestellt  gwisdten 
irgend  mcei  Memenim  A  und  B  mm  9  bemo,  fÒ  eine  Bdaüon 
von  der  Form 

wo  D  ein  Ekmeni  in  2)  hedeuiei,  und  die  Ordnung  des  Ideinsien 

'jrnieinschafäicken  Vidfachcn  von  %  UÊtd  ö  isi       ,  ivo  a,  6,  d 

die  Ordnungszcüileft  31,  95,  Î)  bezädinen. 
Für  2)  —  1  ergibt  sich  hieraus  der 

Hilfssatz  LI:  Mabeti  zwei  Normalteiler  i>iìwr  Gruppi:  außer 
der  Einheit  kein  Klement  f/emeinsnm,  so  ist  jeden  Internent  des 
eimn  mit  jedem  Elcmait  den  andern  vertauschhar. 
Es  £ei  nun  @  eine  üamiltonsclie  Gruppe.    Sind      p^f  •  •  •  die  ver- 
schiedenen in  der  Ordnung  von  &  aufgehenden  Primzahlen  und  p^'fp'^^,  * 
die  höchsten  darin  enthaltenen  Potenzen  derselben,  so  besitst  (B  nach  dem 

*)  Math.  Ann.  Bd.  48,  8.  648. 
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Sy lowechen  Satze  Untergruppen  von  Ordnmqpnlileii  X')  Ps')  '  '  ^ 
diese  nach  der  Aber  &  gemachten  Voraussetzung  Normalteiler  von  ®  sein 
müssen  und  je  zwei  derselben  außer  1  *kein  Element  gemeinsam  haben 
können,  so  ist  nach  Uilfssatz  XI  jedes  Element  des  einen  mit  jedem  Ele- 
ment des  andern  vertanschbar.  Das  kleinste  gemeiiischaftliclie  Vielfeche 
aller  dieser  Gruppen  ist  dabei  deren  direktes  Produkt,  dessen  Ordnung 
gleich  pj«,  ■  -f  also  gleich  der  Ordnun<;  von  &  ist,  uud  das  demnach, 
da  es  ja  in      enthalten  ist,  mit  ^  übereinstimmen  muB. 

Satz  III:  Jede  Hamiltonsche  Gruppe  ist  das  directe  Fro- 
dukt  von  Gruppen  von  Prhìì-ahlpoienzordimng. 
Es  bedeute  jetzt  @  eine  Hamiltonsche  Gruppe,  welche  zur  Ordnung 
eine  Primzahlpotenz  p"  hat.  Die  Ordnung  jedes  in  einer  solchen  Gruppe 
enthaltenen  Elementes  ist.  da  sie  in  p"  aufgehen  muß,  eine  Potenz  von  p. 
Es  8PÌ  A  ein  Element  von  der  Ordnung  und  B  ein  solclies  von  der 
Ordnung  und  es  sei  A'j  ^ /c.  Die  durrh  die  Potenzen  von  A  und  B 
gebildeten  zyklischen  Gruppen  mögen  Sl  resp.  3^  heißen;  ihre  Ordnungen 
sind  (laiiii  ;»*  resp  Ihr  größt^'r  «romeinsamer  Divisor  jD,  der  als 

Unt«  ru iupp*"  ( nu  r  zyklischen  Gruppe  selbst  zyklisch  sein  muß  und  deren 
Elemente  Potenzen  von  A  und  7?  zugleich  sind,  nui<^e  die  Ordnung 
haben.  Es  handelt  sich  um  die  Aut^itellung  der  Bedingungen,  unter  denen 
A  nicht  mit  B  vertauschbar  ist  Zunächst  ist  klar,  daß  zu  dem  Ende  l 
von  /;  verschieden  sein  muß,  denn  im  Falle  /  =  /■  wäre  ja  %  ein  Teiler 
von  95.  Es  sei  demgemäß  Z  <  A;  vorausgesetzt.  Ist  %  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Vielfache  von  %  und  23,  also  die  (hncli  Komposition  von 
A  und  B  erzeugte  Gruppe,  so  ist,  da  ja  S  und  iÖ  Normalteiler  von  ® 
sind,  nach  Uilfssatz  I: 

(1)  B-'AB^AD^, 

wo  I),  ein  Element  in  %  bedeutet,  und  die  Ordnung  von  (S  ist  gleidt 

Die  niedrigste  in  %  enthaltene  Potenz  Ton  B  ist  die 
Wird  diese  mit  D  bezeichnet,  so  kann  D  als  eraengendes  Element  der 
syklischen  Grappe  2)  angefaßt  werden»  nnd  es  muß,  da  die  aber 

keine  niedere  Potenz  von  A  gebdrt,  A^~^  —  D"  sein,^  wo  «  leiatiT 
prim  zu  |)  ist. 

Da  Z)|  als  Element  Ton  %  PoteauE  von  A  und  B  zog^eidh  ist,  so 
mnB  es  mit  A  nnd  B  Tertansehbar  sein.  Es  folgt  daker  fOr  beliebige 
positiTS  oder  negative  ganze  Zahlen  6  tmd  r: 

(2)  B-^A^B^^'A^Bl^ 
woraus  sich  für    ^^~^t  r  —»  1 

(3)  I>f~'  «- 1 
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eigibt,  und  weiter  f&r  positire  ganze  Zahlen  qi 

(4)  «  . 
Batst  man  hierin 

80  erhält  man,  wenn  man  noch  die  folgenden  Beseichnnngen  eiuflihrty 
(ö)  A^-nB"  J^  'A,   also    A^B^  i^'-'A^, 

V  —  ^  

und  ferner  von  den  (lieidiiuogen 

(6)  B^-*^Di  -A*^''-D" 
Gebiaaeh  macht, 

(7)  ilf*"'  =  Djf^"' 

Baa  £lemeDt  ^  gehört  zufolge  seiner  Definition  der  durch  A  and  B 
erzeugten  Gruppe  (&  von  der  Ordnung  p^+^-'  au.  Weil  sich  femer  naoli 

(5)  A  durch  Komposition  von  und  B  darstellen  läßt,  so  eigibt  sich^ 
daß  mau  an  Stelle  Ton  A  nnd  B  auch  und  B  als  Erzeugende  der 
Gruppe  ansehen  kaan.  Ihrer  Ordnung  kann  daher  auch  die  Form 
j/'i^^  '  gegeben  werden,  wo  jp*  die  Ordnung  von  Ai  und  p*'  die  Ordnung 
des  grütiten  gemeinsamen  Divisors  ^'  der  beiden  durch  yi,  und  £  erzeugten 
zyklischen  Gruppen  bedeutet.    Infolgedesaen  ist  k  —  l  »^h*  ^  l',  alao 

ist  nun  p  von  2  verschiedeu,  8o  ist  v  eine  ganze  Zahl,  und  ea  folgt 
aua  Gleichung  (7)  mit  Hüfe  von  (3) 

(8)  ^-'-1, 

weü  ja  X;^-;^Jb-;  iat  Da  hiemach  i' ^ - {  iat^  so  muft  JiT -  jfe - 
alao  r»B  0  miid  S)'^^  1  aein.  Nach  Hflfi»atB  II  ist  demnach  A^  mit  É 
▼eztanachbar^  alao  (Ì  eine  Abelaehe  Gruppe.  Die  ihr  angehdrigen  Memeiite 
A  und  B  mtoen  daher  mitainaiider  Tertausehbar  aein.   Somit  gilt  der 
Satz  rV:  HamSkmche  Gruppen,  derm  Orämmg  àie  Potour 
einer  von  2  vereâneâenm  FrimeäM  ist,  exisUenm  nkàL 
Falla  p  —  2  iat,  läßt  aich  die  Gleichung  (8)  nicht  allgemein  sohließen, 
weil  V  keine  ganze  Zahl  ist,  wohl  aber  in  dem  Falle,  daß  k^>k  ist, 
weil  dann    —  2  —  1>X;  —  2  —  1,  also  k^  —  l  —  l'^k^l  und  daher 

2*.-'.  v  =  -u-  2*'-'-  •  •  (2*-'- 1) 

durch  2*"'  teilbar  ist.  In  derselben  Weise  wie  vorher  im  Falle  >  2 
eigibt  sich  dann  die  Vertanachbarkeit  von  A  und  B  und  sonach  der  folgende 
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Ratz  V:   In  einer  Ilamiltvtischoi  (Truppe,  deren  Ordnung 
eine  Potenz  von  2  isi,  sind  MUmente  von  ungleicher  Ordnung 
miteinaruier  vertma^chhar. 
TTni  nun  noch  den  Fall  l\  =  k  zu  erledigen,  erhebe  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  (7)  ins  Quadrat.    Dann  findet  man  mit  Uilfe  Ton  iß) 

weil  2v  eine  gante  Zahl  ist  lat  nun  1^2,  also  h  —  l-^  l^k-^l,  ao 
folgt  ans  der  letzten  Gleichung,  daß  die  Oidnimg  Ton  Ag  ein  Teiler  von 
2^~^  ist  Iii  aher  l^l,  also  die  Ordnung  tob  ®  gleich  S,  nnd  g|eieh- 

aeitig  h>2,  Bo  ergibt  sich  ana  Gleidinng  (7)  Af"^^  1,  weil  dann  die 
Zahl  noch  durch  2  teilbar  iat  und  Dj  ala  Element 

▼on  ^  der  Bedingung  2){  —  1  gen<lgt  In  den  Torliegenden  Filleii  iat 
àteo  die  Ordnung  Ton  Äg  kleiner  als  die  ron  B,  nach  Sata  Y  müssen 
demnach  Ag  und  B  pennatabel  sein.  Aua  der  Vertaaechbarkeit  Ton 
und  B  folgt  abw,  wie  Torhin  geaeigt  wurde,  auch  die  von  A  und  B.  Ist 
acUiefilich  1^0,  so  ìat  ^  —  1,  also  auch  —  1  und  infblgedesaen  A 
mit  B  Tertauschbar. 

Nach  diesen  Dntersuchungen  kSnnen  also  im  Falle  p  =  2  zwei  Ele- 
ment« A  xmà  B  nur  dann  nicht  pennutabel  sein,  wenn  gleichzeitig  die 
folgenden  Bedingungen  erftllt  sind:  k'>'l,  —  A-,  1^1,  k  ^2,  die  sich 
in  die  einfticheren  umgestalten  laaaen:  l  ^  \ ,  1^  =  k  =  2.  Da  in  diesem 
Falle  Dg  mit  D  übereinstimmen  muß,  so  laßt  aich  der  Sata  anasprechen: 
Satz  VI:  In  einer  Hamütonseheu  Gruppe ^  deren  Ordnung 

eine  Potenz  von  2  ist,  müssen  moei  nUM  ««rtouMhòare  ElemaUe 

die  fûigendm  Gleichungen  befriedigm 

AB^BADy 

wobei  tinan  die  letzte  Ghidtuny  auch  in  der  Forni  schreiben  kann 

BA  =  ABB. 

Durch  zwei  auf  diese  Weise  definierte  Elemente  A  und  B  wird  nach 
den  Untersuchungen  des  Herrn  Dedekind  tatsächlich  eine  Hamiltonache 
Gruppe,  nämlich  eine  (^uUermonengruppe  erzeugt.  Es  muß  also  ®  min- 
deatens  eine  Qoatemionengruppe  ^  als  Teiler  besitzen,  weil  sonst  ja  alle 
Elemente  in  @  permutabel  wären.  Die  erzeugenden  Elemente  von  $t 
mjJgen  A  imd  B  heißen  und  den  Gleichnnu^eu  (9^  genügen. 

Bedeutet  jetzt  7'  ein  Element  in  (3,  welches  mit  allen  Elementen 
der  (^uatemiuiien^ruppe  H  Tertauschbar  ist,  so  muß  für  das  Element  BR 
die  Gleichung  bestehen 

{BK)-'A(BB)  -  Rr'(B-'AB)R  ''Br\AD)R  -  AD, 
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a  11  die  Elemente  BR  nnd  Ä  sind  nidit  perniutabel.  Das  ist  aber  nach 
Satz  VI  nur  möglich,  wenn  (BR)*  oder  B'I^  oder  alao  JB«-! 

iai  Mit  allen  Elementen  von  ^  verteoachlMure  Elemente  können  demnach 
nur  die  Ordnung  2  haben.  Dieselben  müsaeOi  da  nach  Satz  Yl  nicht 
peimaftable  Elemente  die  Ordnung  4  haben,  auch  mit  allen  Elementen 
Ton  &  vertanedhbar  sein.  Ihre  Gesamtheit  stellt  infolgedessen  eine 
Ab  e  Ische  Gruppe  dar.  Zu  dieser  gehört  auch  das  einzige  in  ^  enthaltene 
Element  2'*'  Ordnung,  nämlich  D,  aber  weiter  kein  Element  in  $t,  und 
iie  kann  daher  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Alielschen  Gruppen  auf- 
gefaßt werden  als  das  direkte  Produkt  der  die  Eli^mente  D  und  1  ent- 
haltenden Gruppe  ^  und  einer  Abelschen  Gruppe  die  mit  St  außer  1 
kein  Element  gemeinsam  hat,  also  ist  in  das  direkte  Produkt  von  It 
und  enthalten. 

Alle  diejenigen  Eletnente  von  03,  die  nicht  mit  allen  El'Miienton  von 
@  vertauschhar  sind,  dürfen  nicht  gleichzeitig  mit  A  und  U  vritauschhur 
sein,  denn  sonst  wären  sie  ja  mit  aUeu  Elementen  der  Gruppe  Ä  ver- 
tauschbar, da  diese  durch  A  und  B  erzeuirt  wird,  und  müßten  also  nacli 
()l)i<:t  in  die  Ordnung  2  haben,  wähn  ti  l  ihnen  nach  Satz  VI  die  Oixl- 
riung  4  zukommt.  Ist  nun  ein  derartij^es  Eienu'ut  G  etwa  nnt  B  nicht 
vertauschhar ,  so  muß  nach  Satz  VI  =  B*,  also  nach  (îleichung  (9) 
—  D  sein.  Ist  G  weder  mit  Ä  noch  mit  B  vertauschhar^  so  bestehen 
nach  Satz  VI  die  Gleichungen 

G«-^"-=.Z>;  GA^AGD, 

also  ergibt  sich 

Q{AB)  -  {ßA)B  -  {AQD)B  -  A(QB)D  -  A(BGD)D  -  (AB)G, 

d.  b.  ist  mit  dem  Element  AB  yertaiuehhar.  Damit  ist  die  Ezistens 
eines  in  ft  entiialtenen  Ton  D  Terscliiedenen  Elementes  IT,  mit  weldiem 
G  Tertanschbar  ist,  gesieliert   Weil  JT*    D  ist,  findet  man 

(jrö)»-Ä*Ö»-DD-D»-l. 

Darans  folgt,  daß  das  Element  KG-  mit  allen  Elementen  Ton  ®  yer^ 
tanschbar  ist,  alio  dem  direkten  Prodnkt  der  Gruppen  ^  und  $  angehört 
und  demnach  in  der  Form  D^P  darstellbar  ist,  wo  P  ein  Element  aus  ^ 
bedentety  nnd  bierans  ergibt  sieh  weiter,  daB  Q  «  K-^&F ^  K'T  selbst 
in  dem  Produkt  Ton  ft  and  Ç  enthalten  ist  mid  daß  die  Grappe  (9,  welehe 
nach  Obigem  dieses  Produkt  als  Teiler  enthält,  genau  gleich  demselben  ist 
Faßt  man  dieses  Resultat  mit  Sata  III  und  Sata  IV  susammen,  so 
geUmgt  man  au  folgendem 

Sata  YII:  Jeék  HamXUmadtê  Gruppe  ist  das  diréste  Produkt 
eimr  Quaiemionamruppej  einer  Aidadte»  Gruppe,  deren  somtf tefte 
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lenente  die  Ordnung  2  habeHf  und  einer  Abeladien  Gruppe  um 

ungerader  Ordnung. 
Dieses  Ergebnis  ist  noch  weitergehend  als  dae  des  Herrn  Dedekind- 
Auch  die  Umkehrung  gilt: 

Jpäes  (ìcrarfìqp  Produkt  ist  eine  Hamütonschc  (h'up^M'. 
Denn  werden  die  Faktoren  eines  solchf^Ti  Produktes  bzhw.  mit  if,  'iß,  'ÙÌ 
bezeichnet,  so  ist  jedes  demselben  angelici]  ii^i  Clement  in  (r  in  der  Form 
darstellbar  KPÜ,  wo  K,  P,  R  Elemente  bzhw.  von  %j  bedeuten,  wo 
femer  Ä",  P  und  /Î  miteinunder  vertauschbar  sind  und  wo  die  Ordnung 
von  P  gleifh  2,  die  von  Jti  eme  ungerade  Zahl  r  und  die  von  K  gleich 
1 ,  2  oder  4  i»t,  jeuaehdem  TT  ==  1  oder  gleich  dem  in  Äl  enthaltenen 
Element  D  zweiter  Ordnung  oder  ein  aîideres  Element  von  Ä  ist.  Da 
G"  K''P''B'  ist,  so  ist  G-'^^D,  falk  K  vom  4'«"  Grade  ist,  sonst 
=  1.  Jede  Untergruppe  (^j  von  ®,  welche  nur  solche  Elemente  enthält 
die  mit  allen  Elementen  von  ^  vertausehbar  sind,  ist  selbstverständlich 
ein  Normalteiler  von  %.  Gehört  aber  zu  Qày  ein  nicht  mit  allen  Elementen 
von  @  vertauschbares  Element  G^KPR,  so  muß,  da  dann  G*""  =  D 
ist,  auch  D  in  i^^  enthalteu  sein.  Ist  nun  6r'  -«  K' P' R'  =  P' R' K'  irgend 
ein  Element  in  ÖJ,  so  hat  man 

G'-'GG'  =  K'-'R-'P'-\KPR)P'RK'  =  K'-\KPB)K' 
-  {K'-^KK')FE  =  i:i)Piî  =  {KFR)D  =  GD. 

Alle  EU  6^  kanjngierfceii  Elemente  sind  demnach  in  enthalten,  d.  h.  aber, 
€li  ist  ein  Nonnalieiler  Tom 

Bremen,  den  ö.  Dezember  1903. 
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Sopliiis  lie. 

Drei  Kapitel  aus  don  imvoUendeten  zweiten  Bande  der 
Qeometrie  der  BerflhmxigBtnuiafoTmationeii. 

Aus  dem  Nachlasse  heransgegeben 
von 

FkmmioB  Shgil  in  Chru&wald. 


Bemerkangen  des  HennuigeberB. 

Das  lii«r  Mitgeteilte  entotunmi  einem  Mumskripte,  das  sieb  in  dem 
tim&iigreieheii  handschrifUidlieii  Kachlasse  von  Lie  Toignfonden  hat  und 
das  auf  dem  ümseUage  die  Übenchrift  trigt: 

^Sopkva  Lie,  Geometrie  der  BerfttiniiigBtnnsfonpationen.  Zweiter 
Band.  Die  Redaktion  angelangen  im  Mai  1896^ 

Da  em  betri&ohtlicher  Teil  der  im  Maunakript  entiialftenen  An&eioh- 
niingen  nahem  dmekfiniig  war,  so  ereehien  es  nicht  angebtaefat,  die  Ver- 
öiFentliehnng  auf  die  Zeit  an  Terachiebeiii  wo  die  geplante  Gesamtausgabe 
der  Lieseben  Abbandlongen  wirklieh  im  Gange  sein  wird,  samal  sieb 
immer  noch  nicht  auch  nur  annähernd  bestimmen  lâfit,  wann  es  dasn 
kommt  Dil-  Angehdrigen  Lies  haben  deshalb  die  erwähnten  An&eicb' 
Hungen  der  Teubnerschen  Yerlagsbuchhandlimg  zur  Verfügung  gestdUt» 
und  ich  habe  es  flbemommen,  sie  fOr  den  Druck  fertig  zu  maehenf  soweit 
das  tonlich  war.  Sie  werden  außer  in  den  Mathematischen  Annalen  auch 
noch  selbständig  in  Buchform  erscheinen.  Doch  muß  ich  bemerken,  daß 
ieh  diese  Arbeit  erst  flbemommen  habe^  nachdem  ich  mich  vorher  der  Zu- 
stimmung meines  Freundes  Scheffers  versichert  hatte,  dem  ich  als  dem 
Mitherausgeber  des  ersten  Bandes  der  Geometrie  der  Beriihruiigstransfor- 
mationen  hier  unbedingt  den  Vorrang  gelassen  haben  würde,  hätte  er 
darauf  bestanden.  Jedenfalls  möchte  ich  ihm  hiermit  auch  öffentlich 
meinen  Dank  dafür  aussprechen,  daß  er  auf  seine  Anspräche  an  die  Her- 
ausgabe verzichtet  und  diese  mir  überlassen  hat. 

Es  bleibt  mir  jetzt  nur  noch  übrig,  einige  Mitteilimgen  Ober  dan 
Liesche  Manuskript  /n  Ttmcix^n  und  die  Grundsätze  anzugeben,  die  ich  bei 
der  Vorbereitung  für  den  Druck  befolgt  habe. 
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Das  Manuskript  besteht  aus  fünf  Faszikeln  von  zum  Teil  nur  ein- 
seitig beschriebenen  Foliobogeu.  lu  dem  ersten  ist  das  Kapitel  I  ent- 
halten und  dieses  war  so  gut  wie  druckfertig,  ich  brauchte  nur  die 
Nummem  der  Formeln,  sowie  der  SStae  imd  Theoreme  liinziBufügen; 
aufierdem  hie  und  da  die  Spraehe  ein  wenig  zu  Terbessenif  wobei  ieb  mich 
übrigens  snf  das  Allemötigste  beschrankt  habe.  Das  zweite  Fansikel  ent- 
hält in  drackfertiger  Redaktion  die  beiden  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  II 
(S.  241 — 371)  and  in  Tier  FolioblSttem  den  Anfang  eines  §  3,  iiberachrieben: 
^^Intermediare  Integralgleichnngoi  der  Monge-Ampèreschen  Gleichnngen". 
Da  sich  aber  in  dem  dritten  Faszikel  eine  Torlänfige  Ansarbeitimg  der 
Entwicklungen  Uber  Monge -Ampèresche  Gleichungen  Torfand,  die  ohne 
emscfaneidende  Andemngm  Itlr  den  Druck  znreeht  gemacht  werden  konnte^ 
80  habe  ich  diese,  in  die  zwei  Paragraphen  3  und  4  geteilt,  dem  Kapitel  II 
hinzugeftigt.  Auf  S.  276,  Z.  12  t.  u.— 278,  Z.  2  habe  ich  dabei  anstatt  der 
vorläufigen  Bedakfeion  den  vorhin  erwShnten  AnÜBOig  des  von  Lte  pro- 
jektierten §  3  eingeschaltet  und  äußrem  auch  noch  ein^  in  dem  vierten 
Faszikel  enthaltene  Notizen  verwertet  (auf  S.  287,  Z.  12  v.  u~289,  Z.  12  v.  u.). 
Da  die  Anordnung^  welche  Lie  dieaem  Stoffe  bei  der  endgültigen  Redaktion 
zu  geben  beabsichtigte,  doch  nicht  mehr  zu  ermittefai  war,  schien  mir  dieses 
Ver&hren  das  einzig  mS^che. 

Aufier  der  schon  genannten  vorläufigen  Redaktion  von  Betrachtungen 
Aber  Monge- Ampèresche  Gleichungen  enthült  das  dritte  Faszikel  noch 
viererlei:  Erstens  eine  vorläufige  Ausarbeitung  von  Kapitel  I,  die  ganz 
unberücksichtigt  bleiben  konnte.  Zweitens  auf  31  Folioseiten  eine  vor- 
läufige  Redaktion  eines  Kapitels  III,  die  ich  hier,  nur  im  einzelnen  etwas 
näher  an«g;efuhrt,  als  Kapitel  III  mitteile.  Drittens  16  Folioseiten  mit 
Entwicklungen,  die  das  vierte  Kapitel  bilden  sollten  und  die  sich  auf  den 
tetraedralen  Komplex  beziehen.  Ich  habe  Torgezogeo,  diese  zum  Tel!  mir 
skizziei^u  Betrachtungen  hier  nicht  mit  aufzunehmen,  weil  in  Lies  hand- 
sc1iriftli(;heni  Nachlasse  noch  andere  aiosgedehnte  Manuskripte  über  diese 
Theorien  enthalten  sind  und  es  mir  besser  scheint,  daß  diese  Unter- 
suchungen später  zusammen  veröffentlicht  werden.  Dazu  kommen  endlich 
viertens  19  Folioseiten  mit  Notizen  über  infinitesimale  Bortihrnnf^strans- 
formationcn  und  iilxT  Mon  Amperesch  e  Gleirhnnijon,  die  infinitesimale 
IJeriihrujigstraustorniatiiinea  gestatten,  alios  zu  skizzenbnl't,  als  daß  es  au- 
•rehracltt  wäre,  es  zu  veröfientlicheu,  bevor  der  übrige  jMachlaü  durch- 
forscht ist. 

Das  vierte  Faszikel  enthält  n")  8.  mit  Notizen  des  verschiedensten  In- 
halts, zum  Teil  erste  ganz  voiläutitre  Auf7,piehnun«?eTi  für  Kapitel  I^ — III. 
Einiges  wenige  daraus  habe  ich  benutzen  kiiiiueu,  um  die  Darstellung  in 
Kapitel  II  und  Iii  an  einzelnen  Punkten  zu  ergänzen.  Das  fünfte  Farzikel 
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enthält  ein  Blatt  mit  Auszügen  aus  Briefen,  die  A.  Aiayer  in  frülieren 
Jahren  an  Lie  gerichtet  hat. 

So  viel  über  die  BeschaflPenheit  des  Lieschen  Manuskriptes.  Ich  habe 
mich  bei  den  Abschnitten,  die  Lie  selbst  noch  nicht  in  druckfertiger 
Fassimg  redigiert  hatte,  bemüht,  die  zum  Teil  recht  knappe  Darstellung 
dw  MaauBfaipteB  bo  za.  xedigieren,  da6  illes  mj^lichat  leicht  verstöndlich 
wurde.  Znaitee^  die  ich  ra  diesem  Zwecke  IBr  nötig  hielt  und  die  nicht 
bloß  eine  lâhere  Anaftfarnng  des  im  Ibniukript  mdrttddieh  Gesagten 
sind,  habe  ich  durch  EinscUiefiimg  in  geschweifte  Klammem  {  )  ge- 
kennaeichnet 

Leipzig,  den  9.  Oktober  190a. 

lt\  JËngeL 


Kapitel  L 

Die  BerobrangstraiiBfoniiAtionen  dei  Baumes 
und  ihre  Bestiimmmg. 

Die  beiden  Begriffe  Fläehenelement  und  Elemenlvereiu,  sowie  den  all 
gemeinen  Begriff:  Berflhruugstransforraation  des  Raumes  haben  wir  schon 
im  ersten  Bande  dieses  Wei  ke.^î  eingeführt.  In  diesem  Kapitel  zeigen  wir 
nun,  wie  man  aJI«'  Berübruiigstransforuiationen  des  llaumes  findet.  Dabei 
glanhfii  wir,  Jaii  füi  einige  Leser  uützlicli  sein  wird,  wenn  wir  7ai- 
erst  Uli  unsre  Definitionen  dieser  fundamentalen  Begriffe  erinnern  und 
gleichzeitig  eine  rein  geometrische  Bestimmung  aller  Klementvereiue  vor- 
ausschicken. 

§1. 

IHe  Slntellnng  aller  BerAhnrngstnunfimwitioiiMi  In  érék  KUunen.  * 

Ëin  Punkt  x,  y,  z  und  eine  hindurchgehende  Ebene 
l  -  z  - p{l-x)  -  qiy^-y)  =  Q 

bilden  eine  geometrische  Figur,  die  von  fünf  Bestimmungsstttcken,  nämlich 

den  Großen  r,  y,  r,  p,  q,  abhangt.  Diese  geometrische  Figur  bezeichnen 
wir  als  ein  FUieliendnnciit  oder  nocli  kürzer  als  ein  Klrwrnt.  Die  Be- 
Htimmnn^x'^stiicke  Xj  y,  z,  p,  q  dieser  Figur  nennen  wir  die  Koordinaten  des 
I''l(!rhr)ir[ementrs.  Der  Inbegriff  aller  Flächenelemeute  des  Raumes  bildet 
eine  lünfdimensionalp  MannigfSaltigkcit,  die  wir  zuweilen  als  den  Baum  der 
jFUichenelefmtde  bezeichnen. 

Wir  sagen,  daß  ein  FUkütmdemeni  x,     s,  p,  q  mit  dem  unendlidè  be- 
li* 
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nadänuim  EiemêiUe  X'\'dx,  y-\-dy^  +  àn^  p-\-dpf  q-\-äq^  vereinigt 
Hegt,  wenn  die  Ebene 

des  ersten  Elementes  den  Pimkt  x  +  dx,  y  +  rfy,  B  dz  des  benach- 
barten Elementes  enthält,  und  somit  die  Gleichung 

de  —  pdx  —  gdy  =  0 

besteht. 

Eine   üder  mehrere  Gleichungen  zwischen  den  Elemeutkoordinateu 
ifj  z,  p,  q  bestimmen  eine  Schar  run  Flächcnelemeiiten.  So  zum  Beispiel 
bestimmen  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(p(x,  y,  z)  -  0,    q  -  Q{xj  y,  z,  p)  =  0 

eine  Schar  von  oo^  Elementen,  deren  l'unktf  :uif  dt  r  FlTiche  95  ■=  0  liege)i 
und  diest!  Flilche  ausfüllen.  Wählen  wir  einen  bestimmten  Punkt  der 
Fläche  ÇJ  0  und  tragen  die  Koordinaten  r,  e  dieses  Punktes  in  die 
Gieichung  q  —  Q(x,  ij,  z,p)  —  0  v'm.  finden  wir  00*  Wortsysteme  p,  q. 
die  diede  Kehition  erfüllen;  die  hieruut  bestimmten  ao*  Ehiin  nte  umhüllen 
einen  FAcmentarkegdj  dessen  Spitze  der  Punkt  y,  s  ist.  Wir  drücken 
dies  kurz  m  aus: 

Zwei  Gleichungen  von  der  Form 

y(â;,y,ir)«=0,   q~  Qix,y,z,p)  =  0 
bestimmen  eine  Schar  von  00'  Elementen,  deren  Pufiktort  die  Fläche 
ç>  =  0  ist.    Jeder  Punkt  dieser  Fläche  ist  die  Spitze  einea  JSlementar- 
kegels,  dessen  ck>^  Elemente  der  Schar  angehören. 

Liefen  andererseits  in  den  Elementkoordinaten  zwei  Gleichungen: 

Tor,  die  yon  p  und  ff  frei  sind,  00  definieren  diese  Gleioliungen  wiederum 
eine  Schar  von  00*  Elemeiiien;  jetet  aber  ist  der  Puàkfort  dieser  Elemente 
keine  Flache  sondern  eine  Kurve;  die  Schar  besteht  ja  aua  aUen  Elementen, 
deren  Punkte  auf  der  Kurve  F^{x,  g,  $)  —  0,  F^{»f  g^M)^0  gelegen  sind. 

Liegen  eudlich  zwei  Gleichangen  in  X,  g,  iff  p,  q  vor,  die  nach  p  und 
q  an^elöst  werden  können,  so  bestimmen  die  an^elOsten  Gleichungen 

p^P(a!,g,M),  q^Q{x,g,M) 

00*  Elemente,  deren  JPunktori  der  Bmm  ist.  Dabei  macht  es  Übrigens 
einen  wesentUchen  Vnterschiedy  ob  die  Pf  äff  sehe  Gleichung 

dg  —  pdüP  —  gdy  =  0 

integrabel  ist  oder  nicht,  weil  die  c<q^  Elemente  sich  nur  im  ersten  Falle 

zu  CK.'  1  lachen  ziisammenfassen  lassen. 

In  entsprechender  Weise  (/rhöti  zu  jeder  Schar  vmt  Fläcluiieicmcnten 
ein  hestimmkr  Funktort,  und  dieser  Pnnktort.ist  entweder  ein  i^uukt  oder 
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eine  Kurve  oder  eine  Fläche  oder  der  Kaam  ßelbst.  In  jedem  einzelnen 
Falle  fîudet  man  die  analytische  Definition  des  betreifenden  Punktorte, 
indem  man  zwischen  den  Gleichungen: 

der  gegebenen  Elementadier  die  Großen  p  and  q  etiminiert.  Die  her- 
▼ofgehenden  Gleichimgen  swimshen  x,  ff,  §  allein  bestimmen  immer  den  ge- 
aneibten  Ponktori 

Benutzen  wir  den  biennit  explisite  eingeführten  Begriff:  BmUdoH 
tmer  ^femeMüseftor,  ao  kdnnen  wir  lebr  leicht  diejenigen  Elementicharen 
beilimnteiiy  die  wir  im  emton  Bande  ala  Eteritmtoemiie  beaeiebnet  haben. 
Erinnem  wir  nns  nämlicb  onaeror  Definition,  daB  eme  Etêmeàtiàuiir  dawn 
mi  nur  dann  eòim  Mmaitoermn  bâàet,  wem  jedes  ElemeiU  der  Schar 
mU  aÜen  henaehbarten  Elementen  der  Schar  veremij^  liegt,  ao  erkennen  wir, 
daft  die  Elemente  einea  Tereinea  nie  den  Raum  anaf&Ilen  kdnnen;  die  De- 
finition einea  Yereines  zeigt  ja  unmittelbar,  daß  alle  Punkte  x  +  dx,y  -\-  dff, 
s  +  da  dea  zagehörigen  Punktortes,  die  in  der  Umgebung  einea  beliebigen 
Pnnktea  x,  ff,  #  dieaea  Qrtea  liegen,  in  einer  Ebene  enthalten  sein  mflssen. 

JDer  FvMort  eines  Elemenioereins  ist  daher  enkoeder  eine  Flädie  oder 
ehie  Kurve  oder  ein  Fnnkt. 

lafc  der  Pankftcni  des  Torgsleglen  Ekmenttereina  eine  Ftädie  g — ^(xp), 
ao  gehört  jeder  Punkt  dieaer  Fliehe  einem  und  nur  emem  Elemente  der 
Schar  an;  denn  durch  jeden  nicht  singulären  Punkt  einer  Fläche  geht  eine 
und  nur  eine  Ebene,  die  alle  unendlich  benacliìiarten  Punkte  der  Fläche 
enthält  In  dieaem  Falle  besteht  somit  der  Elementrerein  aua  aUen  ao* 
Elementen: 

der  Ftitche  #  <»  9. 

Ist  andererseits  der  Punktort  einea  voigeiegten  Elementvereins  eine 
Kurve,  deren  Gleichungen  etwa  die  Form:  x^tpiz),  y  =  t{z)  besitaen, 
ao  gehören  au  jedem  Punkte  P  dieaer  Kurve  jedenfalls  nur  solche  Elemente, 
deren  Ebenen  die  Kurve  in  P  berQhren.  Nun  gibt  es  abw  für  jeden 
Punkt  P  der  Kurve  00^  Elemente^  die  diese  Bedingung  erf&Uen,  und  da- 
her enthalt  der  gesuchte  Elementverein  bSdiatena  cd*  Elemente,  nnter 
ümatftnden  aber  nur  oo^  Elemente.  Im  ersten  Falle  beateht  der  Verein 
aua  aBm  00*  Elementen  der  Kurve  und  wird  daher  durch  die  Gleichungen 

X  —  1/  =  ^(z),    1  —  p(p'{z)  -  q =  0 

definiert.  Im  zweiten  Falle  besteht  der  Verein  aus  00*  Elementen  der 
Kurve,  die  dann  einrn  Elnn*^NMrcifat  bilden. 

Liegt  endlich  ein  Eiemeatverein  vor,  dessen  Punktort  der  Punkt 
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X  =  a,  y  =^h,  z  =  c  iit,  bo  sind  wiederum  zwei  Fälle  möglich,  jenachdem 
der  Vflrein  oo*  oder  nur  oo^  Elemente  um&Bt  Im  ersten  Falle  sincl: 

die  Gleichtmgen  dei  Vereixus;  im  anderen  Falle  bilden  die  oo^  Elemente 
des  Vereins  einen  Elemeniarkegd. 

Em  Elemmiveirem  mMU  daher  nie  nuèr  ak  oo'  EUmenie;  em  Ver- 
ein mU  oo*  Ekmenten  hestdd  am  den  SXementm  ebner  JFlâeAe  oder  am  den 
Elementen  einer  Kurve  oder  aus  den  Elementen  eines  Punktes. 

Wenden  wir  ans  jetet  sn  dem  Begriffe  Beriihrunffstran^ormatìon  des 

Baumes. 

Ffijif  Gleickungen  tou  der  Form 

die  aneli  nach  Xfy,MfP,q  anfldsbar  sind,  bestimmen  eine  Elementtrana- 
formation,  sie  ordnen  also  jedem  Elemente  x,  ff,  g,  q  des  Baumes  y,  m 
ein  Element  x^,  f^^  titPt9  9i  ^  Banmes  fg,  Mi  va.  Eine  Slement- 
transformation  fBhrt  jede  Elementsehar  in  dne  Elementsdhar  Aber;  d»» 
gegen  ist  es  keineswegs  sieher,  dafi  eine  Torgelegte  ELementtrsnslbrmation 
jeden  Elementrerein  in  einem  Elementrerein  flberf&brb  Unter  den  Element- 
transformationen gibt  es  aber  einige  nnd  swar  aufterordentlioh  viele,  dio 
aueb  diese  Eigenschaft  besitien,  nnd  diese  Transformationen  sind  es,  die 
wir  als  BerOhnrngstransformationen  bezeiehnen. 
Eine  JhsnsformaÜon 

\  -  F{x,  y,    p,  g),       =  Qix,  y,  z,  i) 

in  den  Kunicntkoordiiiaten  x,  y,  z,  p,  q  heißt  eine  Un  iihnmffstraìis formation 
des  Baumes  x,  y,  Zj  ueim  sie  jeden  Elemeniverein  des  Baumes  in  eificn 
Elementverein  überführt. 

Eine  Elementtransformation  ist  daher  eine  Berühnmgetransf ormati  on, 
wenn  sie  unendlich  benachbarte  Elemente  x,  y,  z,  q  und  x-\-dx,  y-\-dy, 
§-{-  dz,  p  +  dp,  dq,  die  Toreinigt  liegen  nnd  somit  die  Pfaffsche 
CHeiehnng 

dg^pdx  —  qdff  —  0 

erffiHen,  in  ebensolche  Elanento  ttberfBhrt  Wir  kSnnen  daher  unsere 
Definition  auch  rein  anedifHs^*)  in  der  folgenden  Weise  formulieren: 

*)  Die  im  Texte  gegebene  nnaJytisdie  Definition  des  Hegritfes  Berübrtmgstrang- 
formation  ist  die  waiire  Definition  dieeeü  Üegriffes;  die  zuerst  gegebene  Definition 
bt  im  Gnmde  nur  eine  Dentoiig,  moht  sber  die  einzig  möglidie  Deatimg  des  Be> 
griffe»,  wie  wir  im  letiten  Fangzaplieii  dieees  Kapitel*  eingeheiid  taigan  werden. 
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\  Pi  -  -PC^i     ^>Py  !/)>    ^1  =  Qi^f  ih  =,  ih  1) 

in  dm  Veründerlichen  y,  M^p^q  ist  dann  und  nur  dann  eine  Berührung^ 
transformation  des  Baumes  x,  ff,  ß,  wetm  varmöffe  der  Dran^omtcUio»  eine 
Melation  von  der  Farm 

dg^  -  ftdaPi  -  q^dfh  -       y,  j»,  P,  g)  •  (dz -pdx  -  qdy) 

hesldd. 

Dabei  kuehki  unmitêelbar  ein,  daß  die  Große  ç  nidU  identisch 
NuU  sein  kann;  Mande  nämtidi  die  Sdation  dZ- PdX^ÇdY^O  iden- 
tisA  in  X,  f,  g,  p,  q,  so  wären  die  Großen  X,  Y,  Z,  P,  Q  durd^  endliche 
BMionm  verknüpß,  m  denen  x,  tf,  g,  p,  q  ni<M  exjiùiie  vcv^men. 

Da  eine  BerttJiningsiraiisformation  jeden  SlementTereîn  m  einen  Ele- 
mentmem  nnd  Belbstrersföndlich  Vereine  mit  oo'  Elementen  in  ebenaolche 
fiberfOlurt^  io  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß  aüe  Berithrungstra/nsfornmlionen 
des  Baumes  in  drei  gt trennte  Katcfforicn  zerfallen,  jenaeMem  die  Punkte 
des  Raumes  in  Höchen,  Kurven  oder  Puni^  idtergdien. 

In  diesem  Kapitel  nehmen  wir  unseren  Ausgangspunkt  in  dieser 
Klassifikafimi  aller  Berìihrunyntransforìnationen.  Dahei  selion  wir  lÄuniichat 
Ton  deiyenigen  Berührungstransformationen  ab,  die  Punkte  in  Punkte  über- 
fahren und  daher  faktisch  Punkttramftnnationen  des  Ranmes  darstellen. 

Zuerst  geben  wir  elementare  Methcnlen  nur  Bestimmung  aller  Be- 
rOhnrngstransformationen.  Sodann  deuten  vir  die  gefundenen  Resultate 
durch  eiu&ehe  geometrische  Betrachtungen;  in  §  4  und  5  den  Kapitels 
stellen  wir  endlich  eharalt&istisdie  Differentialgleichungen  auf,  die  in  den 
folgenden  Untersuchungen  eine  fundamentale  Rolle  spielen  werden. 

§2. 

Bestimmung  aller  Berührun!?stranBforniationen,  die  Paukte  in 

Flüchen  iiliertiihren. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Bestimmung  derjenigen  ßerührungs- 
transformationen,  die  alle  Elemente  eines  Putiktes  allgemeiner  Lage  in  die 
Elemente  einer  Fläche  überführen. 

Die  Elemente  eines  Punktes  werden  durch  drei  Qleichungen  von  der 
Form: 

defintwt,  in  denen  a,  h  und  c  K<msfamte  bezeichnen.  Die  transformierten 
Elemente  werden  durch  die  fünf  Gleicihungen 
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bestimmt,  und  wir  finden  dementsprechend  den  Punktort  der  oo-  tranH- 
formierten  Elemente,  indem  wir  die  Crrößen  p  und  q  zwischen  den  drei 
Gleichungen 

eliminiefen.  Da  nun  dieser  Ponktort  eine  FiätM  sein  soll,  bo  darf  diese 
Elimination  nur  eine  Gkichiuig: 

zwischen  den  Größen  a,  l>,     x^,  y^,  liefern. 

Wenn  aber  der  Punktort  eines  Elementvereins  eine  Fläche  ist,  so 
sind  die  Elemente  des  Vereins  gerade  die  oo'  Elemente  dieser  Fläche. 

Es  hat  sich  also  ergehen: 

Satz  1.   Eme  Ikrithrtmg8ircm8f(mnaiion 

fukH  dam  und  nur  dann  die  oo*  PuÊiikh  des  Baumes  in  oo*  Flachen 
über,  Venn  sidt  aus  den  Gkidiiungen  det  ^Vian^ormaä«)»  nur  eine  BMUxm 

zwiscimi  dm  (jr'äßm  x,  y,  s,  ar^,  y^,  hcrleif'-n  faßt.  Faßt  man  in  der 
(ìlcicìiuwj  Q.  =  0  die  Größen  Xyy,B  als  Faramctcr  auf^  so  sMlt  Q  =  0 
oo'  FUichen  drs  Raunifs  x^,  y^,  xr,  dar  utid  zwar  werden  die  cc'  Punkte 
des  Raunus  x,  v?  ^  ^'oti  der  vorgdegteti  B&rührungst/rati^ormatwn  in  die  so- 
eben  gefwidmm  Flädien  ühergeführf. 

Löst  man  die  Gleichungen  einer  Berührungstransformation 

(1)  =  J^,  y^=  r,      -      j)i  =  P,  ?!  =  Ç 

nach  X,  y,  s,  p,  q  uai,  so  bestimmen  die  aofgelösten  Gleichnngen 


a;=.X(a^,y„<r,^|>i,ç,),  y-FC^uyi,'!,!»!,«'!),  »^^i?H>Vu»x,Px>qx)* 

p  -  Pix^,  y^e^jPx,  qi),  q  -  Ç.i^u  .Vi  ;  Pi,qi) 


offenbar  wiederam  eine  Berührungstransformatinn  Diese  neue  Transfor- 
mation heißt  die  itwerse  Transformation  der  ersten  Berflhrungstransfdr- 
niation.  Zwei  inrrrse  Birührungsstraiisformaftourii  sind  insofern  äquivalent, 
als  sie  dieselbe  Zuordtiunii  zwischen  den  Elementen  der  beiden  Räume 
definieren;  aufgefaßt  als  Operationen  sind  sie  dagegen  verschieden,  weil  die 
erste  Transformation  jedes  Element  x,  y,  p,  q  nach  der  Lage  x^,  y^,  z^y 
/),,  bringt,  wahrend  die  inverse  Transformation  das  Element  iPj,  y^,  ir^, 
jPj,  2j  nach  seiner  ursprünglichen  Lage  x,  y,  z,  pj  (£  zurückführt. 
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Gibt  die  Elimiitttioii  der  Größen  p,  q,  p^,  zwischen  den  Glei« 
ohungen  (2)  einer  Bertthrungstransformation  nnr  eme  Relation: 

zwischen  den  Punktkoordinaten  Ivuli  r  ìràunn',  so  liefert  das  äquivalente 
Gleichungssystera  (3)  der  im-rr^en  1 1  unstormation  ebenfftUö  nur  eine  Glei- 
chung, nämlich  Q  =  0  zwischen     y,         îfit  ^i' 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

Satz  2.  Führt  eine  IkrnhruiHjstramformation  des  Raumes  jeden  PunìU 
x  »  a,  y        g  =^  c  in  eim  Fläche  und  ztmr  in  die  Fläche 

iifter,  90  fuhrt  audi  die  inverse  Berührungstransformation  jeden  Fmüd 
^"^9  Ifi^^u        ^1      ^^"^  Fläche  und  zwar  m  die  Fläche 

Q(»,  y>  »,  «I,  K  «t)  -  0 

Uber. 

Wir  können  aber  noch  weiter  gehen  nnd  beweisen,  daß  eine  Be- 
r&hnmgstransfonuation,  deren  Gleichungen  eine  tind  nur  eine  ßelatiou 

machen  Xj  y,  e,  Xi,  y^,  liefern,  durch  die  Form  der  Gleiohang  fi  —  0 
TolUtiuidig  beetdmmt  isi 

Um  dies  nachzuweisen,  nehmen  wir  unseren  Ausgangspunkt  in  der 

evidenten  Bemerkung,  daß  zwei  Elementvercine  mit  einem  gemeinsamen 
Elemente  von  jeder  Berührungstransformation  in  zwei  Vereine  mit  einem 
gemeinsamen  Elemente  übergeführt  werden  müssen. 

Da  eine  beliebig  gewühlte  Fläche  <)pf  r,  z)  ^  0  mit  jedem  Jiiif  ihr 
gelegenen  Pnnkte  x  =  a^^,  y  =  /i^,  £  —  r^,  ein  Element  gemein  hat,  können 
wir  Schill  ßrii,  ilaß  die  Fläche  <p  =  0  und  ihr  Punkt  x  ^  a^,  y  ^  h^,  z  Cq 
in  zwei  Eiementvereine  mit  einem  gt  im  insamen  Element  übergehen.  Da 
andererseits  jeder  auf  =  0  gelegene  I'unkt  in  eine  Fläche,  nämlich  in 
die  Fläche  ßla^,  ò^,  Cg,  t^,  2^)  0  ül)rM  i^eht,  so  erkennen  wir,  daß  die 
der  Fläche  qp  =  0  entsprechende  Biidtigur  mit  einer  jeden  unter  den 
oo*  Flachen 

(4)  Q(rto,  h^,  c^y  Xi,  V, .      =  0,    (p(aQ,  b^,  r^)  -  0 

ein  Element  gemein  hat.  Die  gesuchte  Bildficrir  der  Fläche  ( j-,  y,  ^)  *=  0 
ist  somit  das  TTnihnllnngseebilde  der  r^:'-  Fliirlu  n  (4)  und  wird  dement- 
sprechend nach  bekannten  üegehi  geJümden.    Alan  bildet  die  Gleichungen 

0(0^,,  h^,  c^,  Xi,  yi,  #t)  -  0.  ç>K,  ò„  e^)  -  0, 
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^>  a>; 

und  tindot  so  im  allgenieineu  nur  l  inr  Uelatinn  9^, y^,  Zi)  ^  0  zwischon 
•^1?  .Vi  '  ^i-  tli^  '^f^Dii  (He  Uüdfläche  der  ursprünglich  gegebenen  iliache  qp^^O 
darstellt,  (übt  die  Elimination  rtm  Relationen  zwischen  x,,  y,,  e^y  so 
führt  die  vorliegende  Berührungstrausformatiou  die  Fläche  9p  »  0  nicht  in 
eine  Fläche  sondern  in  eine  Kurve  über. 
Folglich  hat  .sich  erget)en: 

Satz  3.  Führf  eine  Berührungstraus/ormation  jed>  n  Punict  x  =»  it, 
y     &,  £  —  c  allgemeiner  Lage  in  eine  Fläche  und  stmr  in  die  FUidte 

übar,  so  transformiert  sie  eine  beliebig  gegebene  Fläche  <p{Xf  y,  z)  =  0 
im  aUgemeimen  in  eine  Fläche,  ausnahmstceiêe  aber  in  eine  Kurve  oder 
gar  in  einen  Punkt.  Man  findet  die  Gleichungen  dieser  Büdfigur  in  Car- 
iesischen  Koordinatenf  indem  mm  gwischen  den  sechs  GUu^ungen: 

Q(a,    c,Äj,3f„/,)-.0,         6,  c)  -  0, 

dQ  ,  dQ^  rc     ^     ^?  1  a 

cb      cc  cb  ~    '    cb^  iàc  ob  ~  ^' 

die  Größen  a,  h,  r,       ^  eUminiert.    Die  kierdmrek  hervorg^unden  Ms- 

laiionen  £irl^rlipn  .r,,     •  't  ■'^f'^^^^'n  die  gesuchte  Bildßffur  dar. 

Wüns(;iii  man  andei  tix  its  die  vorgelegte  Beruhningstransformation 
auf  eine  Kurve  mit  den  Gleichmigen  (p(.r',ff,z)  =  Oy  ^{j:^y,^)'=0  aus- 
zuführen, so  bemerkt  man,  daß  diese  Kurve  mit  jedem  auf  ihr  gelegenen 
i*unkte  00^  Element«  ß^emein  hat,  die  ein  Büschel  Inideu.  Daher  hat  auch 
die  gesuchte  Bildügur  mit  einer  jeden  unter  den  c»*  Flächen: 

(5)  Q(a,  Ò,  c,  Xyjy^,  z,)  =  0,  y(a,  6,  c)  =  0,  %>(a,    c)  =  0 

einfach  anendlich  viele  Elemente  gemein.  Âlso  ist  die  Bildfignr  das  Um- 
hflllungsgebilde  der  00*  Flächen  (5). 

Die  vorsteheuflen  Entwicklungen  zeigen,  daß  eine  Benlhningstrans- 
formation,  deren  Gleich unfren  nur  eine  Relation  Q  —  0  zwischen  den 
Größen  .r,  y,  r,  j\,  j/, ,  liefern,  durch  die  Form  dieser  Helation  Q  =- 0 
vollständig  bestimmt  ist.  wie  fn'iher  angekündigt  wurde. 

Wenn  aber  auch  diese  Betrachtungen  dem  We.sen  der  Sache  nach 
als  streng  unerkannt  werden  dürfen,  so  müssen  wir  es  doch  als  eine  me- 
thodische ünvollkommenheit  hcreichneu,  daß  der  BeweiBgang  ein  ver- 
schiedener war,  jenackdem  die  Transformation  auf  eine  Flache,  eine  Korve 
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oder  einen  Punkt  ausgeftihrt  wurde.  Da  wir  nun  in  der  Geometrie  der 
BerührungstraiiBfoniiationen  gerade  darauf  Gewicht  legen,  daß  zwischen  den 
Begrilba  flSdiey  Knm  und  Punkt  kein  wesentlicher  Unterschied  besteht, 
woOem  wir  einen  neuen  Beweis  entwickeln,  der  an  dem  gerügten  Mangel 
nicht  leidet 

Aus  den  endliehen  Gleichungen  (1)  der  von  one  betrachteten  Be- 
rfihrnngptruufonnetion  läfil  eich  nach  nnsrer  Anmthme  nnr  eine  einzige 
endlidie  Relation  zwischen  x,  ij,  z,  x^,  y^,     nämlich  die  Gleichung: 

y.  ^,  ^1,  yi,  ^i)  =  o 

ableiten.  Daher  erfUUen  auch  die  zugehörigen  Differentiale  dj-,  dy,  di, 
dx^,  dy^  and  dz^  eine  und  nur  eine  Relation  nämlich  die  durch  Differen- 
tiation herrorgehende  lineare  Differentialgleichung: 

Wir  wissen  andererseits,  daß  vermöge  der  Gleichungen  der  Trans- 
fonnation  eine  Relation  von  der  Form 

de^  —Pgdxj^  —  äi  Jy,  —  ffixtfsp^  '  {di  —  pdx  —  qdy)  —  Ü 

bestehi  Also  dürfen  wir  schließen,  daß  die  Koeffizienten  der  sechs 
Differentiale  in  diesen  beiden  linearen  Relationen  paarweise  Termöge  der 
Gleichungen  der  Transformation  proportional  sind.  Die  f&nf  hiermit  ge- 
fundenen endliehen  Gleichungen 

dQ      BQ       ^      ^  9^ 

^Vi      _£i_  pV. 

mfissen  bei  passender  Wahl  der  Größe  q  yermöge  der  Gleichungen  der 
Transformation  bestehen.   Also  sind  auch  die  vier  Gleichungen 

W    ä^+Ääi;  =  0,  _  +         -0,  ^  +  p^.O,  ^  +  g-^«0, 

die  narh  ^^r  Elimination  Ton  q  flbrig  bleiben,  eine  Folge  der  Gleichungen 
unserer  Transformation  (1). 

Da  nun  auch  die  Gleichunp^  Q  ^  0  eine  Folge  der  Gleichungen  (1) 
isf^  so  liegt  es  auf  der  Hand,  daß  die  ßtrf  Gleichungen 

wenn  sie  überhaupt  voneinander  unabhängig  sind,  durch  Auflösun^j;  nach 
Xi,  ^1  unsere  Traosformationsgleichnngen  (1)  reproduzieren. 
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Daß  tkher  die  fünf  Gleichungen  (7)  uuabhangig  sind,  oder  was  im 
vorliegentlea  Falle  auf  dasselbe  hitiauskommt,  daß  die  Gleichung  Q  — 0 
alle  sechs  Größen  x,     z,      y^,  0^,  wirklich  enthält,  können  wir  leicht 

nachweiseu. 

Enthielte  in  der  Tat  die  Gleichung  Q  —  0  zum  Beispiel  x^  nicht,  so 
gingen  alle  Punkte  des  Raumes  j;,  Zjlinderflächeu  mit  parallelen 

gradlinigen  Erzeugenden  über.  ist  aber  unmöglich,  weil  alle  Elemente 
dieser  Zylinder  die  Gleichung 

erfüllen.   Eine  BeifLhrnngsiaraiuformation  des  RauneB  fQlirt  aber  nie  offe 
oo'  Elemente  x,  y  y  ZtP,q  in  Elemeiite  XitfJi,  Zi,pi,qi  über,  die  eine  Be- 
dingungsgleichung erfüllen. 
Hiemit  bewiesen 

Satz  4  Weiß  man,  daß  eine  gems»  Ber&mmgébrmisftmmdi^  des 
Saumes  jeden  PunM  «  —  a,  y  —  6,  #-»c  aügememer  Lage  m  eine  Flache 
und  moot  in  die  Fläche 

Q(a,  6,  c,a:„yi,^i)-0 
Uherführt,  so  lassen  mcft  die  Qieidmnffen  der  TransfarmaHon  aitf  die  Form 

hrinqrn.    Die  Echt  ion  Q  »  0  bestimttti  die  Form  der  Transformaiion»' 

gleidiunf/rn  vollsfändirj . 

Hierbei  ist  aber  wohl  zu  beachtrn  daß  man  kpineswetx"  f^ap:en  darf, 
daß  die  Gleichimgen  (7  ;  die  allgemeine  Form  aller  BerühruugsiranslDi  inationen 
liefern,  bei  denen  die  Punkte  des  Raumes  in  Flächen  übergehen.  So  wäre 
der  Fall  gewesen,  wenn  die  Gleichung  Q  =  0  ganz  beliebig  gewählt 
werden  könnte.  Wir  wissen  aber,  daß  di<"sr  iileichnng  Q  =  0  wesent- 
lif'hf^n  Beschränkungen  unterworfen  ibt,  indem  Q  zum  Beispiel  alle  sechs 
\  ctänderliche  x,  y,  ^,  j\,  enthalten  muß.    Eine  weitergehende  Be- 

schränkung liegt  darin,  daß  die  Gleichung  Q  =  0  den  oo^  Punkten  x  —  a, 
y  —  6,  Ä  —  c  des  Raumes  oo'  verschiedene  Flächen 

Q{a,  b,  c,  a^,  tfi.  'i)  -  0 

zuordnen  soll. 

Es  iist  aber  leicht  zu  erkennen,  daß  Q  ==  0  noch  weitere  Bedingungen 
erfüllen  muß.    Nehmen  wir  in  der  Tat  die  Gleichung: 

q  ^  _  (^^_:,).  _  (y^_y).  »  0, 

so  sehen  wir,  daß  sie  den  ca^  Punkten  T  ^  a,  ij  ^  h,  z  =■  c  des  Raumes 
verscbiodene  Kotationskegel  mit  parallelen  Botationsacbsen  und  der- 
selben O&iung 
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(^i-e)*-(*i-«)'-(yi-W-o 

zuordnet.  Diese  Kegel  erf&Uen  aber  die  partielle  Differentialgleicbtmg 
erster  Orduung: 

unJ  das  ist  unmöglich,  weil  es  undenkbar  ist,  daß  eine  Beriihrungstrans- 
formation  alle  oc^  Elemente  n-,  //,  z,  p.  ff  in  solche  Elemente  -i^if  t/iy  ^i, Pd  ^\ 
überführt,  die  eine  Bedingungsgleiclmng  erfüllen.  In  der  Tat  übersieht 
man  auch  leicht,  dafi  die  fünf  Gleichungen 

(#,-,)»-(a;,-a;y-(Ä-y)»-0, 
(fi-#)p  -(«i-«)-0,  -(yi-y)-O 

sich  weder  nach     ,  ?/, ,  ■s'i .    ,  îi  noch  nach  x,y,  z,  p,q  auflösen  lassen. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgal)e,  genau  die  Bedingungen  festzast^leD| 
die  eine  Funktion  fi  erfüllen  muß,  wenn  die  fünf  Gleichungen 


(7) 


55^  +  A  ^  -  0,  ^- - + ff, -  -  0,  ^  +  f    =.  0,     +  2  ^  -  0 


eine  Berülunngstransformation  des  liaumes  be»tuiinjrn  .sullen. 

Wir  werden  zuerst  nachweisen,  daß  diese  fünl  (ìIph  hun^^eii  ittìciifalls 
dann  eine  Berührungstransfonnation  liefern,  wenn  sie  sowohl  nach 
^li  Vit  Pìì  9i  ^^-^^  '  '  ^>  Pf  Q  auflösbar  sind.  Dies  ergibt  sich, 
wie  wir  sehen  werden,  als  iioioüar  eines  allgemeinereu  Satzes. 

Die  Form  der  Gleichungen  (7)  steigt  unmittelbar,  daß  diese  Glei- 
chungen sicher  in  den  zehn  Vei^derlichen  Xyy^  z^p,  q,  ^i,  Pt>  Qi 
unabhängig  sind,  wenn  die  (ileichung  Q  =  0  alle  ihre  ^echs  Argumente 
enthält.  1st  diese  Bediiiguüg,  ^^  h'  wir  aunt  luiien  wollen,  erfüllt,  so  können 
wir  zunächst  zwei  Größen  ?.  und  q  durch  die  Gleichungen 

bestimia«!!.  Dann  aber  ist  es  gestattet,  die  fBnf  Qleichnngen  (7)  durch 
daa  OlaiohimgMyiiem: 


(8) 


zu  ersetzen.  Die  sechs  letztgeschriebeuen  Gleichungen  ziehen  immer  die 
Qleichuug 
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—  rf^i  -Pidx^  —  q^dyj^  -  ç{de-pdx  —  qdy) 

nach  siek^  welche  Werte  auch  die  sechs  Differentiale  haben  mögen.  Und 
da  die  Unke  Seite  gleichzeitig  mit  dQ  yerachwiiidet,  so  besteht  die 
Gleichiuig 

~  Pi         ffi  ^Ui  ^  (fi^^  ~P  dx  —  q  dy) 

▼ermdge  des  Gleidmxigssjsteiiui  (8),  (^eiehseiüg  aber  Termöge  des  Glei« 
elumgssyitems  (7). 

Da  wir  bei  diesen  Oberlegmigen  nur  die  Voiaussetsiiiig  gemadit 
habeiii  daß  die  Gleidmng  Q  —  0  alle  seehs  YeiiiiderUche  m,  d^,  8^ 
wirklich  enthalt,  so  gilt  der 

Satz  5.  Wenn  eine  vorydegte  Gieidntmg  Q(x,  fff  »,  x^, y^, #|)  »  0  tpòrh' 
Ueh  aUe  ihre  seda  ArgummU  mtStaU,  mm?  dementsprechend  dk  ßnf  GUi' 
Hungen: 

^  "rPi  — h  Qì    '  =  0, 


(7) 


Q-0, 


himsuMlidi  der  Größen  p^j  g,,  j),  9  inul  «iim  Bniipiel  unabhängig  sind, 
dann  leskht  immer  eine  DiffererMal^eidmng  von  der  Farm: 

dZi  —  Pi  di\  -  7i  rfj/i  =  {}  \^dz  ~pdx  -qdy) 

und  dabei  ist  ç  nicJU  identisch  Null. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  daß  dieser  Sat?,  koiueswegs  aussagt, 
daß  die  fünf  Gleichungen  (7)  eine  Beriiimingdran>iforni(tti<m  des  Ifaunics 
hestiniinon,  wenn  die  Gloichung  Q~0  wirkliVh  allo  ilire  sechs  Argumente 
enthält;  denn  aus  dieser  Voraussetzung  folgt  zwar,  daß  unsere  Glei- 
chungen (7)  hinsichtlich  <7,  ,  7,  und  eijur  beliebigen  unter  den  Größen 
sc,  y,  £,  ,  if^,  unabhängig  sind,  keineswegs  aber  daß  sie  eine  Elenient- 
transfurmation  bestini  men.  Da  wir  aber  schon  früher  bemerkten,  daß 
unsere  fünf  Gleichungen  (7)  jedenfalls  nur  dann  eine  Beröhrungstians- 
formation  bestimmen,  wenn  die  Gleichung  Q  =  0  wirklich  alle  sechs 
Großen  x,  y,  s,  x^,  y,,     enthalt,  können  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen; 

Satz  6.   Fün^  Gleichungen  voti  der  Form 


bestwwwn  dann  und  nur  dann  eine  IkiühruiiystramformatioH,  weim  sie 


dQ  ,      dQ  dQ  ,      cQ    f.    cQ  .     c^l         dQ  ,    8Q  ^ 
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$0WcM  nodi  x^,  Vif  Piy  wi^  f^och  Xyy,ZyPfq  aufgdöd  werden  können. 
In  dieaer  Weise  erhM  mm  aUe  BerUhrw^fsliwirfomaiHonen,  bei  denen  die 
PwÊkte  des  Baumes  m  Flamen  vbeiyAen. 

Es  ist  ilbemieliABd,  daft  man  diesem  wichtigen  Satase  eine  nocb 
eiofushere  Form  geben  kann;  es  ÎêM  sich  in  dar  Tat  nadiweisen,  daß  die 
BesohrSnkiiDgen,  denen  die  Oleidrang  Q  — 0  nnterwoifen  ist>  riixntlieli 
darauf  hinaaskommeni  daß  eine  eintige  Determinanie  nicht  vermSge  12 —0 
TeracKwinden  dftr£ 

Die  beiden  Fordemngeu,  daß  die  Gleichungen  (7)  sowohl  nach 
^if  yif  ^it  Pi)     ^  Hi    Pf  9  aufldshar  sein  sollen,  sind  nämlich 

keineswegs  zwei  Terschiedene  Fordenui^;en.  Ist  die  eine  Fordertmg  erftllt^ 
so  auch  die  andere.  Das  werden  wir  jetzt  leigen. 

Die  Fordemngy  daß  unsere  fünf  Gleichungen  (7)  nach  x,  s^  p,  q 
auflösbar  sein  sollen,  ist  sicher  erfüllt,  wenn  die  Gleichung  Q  —  0  ihre 
sechs  Argumente  wirUich  enthllt  und  andereiseiis  die  sieben  Gleichungen; 

1-0,  iii+p,  -0.  -0, 


0 


0 


(8) 

hinslditlich  der  sieben  GrOßen 

y,  -,  p,    ^,  9 

unabhängig  sind;  sie  ist  aber  ott'enbar  auch  dann  erfüllt,  wenn  Q  —  0 
seine  sechs  Argumente  enthält  und  überdies  die  vier  Gleichaugen 

(9) 

nach  den  vier  Größen 

»f  ^ 

anfgelöst  werden  können.  Ob  aber  diese  vier  Gleichungen  hinsichtlich  Xf  y,  S 
und  A  unabhSngig  sind,  das  entscheidet  die  Jt'unktionaldetenninante 


dx 


cx 
X 


-  X 


m 

cz,  dy 


Tm 

^y,  dz 


0 

6'r, 

BQ 
dx. 


die  offenbar  von      q,  p,,      frei  ist. 

Die  vier  rTlpiclmncreTi  (9Ì  können  daher  dann  und  nur  dann  nach 
0^,  y,  z  und  À  auigelöfit  werden,  wenn  die  Determinante 
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0 

ex 

tìv 

dz 

V  s* 

dì. 

dyt  S* 

a  y, 

d*Q 

nieht  TflrmSge  Q  «  0  Tenchwindet 

Bemerken  wir  fiberdies,  daß  A  in  y,  #  und  y^,  symmetriscli 
Ì8t|  sowie  daB  A  immer  Tenchwmdeliy  wemi  in  der  O-leiehnng  Q  0  ein 
beliebiges  unter  den  Argumenten  a,  y,  s  y  x^,  y^,  niobi  wirklieh  toi^ 
kommt,  80  kSnnen  wir  den  folgenden  fondamentsloi  Sats  anfirtellen. 

Theorem  L  ASe  Bemhirmgärmafomalk^  hei  denm  die  P^ttikU 
des  Baumes  in  Fladim  Ubergàim,  Zowen  nicft  ékmà  fSnf  Qi/mdumgen  von 
der  Form: 

Sf,  M,     jfi,  #0  -  0» 

^+^«ä7r^'  W.'^^'dMr^'  dx-^^Ji-^^  By+ns-^ 

d^imerm.  Die  FunkKo»  Q  id  der  eùurigen  Be$eàrikditaiff  tmieneorfeu,  daß 
die  Determùumie: 


As 


ao 

0 

dx 

dy 

a/ 

a*Q 

a»Q 

ao 

dz,  cx 

cz,  dy 

oti  et 

a«Q 

a»û 

dü 

ay,  dx 

dyldy 

ayi  a« 

dy\ 

d*Q 

a»» 

as 

dx,  9x 

a«^  a« 

a«, 

nidd  vermöge  Q  —  0  versàaeindm  darf, 

Beispiel  I.  Eine  besonders  wichtige  Berflbmngstrsnsformatitni  liefern 
die  Gleichnngen 

z^'^^  e  -px-yq,   x^^p,   y^^q,   Pj--«,   îi  y. 

Man  flbezsiehi  hier  unmittelbar,  dafl  eine  Gleichung  ron  der  Form 

d{z—px  —  yq)  +  xdp  +  ydqsdä  —  pdx  —  qdy 

bestellt,  ferner  daß  tlie  Jiliuiinatiüu  der  Größen  p,  q,  p^f  nur  eine 
Kelation  und  zwar  die  Oiiaieare  Gleichung 

liefert  Die  Punkte  und  Ebenen  des  Baumes  x,  y,  b  gehen  somit  bei  der 
Transformation  in  die  Ebenen  und  Funkte  des  Baumes  x,  y,  e  fiber.  Wir 
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besohiftîgaii  uns  später  amgdiend  mit  cUoBer  berühmten  Traiuformatioiiy 
die  im  Torigen  Jalirhimdert  bei  Legendre  Auftritt,  der  aber  muweifel- 
haft  y  on  Olairantt,  £uler8  und  Lagrange  i  Utemi  üntersnchangen 

beeinBußt  war. 

Beispiel  II.  Noch  älter  als  die  Legendresche  Transformation  ist 
eine  Tranefmnation,  die  man  oft  als  Dilatation  beeucbnet.  Da  diese 
Transformation  jedeuâdU  implizite  schon  bei  Hujghena  auftritt,  und  im 
Grunde  die  Grundlage  seiner  berühmten  WellmÜieorie  bildet,  80  werde  ich 
mir  erlauben  dieee  Berähningstrangformation,  die  jeden  Pmikt  x^n^ 
ff^hfM^eia  eine  Engel  mit  dem  gegebenen  Badine  r: 

(x^ay  +  (if^hy  +  (#-e)»  -  r*  -  0 

überführt,  als  die  Huyghenssebe  Transforraatiuu  zu  bezeichnen.  Aiaa 
findet  die  Gleichungen  dieser  Transformation,  indem  man 

Q  -  {x,-xy  +  0^,-y)»  +  (ir,-*)»  -  r» 

■ettt  nnd  lodann  naeh  den  allgemeinen  Regeln  die  Gleichnngem 

ar,  -  a;  4-  {«i—e)p  —  0,      a;,  —    -f  {z^  -  e)p^  -  0, 

hinanflllgL  Die  gesnchten  Tianifonnatiouagleiehnngen  besiiaen  daher  die 
Form: 

''"'"yi+^+f  '""'^"v^+l'+t"  "'"f+Vi+^+f 

Man  übersieht  unmittelbar,  ilaü  diese  Transformation  involutormh  nnd 
zweirgweideuiig  ist,  sowie  daß  die  Gleichong 

^dM—pdx  —  qdff 

identiach  besteht 

Die  all^pmpinpn  analytischen  Entwicklungen  dieses  Haragraphen 
iülin'ü  uttmittalbar  zu  einem  beachtenswerten  geometrischen  Satz,  den 
wir  ausdrücklich  formulieren  werden. 

Satz  7.  Sind  die  Funktkoordinaten  zweier  üäume  durch  eine  MeUition 

Û(«»|f,',ai,sru«i)-û 
gébuÊUh»,  md  crénel  diese  Békiiktn  dm  oo*  FmMn  a;— a,  y—ft,  M^e 
des  emm  Bmmes  oo*  Fläußim  des  m/mtm  Baumes  «m,  dSe  Mie  partidk 
BiffierenUiä^eUiiimg  «rtkr  Ordumg  erfüüen,  so  crdnet  Q^O  otieft  de» 
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Punkte»  Xg,  tfif  dreifach  unendlich  vide  Flächen  des  ente»  Bmmm  m$, 
die  keim  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erßUlen. 

Dieser  Satz  kann  anch  folgendermafien  fonunliert  werden. 

Satz  8.  Ordnet  man  den  Tunkien  x,  y,  e  dreifacJi  unemüii^  vide 
Flächen  m,  die  keine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erfìtllen, 
so  (jiht  CS  immer  eine  nml  auch  nur  eine  Berührungstransfarjnation  det 
Haumes,  die  jeden  Tunkt  Xf^pg  i»  die  eugeordneie  Fläche  Oberführt, 

S  8 

BesUnunung  aller  BerflhrnngHti  unsioruiaüoneii,  bei  denen  die 
Punkte  des  fiAiime»  in  Knrren  ütiergelien, 

Naclidem  wir  im  Toiigen  Pazagraphen  alle  BwOhrnngatnuisfonnaiiioBfln 
dea  Banmea  beatìimut  haben,  bei  denen  Paukte  allgemeiner  Lage  in 
FlScben  QbergdieiLy  mttaaan  wir  jebt  alle  Berflhnm^faranafoimaiianen 
aofeaeben^  bei  denoi  die  Punkte  dee  Baumes  in  Emrom  flbeigefllhii  werden. 

Eine  BerttbnmgafxangfonnatioiL: 


(1) 


Xi     X(x,  y,  s,  p,  q),       =  Y{x,  y,  z,  p,  q) ,    z^  =  Z (x,    e, p,  q), 

ordnet  den  oo*  Elementen  eines  beliebig  ^mÜhlten  Punktes  x^a,  ff^^t 
g  mm  c  ixe  Elemente  eines  gewissen  Elemenivereins  wo,  der  dnreh  die  Glei- 
ehnngen: 

-  X(a,  6,  c,p,  q),       =  Y{a,  b,  c,p,  q),       =  Z(a,  6,  c,  j>,  q), 

ft  -  l\a,  hy  c,  p,  g),    gi  =  Q{a,  b,  c,p,  q) 

bestimmt  wird.  Man  findet  den  Pnnktort  dieses  neuen  ElementrereinSy 
indem  man  die  GxSßen  p  und  q  zwisehen  den  drei  Gleiehungen 

-  Z(a,  b,  c,p,  q),    z/i  -  r(a,  b,  c,p,  q),       -  Z^Oy  b,  c,p,  g) 
eliminiert. 

Die  Berührungstransformation  (0  föhrt  daher  dann  und  nur  dann 
aile  Punkte  des  Eaumwï  in  Kurven  über,  wenn  die  Elimination  von  p 
und  q  zwischen  den  drei  letzten  Gleichungen  zwei  utul  nur  zwei  unab- 
hängige Gleichungen 

Bwischen  den  Fanunetem  a^hfC  und  den  Gartesiseben  Koordinaten  x^ ,  y^, 
liefert    AioJniiii  gehen  die  Elemente  jedea  Pnnktea  x^a,  if^h,  g^e 
in  die  Elemente  denjenigen  Kurve     **  ^»  S2|  ^  0  ttber,  die  den  Fkra- 
meterwexten  a,  h,  e  entspxidiii. 
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Es  hat  sich  also  ergeben: 

Sais  9.  Eim  JBeruhnmgskanrfanitaiùm 


fSkrt  dam  mä  nur  dann  aUe  Fmikte  »ff,g  de$  Smanes  tu  Kurven  i^, 
wmn  $òà  aas  dm  Transformathnigleidtungen 

guriaehm  den  Größen  x,  y  y  e,  x^,  y^,  heHeUen  laeeen.  Faßt  man  m  den 
häden  Giek^mngen  Üi^O,  —  0  die  Größen  x^y^e  eds  PairameUr  auf, 
»  hetêimmen  diete  GUidmngen  oo*  Karven  dee  Baamee  se^,  ff^,  md  etear 
grade  die  oo*  BUdbnreen  äSer  Pimkto  œ,  f,  #.  Dentä  man  dagegen  y^, 
ab  FOrameter,  eo  heeUmmen  die  Gieitinmgen  —  0,  —  0  dreifaiià  «n- 
endHi^  vide  Kurven  dea  Banmee  x^y^e  und  dieee  Kurven  gehen  hei  der 
TraettfarmaUon  in  die  Fmkle  dee  Btenanee  x^,  yg,  über. 

Wir  werden  jetst  dnxeh  rein  amdyêiedie  Bebrackkmgen  nachweiieiiy 
daS  «DA  Berflhniiiggtruiifoniuitifiii  (1),  die  alle  Punkte  x,  y,  $  dei  Baume« 
iB  Kuren  tIberfBlui,  dnzeh  diejenigen  Qleidumgen 

vollständig  bestimmt  ist,  die  angeben,  m  vfdcke  Kurven  ^  wudnen 
Fmikte  Xj  y,  e  ubergeführt  werden. 

Wenn  wir  uns  in  diesem  Paragraphen  überhaupt  darauf  beschränken, 
die  Bewrißc  in  analytischer  Form  zu  führen,  so  liegt  das  daran,  daß  die- 
jenigen Entwicitlungen,  die  uns  hier  'zunächst  interessieren,  sich  besser 
füi  nine  analytische  als  für  fin*-  syntlicti^f^he  Bc-handlung  eignen.  Wir 
behalten  uns  aber  vor,  in  einem  foigenden  Kjqjitel  eine  rein  geometrisdie 
Theorie  derjenigen  Berührungsfcransformationen  zu  entwickeln,  bei  denen 
die  Punkte  des  Raumes  in  Kurven  übergehen  Wir  werden  sehen,  daß 
eine  geometrische  Behandlung  tiefer  in  das  VV  der  Sache  hineuiführt, 
während  die  analytische  Behandlung  zur  vorläufigen  Orientierung  die 
zweckmäßigere  ist. 

Wir  denken  uub  also  eine  Berûhmngstransformation  Torgel^^  deren 
Gleichungen  zwei  und  nur  zwei  Relationen: 

Oi(«,  y,    «I,  Vxf  »%)  -  0,  û,{ar,  y,  e,  a^,  jf»,  #i)  -  0 

liefern^  die  tod  p,qfPx,qx  frei  sind.  Unter  dielen  Umstiinden  dflifen  wir 
befaaapton,  daß  die  sedis  Differentiale  dx^  dy,  de,  dXg,  dy^,  de^  durch 
zwei  nnd  nur  durch  zwei  Bdatiomen,  nandich  die  linearen  homogenen 
Relationen 


Digrtized  by  Google 


212 


Sorot»  Lu. 


^9. 


aß. 


ao. 


ao. 


ay,      ■  a* 

gebunden  iind.  Wir  iriflMiL  aber  Mider«neits»  flafi  dieae  DiffenmtialB  eine 
ReUtion  von  der  Form 

~  A -  9ià!fi  -  efe  y,   J>»  «)  *  (dß-pdX'-qdf)  -  0 
etfUleiL  Diese  letete  Relaiioii  vuB  daher  eine  Folge  der  beiden  Torlier- 
gefaenden  OleidumgeiL  eein,  und  ee  beeteht  aomit  eine  Gleidumg 

dMi-Ptdx^-q^dfi  - QÌsB,ff,M,p,q)  (dg-pdx-qdtf)  ^ 


,  dP.  ,  \    ,  /ac,  ,   ,     ,  ao,  .  \ 


fUr  aüe  Werte  der  sechs  DifEeientiale,  dabei  Torausgesetzt,  daß  die  zehn 
Größen  x,yfgfPfq,  Xx,ffi,Mi,Pi,  nur  solche  Werte  erhalten^  die  mit  den 
ffinf  CUeichnngen  der  yoriiegenden  Berfihrangaiawuformation  in  Überein- 
Btimmmig  stehen. 

Die  gefundene  Gleichung  zerlegt  sich  unmittelbar  in  die  aeeha  folgenden; 


(11) 


1 

»3  ^-R^.JLl^ 

9P 

9^ 

die  ihrerseits  vormöge  der  Transformationsgleichungen  beetehen.  Nun  aber 
liegt  es  in  der  Natur  <ler  Sache,  daß  die  drei  Veränderlichen  2%  t/.  ~  durch 
keine  Keiatioii  gebunden  sind,  und  daß  dementsprechend  die  beiden  Glei- 
chungen Qj  =■  0,  Qj  0  nach  zwei  passend  gcwiihiten  imter  den  Größen 
^fVii^i  aufgelöst  werden  können.  Daher  ist  es  immer  möglich,  unter 
den  drei  ersten  Gleichungen  (11)  zwei  herauszugreifen,  die  sich  nach 
und  auflösen  lassen.  Unter  allen  Umstanden  liefern  daher  die  drei 
ersten  Gloidiungen  (11)  uns  eüie  nicht  identische  Gleichung  Ton  der  Fofin 

^     aß,  ag. 


aß. 


3*. 

axi 
aß, 


-0, 
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die  jedenfalls  die  eine  unter  den  GidBen  jPi  und  enthalt.  Seteem  irir 
die  gefondenen  Werte  der  Grdßen  jlj  und  in  die  rierte  Qleicliung  (11) 
ein,  ao  erhalten  wir  eine  Beetìmmung  der  GröBe  ç,  die  nach  einer  froheren 
Bemerknng  nicht  idenlÀsch  yerschwinden  kann.  Setzen  wir  endlich  die 
gefundenen  Werte  von  l^,  und  ^  in  die  beiden  letiten  Gleiehnngeii 
des  Systems  (11)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Bestimmung  von  p  wêÂ  q. 

Das  GleiehangMystein  (11)  liefert  somit  sicher  drei  Gleichungen,  die 
hinsichtlich  }\ ,qi,Pfi.  unabhängig  iind.  Fügen  wir  hiena  •> 0  und 
^••0,  so  haben  wir  fünf  unabhängige  Gleichungen,  die  TSrmoge  der 
Thuuformationsgleichnngen  (1)  bestehen,  nnd  somit  diese  Gleichungen 
ersetzen  können. 

Hiermit  bat  sich  ergeben 

Satz  10.  Wnm  eine  Ber^'fhrnnfi'^transfonnatiofi  jeden  Puttkt  Xf  M 
in  eine  Kurve  des  Bmtmes  x^,  y^,  jü^  und  sum"  in  die  Kurve 

Qi(«,  y,    «1,  y„  «,)  -  0,   Q,(a?,  y,  #,  «j,  yj,  #»)  -  0 

überführt,  so  fimlet  man  dit  (ileichutufen  der  Transfomuüion  äaäurdi,  daß 
mm  zwischen  den  secitë  Gleichungen 


,  aö,  ,  ,  ao,  ,  ao,  ,  .  aß. 

Oft  *,  ^"g^"*"^'^  «  ZJy"^^^ 
ii,-u,  -P"  ac      ao.»  -«    ,aQ,  rö. 


das  VerhäUnis  ^  eUminiert  und  die  fSutf  übrig  gMAenm  Qkkimiigm  natk 

Hiermit  kennen  wir  eine  wichtige  Eigensehaft  degenigen  Berflhnmgs- 
traosfoimationen,  bei  denen  die  Punkte  dea  Baumes  in  Kurven  flhergehen. 
Um  aber  alle  diese  Berflhrungstransfonnationen  wirUich  za  bestimmen, 
ist  es  erforderlieh,  die  Beschränhunffen  getiau  festetistcUen,  denen  das  Gki- 
e/nmgssystem  Qi»0,  Qf^^Omterworfen  ist  Daß  es  solche  Beechränkungen 
gibt,  ist  leicht  zu  erkennen.  Verschwänden  nämlich  snm  Beispiel  alle 
sueireüiigen  Determinanten  der  Matrix 

dQ,  ag,  cQy 
a^i    djfi  d«i 

ao,  ao,  ao, 
d«t    dfft  d»t 
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•o  liefie  ùck  ana  den  beiden  Qleicbimgan  Qj  ^  0,  Q|  =  0  «ine  Aelation 
swiscliea     y,  9  allnn  aUieiten,  -wm  an  sich  absurd  ist. 

Wir  denken  uia  ein  Gleichungssyetem  •=«  0,  Q,  «=  0  Torgelegt, 
das  Toriftofig  keiner  anderen  Beschränkung  unterworfen  sein  soll,  als  daß 
die  drei  zweireihigen  Determinanten  jener  Matrix  nicht  aämtlioh  Termöge 
=  0,      =-  0  verschwinden  dürfen. 

Aladami  geben  die  Gleichungen: 


1 

ao,  aß, 

aß,  ,  ^  aß, 

-9 

dt  ^  * 

9P 

aßj  rß, 

a«'       aas  ' 

Qq 

aß.  ,  ,  ao, 
ay  "^'^  37 

znnichst  eine  Bestìmmung  der  Grdfien  X^,  1^  ond  ç,  aie  liefern  femer  drei 
Yon  A, ,  und  q  iieie  Belationen,  mit  denen  wir  die  beiden  Gleichungen 
fii  «  0,  Q,  0  verbilden.  An  dieser  Stelle  branchen  wir  nicht  anf  die 
Frage  einzugehen,  ob  diese  f&nf  Gleichungen  immer  in  den  zehn  Year- 
änderlichen  ff,  #,jp,  Vit  i^i,  Pi,  Qi  unabhängig  sind.  Dagegen  be- 
tonen wir,  daß  TermSge  der  hiermit  erhaltenen  «nàUdim  Relationeii 
zwischen  den  zehn  Elementkoordinaten  der  beiden  Bäume  immer  die 
Gleichung 

dsti  —pidxi  —gfdih  —  ç(d0—pdx  —  qdy)  — 

besteht,  welche  Werte  auch  den  Diüereutialen  erteilt  werden. 

Daher  besteht  immer  vermöge  der  gefundenen  endlichen  Relatkcmen, 
verbunden  mit  den  zugehörigen  totalen  Differentialgleichungen  eine  Re- 
lation von  der  Form 

dsi  —p^dxx  —  Oxdifi    ifide^pdx  —  qdy). 

Dieses  Resultat  ist  dayon  unabhängig,  ob  die  fOnf  oben  abgeleiteten 
endlichen  Gleichungen  zwischen  den  zehn  Elementkoordmaten  «ne  Element- 
transformation  bestimmen  oder  nicht.  Una  interessiert  aber  hi^  nur  der 
Fall,  daß  jene  Gleichungen  eine  Elementtransformation  bestimmen,  was 
jedenMls  nur  dann  möglich  ist,  wenn  sieb  ans  den  beiden  Gleichungen 
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Ol  0,  »  0  koiiie  toh  fx,  fraie  fielatioii  iwiiehen  x,  m  ab- 
leiten läßt. 

£e  hat  eich  also  eigeben 

Sais  11  Wnm  die  EUmkiatim  der  Gröfie  ^  wwiedien  eedis  Qki- 
dbü^wi  «Oft  der  Ferm 

y,    04 ,  y^,  g^)  =  0,    Q,(x,  y,  -sr,  ^c^,  y^,      -  0, 


aß,  ,  ,  aß, 

^»äi'"*"^  ax 


aß, 


aß,' 


*i  s 


aß. 


/wn^ BdaÜonen  Mtcischen  den  ElementhoordincUen x, y, tfP, q und  Xy,yy,e^,p^, 
liefert,  die  eine  ElementtransuftfrmaUm  bestimmen,  dann  ist  diese  Transfor- 
mation immer  eim  Berühruiif/stransffyrmatim.    In  dieser  Weise  werden  alle 
Berühnüif/stmn^ormcUionen  stunden,  bei  denen  die  Funkte  des  Baumes  in 

Hier  läßt  sich  iiuii  ^^eltt  r  nachweisen,  tiaß  es  geuii|Tt  zu  imtersuchen, 
ob  die  fünf  in  unserem  Öatze  abgeleiteten  Relationen  sich  hinsichtlich 
.r.  y,  p,  q  auflösen  lassen,  indem  es  sich  beweisen  läßt,  daß  dieso 
(ileichungen,   eobal  i  ^ip  nach       ij,  0,  p,  q  aoflöflbM:  sind,  auch  nach 

Xitìfiì^\  V\  l\  iiiif^'-^l'J^t,  wpi-(]t'fi  können. 
Diesen  Nachweis  fiihreji  wir  so: 

Uns«  rt'  tiinf  Gleichungen  iìind  dann  und  nur  dann  nach  Xfy,e,Pfq 
auflösbar,  wenn  die  Gleichungen 


(12) 


0.-0,  1^-0,  _l  +  x,»°A  +  i,«ö._o, 


«  4. 1         ,  aß.  ^ 


noh  nach  x,  e,  X^,  anfldseiL  lassen,  nnd  flberdies  die  sweiieihigen 
Detemiiiuaiten  der  Matrix 

dOi  as^  aß, 

Bs  äy  a« 


a»  d'i' 


aß. 

dM 


nicht  simtUeh  YermSge  des  GFleiehnngssystems  fZ^ — 0,  Q|  ^  0  Teraoliwindeii. 
Hieisa  ist  notvrendig  und  *«^^!*^*md,  daß  die  FoiikiionaldetenBinaate 
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an, 

0 

0 

ay 

w 

ai 

0 

0 

^  a«i  a* 

a«ö, 

^B^  a« 

ag, 

a«, 

a*, 

öy,  a« 

^äy.a« 

a»ö, 

ayi  a« 

aQ, 

ao, 

ayx 

'^»aa^a* 

a»û, 

ao, 
a«i 

nicht  TonnOge  der  fOnf  Gleidrangen  (12)  Tenchwiaclet.  Diese  Detormmante 
iflf^  irie  man  dnreb  Ansfllhniiig  findet,  eine  lineare  und  homogene  Funk- 
tion Ton  Xi  und  1,: 

deren  Koeffizienten  TT,  und  TT,  nur  von  x^y,    x^^y^,  abhangen. 

Die  Fnnktionüliletermmaiite  J)  verschwindet  offenbar  nur  dann  ver- 
möge (1er  Gleichungen  (12),  wenn  sowohl  wie  vermöge  dee  Glei- 
chxmgssj.stems      =  0,  Ög  —  0  gleich  Null  werden. 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  des  angekündigten  Resultats  nachgewiesen. 

Theojem  II.  Alle  Beriihrmu/siramf ormatimene  bei  denen  die  Punkte 
des  Baunii^s  in  Kurven  übergeiien,  werden  erhalten  dwrdi  Elimination  der 

Qrüfie  ^  Mwiachm  setàs  Qkkktmffm  wm  der  Form 

«  —       ^  ax  _!_^iL____£y- 

Die  GUirhHììqrv  -=  0,  =  ^  (iflie*  eüMT  ßeschränhu^  wüencorfen, 
SM  mm  nämlich  gur  Abläkeuing 

will  brimgt  9odmm  lüs  Ikàermmmàe: 
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dx 

By 

0 

0 

ao, 

èx 

ay 

a« 

0 

0 

a«0 

ao. 

ao, 

3*1  dx 

ay 

ar. 

a*. 

a** 

ao, 

dy^  dx 

cyi  cy 

ayi  a« 

a  Vi 

a*«i> 

a»«t> 

aa:|  ay 

axj  a« 

a^ 

a«/"  die  Form 

50  (('o-frn  die  Koeffizienten  IF,  tmrf  TFj  nicht  alle  beide  vermö(/c  des  Gìei- 
chun{;ssystcì)i^  =  0,  Q,  0  vfrsrkmndcìì.  Nur  neun  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  liefern  die  angegebenm  Operationen  eine  BerükrungsirmuformaUo» 
des  Brntme^s. 

Beispiel  1.  Liegen  die  Gleifdrangm 

TOr,  80  ist 


0 
0 
0 


0 

-X 
0 
0 
0 


1 


0 
0 
0 
0 


0  0 
0  0 


0 

1 

0 


1 

0 


und  da  der  Koeffizient  ron  nicht  gleich  Null  son^m  gleich  der  Einheit 
ist,  küiinen  wir  schließen,  daß  die  Gleichungen  —  ss  -\-  x^x  =  0,  y^—ij  =  0 
wirklich  eine  Berührungstran5^formation  liefern.  Die  entsprechenden  Tnms- 
formationsgleichangen  besitzen  die  Form 

p^^-x,    2i  -  fl. 

DaB  disse  Olnohiiiigeii  wirUidi  eine  Berflhnugfbiiiurfbnnatioii  beetimmeD^ 
beitfttigt  man,  indem  man  die  identisdhe  Gleldiimg 

d(z—px)  —  {—  x) dp  —  q^djf  ^  ds  —  p dx  —  g dy 

bildet. 

Beispiel  2.  Betzen  wir 

80 
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0 

1 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

Al 

0 

0 

-1 

X 

0 

0 

—ix 

« 

% 

0 

0 

X 

1 

s  -  ^ik^x  -  2ti, 


und  dieser  Ausdruck  verschwindet  nicht  identisch.  Die  Gleichimgeii  Qi«0, 
S^wO  bestimmen  daher  eine  Berühnmgstransformation  und  zwar  die  Ton 
uns  entdeckte  Berührungsksiudtonnatioii,  die  Gerade  in  Kugeln  überführt 
Mit  dieser  Tmnsformation  worden  wir  uns  aneh  in  dieeem  Bande  eingehend 
besdiaftigen. 

Beispiel  3.  Setsen  wir 

80  urchieii  die  Gleichungen  il^  -  0,  =  0  jedem  Punkt  j,  y,  e  einen 
Kreis  zu,  dessen  Mittelpunkt  der  Koordinatenaufang  ist,  dessen  Radius 
gleich  der  Entfernung  des  Punktes  y,  z  vom  Koordinatenanfange  ist, 
dessen  Ebene  endlich  zu  dem  Radiusvektor  des  Punktes  XftffS  senkrecht 
steht.  D«n  oo'  Punkten  z  sind  daher  oo'  ▼«vchiedm  Erm  sa- 
geordnet^  die  den  Baum  ausfOllen.  Uoaere  Clleichnngen  beaÜmmen  daher 
eine  BerQhrungstransfonnaifeiony  die  wir  als  die  Agmätäbmnsformo^lwn  be- 
zeichnen,  weil  sie  jede  FUche  in  ihre  Äpsidalflidie  fiberf&hrt 


Die  ÌMit Wicklungen  dieses  Paragraplifn  geben  eine  feste  Gmndlage 
für  die  Theorie  derjenigen  BeriihrnngBtraiislurniationen,  die  alle  Punkte  in 
Kurven  überlühren.  ^ndeni  wir  uns  vorbehalten,  später  diese  wichtige 
Theorie  im  einzelnen  Auszubilden,  beschranken  wir  uns  hier  darauf,  einige 
besonders  naheliegende  KDusequenzen  unserer  Entwicklungen  anzugeben. 

Zwei  in  Xf  tff  z  unabhüugige  Gleichungen  von  der  Form 

Öl  («,  y,  »,  «i,  yi,  *i)  -  0,     %(x,  y,  «,  Äi,  y„  «i)  -  0 

ordnen,  wie  wir  schon  so  oft  herroigehohen  habeni  jedem  Funkte  des 
Raumes  x,  y,  st  eine  Kurve  des  Raumea  Xi,ffi,0im.  Es  ist  aber  nicht 
sicher,  dafi  man  in  dieser  Weise  oo'  Twschiedene  Eurren  erhSlt,  auch 
nicht  daß  diese  Kurven  den  Baum  ausftllen.  Fassen  wir  nun  unsere 
Kurven  als  JEZemmtoerane  auf,  so  leuchtet  ohne  weiteres  ein,  daß  die 
Elemente  ^i»yi>'i)Pi»9i  aller  dieser  Vereine  eine  Relation  (oder  mehrere 
Relationen)  erf&llen,  sobald  die  Zahl  der  Kurven  geringer  als  oo'  ist; 
dasselbe  gilt,  wenn  zwar  oo'  Terschiedene  Kurven  vorhanden  sind,  diese 
Kurven  aber  sSrntUch  auf  einer  gewissen  Fläche  gelegen  sind.  Liegen 
dagegen  oo*  verschiedene  Kurven  vor,  die  den  Raum  ausfallen,  so  he- 
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friedigen  ihre  Elemente  ^i»  J^y  9i  keine  Relation;  denn  dann  gehen 
dandi  einen  Punkt  allgetueiticr  Lag^  oo'  Tenohiedene  Kurven  der  Schar, 
die  vendniedene  Tangenten  haben  und  daher  unmöglich  in  dieeem  Punkte 
dieselben  oc^  Elemente      ^i»      Pu  9i  haben  kSnnen. 

MitBerftcksichttgang  dieser  naheliegenden  geometrischen  Bemerkungen 
können  wir  ras  miseren  Entwicklungen  über  die  Determinante  D  (vgL 
Seite  215  ff.)  unmittelbar  den  folgenden  beachtoiswerten  Satz  ableiten. 

Satz  12.  Ordnen  die  òetde»  Gleichungen 

y,  ^,      yi>      =  0,      Ö,(ar,  y,  e,  a:,,  i/y^i)  -  0 
den  c»'  Punlien  x,  tj,  z  dreifach  unendlich  viele  verschiedene  Kurven  zu,  die 
den  Raum  x^,  i/^.      ausfüllen,  so  ordnen  dicselberi  Gleiehun(/rn  nuch  den 
Punkten  x^,  y^,     dreifach  unendlich  viele  Kurven  zu,  die  den  liamn  x,  y,  s 
ausfüllen. 

Wir  wfrflen  später  nuf  diesen  wichtigen  Satz  ztirflckkünmieu  und 
durch  rem  geometrische  Betrachtungen  den  inneren  ôrund  des  Satzes 
aufdecken. 

Bezeichnen  wir  die  Punktr  des  Raumes  x,  y,  z  mit  P  und  dio  oo' 
zugeordneten  Kurven  des  Raumes  x^jy^,e^  mit  C^,  femer  die  Punkte  des 
Raumes  ,  t/j ,  z^  mit  Py  und  die  oo"  zugeordneten  Kurven  des  Raumes 
Xfy,2  mit  C,  eudlich  einen  Elementverein  des  Raumes  x,p,e  mit  F  und 
den  zugeordneten  Verein  des  anderen  Raumes  mit  so  gilt  offenbar 
der  Satz: 

Durchläuft  ein  Punkt  P  eine  Fläche  F,  so  berührt  die  Bildkurve 
des  i'unktes  F  immer  die  BiWûunir  i'i  der  vorgelegten  i  iiiciie.  Die  Bild- 
kurven (\  aller  ot-  l'uukte  1'  der  vorgelegten  Fläche  F  bilden  eine 
Kurvenschar,  die  aus  oc'  Kurven  besteht  und  daher  ein  Kurvensysteni 
heißen  soll.  DieHe  oo'  Kurven  berühren  sämtlich  die  Flache  Fi,  die  wir 
dementsprechend  als  Brennflache  des  Kurrensystems  bezeichnen. 

£b  ill  nnn  wohl  an  beachten,  daß  jede  Knire  C7|  dea  beineàtetèn 
KnrrenBystemB  im  aJlgememen  die  sugahörige  Brenuflfiche  an  mebreren 
Stellen  berflhrt  Dabei  iet  ea  anoh  denkbar,  daß  die  Brennflftehe  in 
mehrere  FBdien  F^',  F{\  F^'  serfiillt.  Alsdann  tnuufoxmiert  die  Tor- 
gelegte  Berfihrungstranafonnation  die  Flädie  F  nidit  in  eine  Flidbe 
aondem  in  mebrere  FlSeben.  Und  aelbet  wenn  Fy  nicht  in  mehiere 
BISchnn  aerfaUt,  werden  donh  jedem  Element  der  gegebenen  Flache  im 
aUgemeinen  mefaiere  Elemente  der  tranaformierten  Fläche  zugeordnet 

Bind  BerQhmngifcimnaformation,  die  die  Pnnkte  in  Kurven  flberftthrt, 
ist  daher  im  allgemeinen  mehtdentig,  wihrend  eie  allerdinga  innerhalb 
paeaetid  gewählter  Bereiche  der  Elementrânme  immer  ein-eindeutig  ist 

Bei  tieferoa  ünieraudhungen  ttber  Bertthrmigstranaformationen  mu8 
man  oft  auf  die  Mehrdeutigkeit  dieaer  Traniformationen  Rflekaicht  nehmen. 
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Um  alle  liier  anftratenden  wichtigen  YorkomiiuuMe  eingehend  untersuchen 
zu  können,  werden  wir  in  Kapitel  III  eine  geometrische  Tlieorie  derjenigen 
BerühnuigakMufoxnuitionen  entwickeln,  die  die  Punkte  in  Knrr^  fiber- 
iDliren. 

§  4. 

Direkte  Bestimmung  aller  BerülmiiigstranBfonBatioiien  dea  Baumes. 

Nachdem  wir  die  BerOhrungstranflfoniiationen  ab  Ekmenttranafoniia- 
tionen  definiert  hatten,  die  jeden  Elementrerein  in  einen  Slementverein 
fibeifllliren,  lag  es  nahe,  alle  Bertlhrang^traiufomiationen  in  drei  Klassen 
SU  ordnen,  jenachdem  die  Punkte  des  Banmes  in  Punkte,  Knrren  oder 
Flächen  ttbergehen.  Diese  Klassifikation  ist  bei  vielen  üntersuehuiigen 
fioaidamental;  es  ist  aber  wohl  zn  beachten,  dafi  sie  fisktisdi  darauf  beruht, 
daß  wir  uns  implizite  auf  den  Standpunkt  der  G  artesischen  Geometrie 
stellen  und  alle  iftunüichen  Figuren  als  Fwiiik&rkr  au&ssen. 

Nun  aber  kfinnen  wir  nach  dem  Yozgange  Ton  Plllcker,  dessen 
aJlgemeine  Ideen  in  Eulers,  Lagranges,  Legendres,  Monges  und 
Poneelets  Arbeiten  ihren  Ursprung  nehmen,  den  Baum  als  einen  Ebenm- 
rmm  und  dementsprechend  alle  geometrischen  Figuren  als  EhauatiiSria' 
aufifossen.  Schreiben  wir  dabei  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Fom 

#  —  ««  —  fty  —  «  —  0 

uüd  betrachten  die  Paraiiieter  a,  b,  c  als  Ehmenlioordiymtcn ,  so  bestimmen 
drei  unabhängige  Gleichungen  zwischen  a,  h,  c  eine  Ebene,  zwei  solche 
Gleichungen  liefern  im  allgemeinen  eine  developpable  Fläche,  svährend  eine 
einzige  Gleichung  entweder  alle  Tangentialebenen  einer  nicht  devoloppablen 
Fläche  oder  aber  die  Tangentialebenen  einer  krummen  Eurre  oder  endlich 
alle  Ebenen  eines  Punktes  analytisch  definiert. 

H8tten  wir  nidit  die  Cartssische  Geometrie  sondem  die  Ebenengeo- 
metrie als  Ausgangspunkt  fBr  die  Geometrie  der  Berfihrungstransfonnationfln 
genommen,  so  wire  es  allerdings  wiederum  natnrgen^ß  gewesen,  aUe 
Berflhrungstransfonnationen  in  drei  Stessen  einzuteilen,  wir  wflrden  aber 
unter  diesai  ümstSnden  eine  andere  geometnadie  Definition  der  drei 
Klassen  zugrunde  gelegt  haben;  zu  der  ersten  Klasse  hätten  wir  alle 
Transformationen  gerechnet,  die  Ebenen  in  Eboim  fiberfOhren;  zu  der 
zweiten  (resp.  dritten)  Klasse  dagegen  alle  Transfonnationen,.  bei  denen 
Ebenen  in  Gebilde  ttbeigehen,  die  durch  zwei  Gleichungen  (resp.  eine 
Gleichung)  in  Ebensukoordinaten  definiert  werden. 

Es  ist  daher  möglich  und  in  der  Geometrie  der  Berflbmngstrans- 
formationen  im  allgemeinen  zweekmSfiig,  die  in  den  yorhergehenden  Para- 
gr^hen.  eingefthzte  Klassifikation  als  umoesaiÜkA  aufiniftsseiL  Bement- 
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sprechend  können  wir  os  als  einen  Mangel  der  früheren  Entwicklunp^en 
botrsehten,  daß  wir  die  Bestimmung  aller  Bertthrungstnuiaformatioiieii  m 
drei  getrennte  Frnhipme  zf^rlegt  hüben. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  pff  mö^^hrh  ist,  ausgehend  von  den  all- 
gemeinen Begriffen  Element  und  Eiementverein  mit  einem  Schlage  adle 
Benihrunastransformatiotien  .rn  bestimmen.  Wenn  wir  aber  auch  in  dieser 
Weise  sciiuellcr  zum  Zi*  Jr  u^'dangen,  su  werden  wir  doch  in  s])!Ìferf'n 
Kapiteln  erkennen,  daß  die  vuriiergeheaden  Entwicklungeu  keineswegs 
OberflüsHig  sind,  sondern  im  Gegenteil  eiue  fundamentale  Bedeutung  be- 
sitzen, ja  bei  vielen  Untersuchungen  die  unentbehrliche  Gründl ;iije  liefern. 
Die  Sache  ist  eben  die,  daß  tfirschuUtiu.  Standpunkte  dire  Jinrrhtir/ung 
haben.  Wenn  wir  auch  die  vou  uns  begründete  Geometrie  der  Berührungs- 
trangformationen als  einen  wichtigen  Abschnitt  der  Geometrie  betrachten, 
so  iuilt  t'^  uns  nicht  ein,  diesen  Abschnitt  der  Geometrie  ahi  die  einzig 
wahre  und  fruchtbare  Bekaudlung  der  Geometrie  hmzusteiien. 

Eine  vorgelegte  Berührungstransformation 

SBt'^  X{x,y,M,p,q),  yi-r,  "i^^,  A  -  i*,  tfi  -  Ö 

ordnet  jedem  Punkte  Xi^'O^y  Pt^hi,  '>i  C|  einen  Elementrerein  so, 
den  Verein  nlmlich,  deasen  Elemente  durch  die  Okickongen: 

a,-X,  J,-.r,  e,^Z 

beeiinuni  find.  Anf  der  anderen  Seite  können  wir,  indem  wir  frühere 
Ergébm»  mmmmmfaëim,  behaupten,  dafi  ea^  sobäiä  jeàm  Funkk  a:^  y^^ 
eifi  EUmeiàomm  Bi^gtordmet  kiy  sobald  ferner  die  fZemmfe  oBer  dieser 
Vereine  keim  SdaUtm  F(x,  y,  q)  ^0  erfüllenf  immer  eine  und  oêuà 
Mr  eine  Beri&rtmffskiintformaiim  gibi,  die  jeden  Rmkt  des  Sanmee  in 
den  migeardneten  JSlemeniverein  überfahrt 

Dieaen  Sate  werden  wir  jetsfe  dnreh  neue  nnd  direkte  Betnehtungen 
ableiten,  bei  denen  ea  gleichgültig  igt,  ob  die  betreffenden  Memenirereine 
I^ftchoi,  Knrren  oder  Punkte  aind. 

Wir  denken  una  àlao,  deft  Jedem  Punkte  x^^a^f  Vi^Wt  'i"*^  ^ 
ISementrerein  ai^peordnet  iat,  deaaen  Gleiehungen: 

hi^,  Vf  e,     <1,  <h>K<h)^^  h  2, 3) 

nach  unseren  Voraussetzungen  sieher  nach  «j,  \  und      auflösbar  sind: 

X [x,  y,  z,  p,q)^a^,    Y{t,  y,    p,  q)^h^,    Z{x,  y,  0,  p,  q)  ^<\. 
Wir  haben  7u  beweisen,  daß   es  dann  immer  eine  und  auch  nur  eine 
Berührungstransformation  gibt,  deren  drei  erste  Gleichungen  die  Form; 

besitzen.  Um  dies  nachsaweiaen,  aiützen  wir  una  auf  unsre  Definition 
der  beiden  Begriffe  Elementrerein  nnd  Berflhningatranaformation. 
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Unsere  Annahme,  daß  die  drei  Gleichungen  X  =^  a^,  Y=-h^,  Z  ^ 
ou^  Elemeutyereine  dantelieu^  deckt  sich  damit,  daß  die  Pfa&che  älei- 
chimg 

dg  — pdx  —qdy  ==  Ü 

fQr  alle  Wertsysteme  a>  y,  m,  p,  q,  da:,  dff,  ds,  dp,  dq  besteht^  die  den  Qlei- 
chungen: 

z-<ij.  r-Äi,  z-^c^,  dX'^o,  dr-0,  dz^o 

genfigan.  Und  da  nnwre  Ffiidbclie  Glekäumg  db  wîUk&rliclien  Panmeter 
affiti,  gar  nidit  enfhlUt,  muß  sie,  welche  Werte  aueb  y,  9,p,qtx- 
haJtäi,  immer  bestehen,  sobald  die  fünf  DìfEérentìale  die  iineann  Glei- 
cbnngen 

0-11*«  +  -^^di^dZ 

eiftUen.  Hieraus  folgt,  dafi  es  möglich  ist,  drei  solche  Fnnktionen  L, 
M,  N  von  X,  y,  z,  p,  q  zu  finden,  daß  die  Gleiehnng 

LdX  +  31(1  r+  Ndz  =  dz  -  pdx  —  qdy 
für  alle  Werte  der  Diifereutiale  dx,  dy,  dz,  dp,  dq  stattfindet.    Zur  Be- 
stimmung von  L,  M  und  N  erhalten  wir  die  fünf  linearen  Gleichungen; 

LX,  +  MY,-^HZ,^X, 

i2.+jjfr.+2r^. — p, 

LX^-^MT^  +  KZ^  q, 

LX,^-\-  MY^-\-  NZ^^O, 

unter  denen  siclier  drei  Torhaudeu  sind,  die  nach  L,  M  und  N  auflösbar 
sind;  es  sind  ja  X,  Y  und  Z  unabhängige  Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  q. 
Wäre  nun  eine  unter  den  Größen  T,,  M  und  ^  identisch  gleich  Kull, 
bestände  alfio  zum  Beispiel  die  Gleichuug 

LdX  +  Md¥     dz  —  pdx  —  qdy 

identisch,  so  existierten  c»'  dreidimensionale  Elementvereifie,  die  durch 
Gleichnngta  Ton  der  Form  X  =  Const.,  F=  Const,  definiert  würden.  Solche 
Vereine  gibt  es  aber  bekanntlich  nich^  und  daher  sind  L,  M  und  N  sämt- 
lich Ton  Null  verschieden. 

Unsere  identische  Relation  kann  daher  die  Form: 

dZ  +  ^  dX-i-  ^  dY    ^  {dz -pdx  -  iidy) 
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oder,  wenn  wir 

seizeiiy  die  Form 

dZ  —  l'dX  —  (^äY     Q\dz  —  pdx  —  qdy) 

erhalteu,  und  dabei  verschwindet  p  nicht  identisch. 
Diese  Überlegungen  geben  uns  den  Satz: 
Satz  13.    Stellen  drei  Gleichungen  van  der  Form 

^(^,  y,   Vj  q)^<h^  ^{xy  f,   p,  a)  =  ^i;  ^k^f  y»  h  p,  «)  = 

leddie  Werte  auch  die  KmutatUen  a^,  «rhaUeitf  immer  einen  Etement- 
verem  dar,  so  besteht  eine  und  auch  nur  eine  JRdaüon  van  der  Form 

dz  -  pdx  -  qdy  ^  j{dZ-  FdX  -  QdY), 

Wir  kSniMii  nooh  ttnen  Sehriti  weiter  gelum  und  beweiean,  daß  die 
GfftBoL  X,  T,  Z,  F  und  Ç  mMän^^  Funktionell  Ton  x,  m,  p,  q  sind, 
und  dsB  denumiqpieeliend  die  Qleiehangen 

a^-Z,  jfi-r,  Mt^Z,  Ä-P, 
«ne  Ekmaittnnafomuition  md  swar  eine  BerflhrungstranefinniAtion  be- 
etunucsDu 

Geseist,  es  best&nde  eine  Relation,  die  etwa  die  Form 

Ç-q>{XYZP)-0 

besäße,  während  X,  Y,  Z,  P  durch  keine  identische  itelatioü  gebunden 
wären.    Dann  ordneten  die  Gleichungen 

mit  den  vier  willkürlichen  Konstanten  Cg,  e^,  alle  oc^  Elemente 

Xf  tff  e,  Pf  q  des  Raumes  in  cx>*  Scharen  und  zwar  in  oo^  Elementstreifen, 
Wählten  wir  zwei  benachbarte  Elementstreifen^  die  den  Parameterwerten 
^9  «i#      «4  imd  ^  +  de^,  c^-^- de^,  e^-^  de^,  «4  +  de^ 

entspxSehen,  so  uribren  Ton  Tornherein  swei  nnd  nur  awei  Falle  denkbar. 
Entweder  besKnde  die  Gleicknng: 

de^  —  e^dc^  ~  viciC^c^c^dci  =•  0 

und  dann  wSre  jedes  Element  des  Streifens  c^,  c^,  e^,     mit  allen  be- 

nadibaiisii  Bkmentsn  des  Streifens  q  +  dc^,  -,  +  dc^^  vereinigt;  oder 
aber  ee  wiie  der  Ansdra<^ 

rfCs  —  c^  d  r.^  -  cp(c^  dc^ 

ni^t  gleich  Null,  und  dann  könnte  kein  Element  des  Streifens 
mit  einem  Element  des  benachbarten  Streifens  vereinigt  liegen. 

Unsere  Annahme,  daß  die  Größen  X,  Y,  Z,  P,  Q  durch  eine  und 
nur  eine  Relation  gebunden  wären,  würde  somit  dazu  führen,  daü  alle 
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œ*  Elemente  des  Baumes  sick  derart  in  oo^  Elementstreîftn  c^,  c^j  c^, 
ordneten,  daS  aHe  benaehbarteii  Elemente  sweier  benaohbarteii  Slareiftn 
Tereimgt  ligen,  sobald  nnr  ßwei  Elemente  der  beiden  Streifen  in  dieser 
BeBidumg  sünden.  'Wkn  aber  eine  derartige  Schar  T(m  eo*  Element- 
streifen  -  •  -,  Torbanden,  so  existierten  d^^eidimeiisionale  Element- 
▼ereine;  iriLhlte  man  nämlich  einen  aweidimeiuionalen  Elementrerein  idU 
gememsr  Lage,  so  wSre  dieser  Verein  sicher  nicht  von  einfiush  unendlich 
TÌolen  Elementstrcifni  c^,•  ^',c^  erzeugt;  die  00* Elemente  des  Vereins  be- 
stimmten daher  00'  hindurchgehende  Streifen  €|r  •  *  -,  und  diese  00* 
Streifen  erzeugten  einen  dreidimensionalen  ElementTerein. 

Unsere  jànnahme^  dafi  filnf  (SrOßen  Z,  X,  T,  P,  Q  die  eine  Relation 
▼on  der  Form 

(13)  dg-pdx  -qdy^j  (dZ- PdX-^  QdT) 

erfüllen,  durch  eine  und  nur  eine  Relation  Q{X,  Y,  Z,  P,  »0  gp- 
bunden  sein  können,  hat  sich  hiermit  als  uumöglich  gezeigt. 

Ebensowenig  ist  es  denkbar,  daß  fünf  Gr()ßen  Z,  X,  Y,  P,  Q,  die  eine 
solche  Differentiairelation  (13)  erfOUen»  durch  ewei  endliche  Relationen 
gebunden  sind.  Bestünden  in* der  Tat  som  Beispiel  awei  Relationen  von 
der  Form 

P=^«(X,  r,Z),  Q~ß{X,Y,2), 

so  ließe  sich  der  Ffisfische  Ausdruck 

dZ-PdX-QdY^dZ-uiX^  7,Z)dX-ß(X,  T,Z)dT 
(▼gl.  s.  B.  Band  I,  S.  196,  Z.  16  ▼on  oben)  immer  auf  die  Form: 

ttdZ-^-vdQ 

bringen,  so  daß  eine  Relation  von  der  Form: 

d£  —  pda  —  qdy  -^^dZ  +  ^dQ 

stattfände.  Darm  aber  lieferten  die  Gleichungen  Z=  Coust.,  ß  =  Const, 
dreidimensionale  Elementvereine,  was  an  sich  unmöglich  ist. 

Noch  leichter  erkennen  wir,  daß  die  Größen  X,  Y,  P,  Q  nicht 
mehr  als  zwei  endliche  Relationen  erföUen  können. 

Es  besteht  dsher  der  Sati: 

Sats  14  Brf&Bm  fünf  FwMomm  X,  Y,  Z,  P,  q  vom  y,  z,  p,  q 
eine  Sdcetum  von  der  Form 

dZ  ~  PdX-  QdY=^  ç{ds  -pdx-qdy),  • 

so  Sind  diese  Funktionen  nur  dann  vonemander  abhängig,  wenn  die  Gröfk 
(f  idetiHsch  (jiewk  Nuü  ist*) 

*  i  Dieser  Sats  ist  längst  in  der  Theorie  dee  Pfaffiwhen  ftoblems  angestellt 

woid«;n. 
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Nun  f  rnuehen  wir  nur  die  beiden  Sätze  14  und  13  znsammenzuhalten, 

um  ditó  liüiiiü-  aügt'kiiüdi^t«  Resultat,  zu  erhalten. 

Satz  1Ô.    Definieren  drei  GlvicJmuyen  voti  der  Form 

^ (-Vf  y,    Pf  ,    Y{x,  y,  z, p,q)--h„    Z {x,    z,  p,  q\  -  r, 

mit  den  winiürHrhcn  Kmisfnnfm  h^,  q  rhic  Schar  KUmentvereine ^  so 
ffi'ht  es  inunrr  eine  und  auch  mn-  ri  m  Jierûhmngstroiwfûrmatiçn  des  Baumes, 
deren  drei  erste  GleicJutngen  dte  Form 

hesitten. 

Noeh  schärfer  tritt  der  Inhalt  dieses  Saizee  durch  die  folgende 
Fassung  horror: 

Theorem  III.  Mem  findet  aüe  Benthnmgskamforttiationen,  indem 
man  den  oo'  Punkten  -^i  «i,  yi  —  ^  in  allgemeinster  Weise  oo* 
nceidimerisionale  Elementufereine  mtordnei,  ih  ren  KU  ineiüe  x,  ^,  p,  q  cdlc 
oo^  EkmerUe  des  Baumes  umfassen.  Wird  diese  Zuordnung,  wie  m  eimiger 
Weise  mSgUch  ist,  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

definiert,  so  gibt  es  immer  eine  und  awà  nur  eine  BerOhrm^siransfcrmaiitm, 
die  jeden  Bemeniverein  X^a^,  bi,  Z^e^in  den  gugeardnelen  ^mkt 
«1  «-  Oj,  Vi  —     «i  —  Ci  OberfUhrt, 

Sollen  drei  Gleicbnngon  yon  der  Form 

X (x,  y,  B,  p,  q)  ^a^,    Y(t,  if,  jsr,  p,  7)  -  fc, ,    Z{x,  y,    p,  q)  = 

mit  don  drei  willkürlichen  Pavainttorn  a^,  Cj  c»'  Elementvereine  dar- 
stellen, go  müssen  zwischen  den  Funktionen  X,  F,  Z  i>est!ninito  Beziehungen 

in  stt  ln  ii.  Um  den  zweckinäßi^tcn  niialytisclicn  Aiisiiim  k  für  diese  Be- 
zicLiLuigen  zu  finden,  stützen  wir  uns  auf  unsere  ullgeuieine  Tii»  «jrie  der 
partiellen  Dült- lentialgleichungeu  erster  Ordnung?,  deren  erste  (truiid/.iige 
schon  im  ersten  Baude  dieses  Werkes  |^S.  521tì".j  entwickelt  suid.  Wie 
damals  bezeichnen  wir  jede  Gleichung: 

Fio-,  ìj,  J,  p,  3)  -  0 

zwischen  den  EUementkoordinaten  als  eine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnang.  lutegralgebilde  dieser  Gleichung  ist  für  nnsre  Auf- 
fassung jeder  zweidimensionale  Elementverein,  dessen  Elemente  der  Schar 
i«'  •=  0  angehören.  Wir  sahen  an  der  angegebenen  Stelle,  daß  jede  Glei- 
chung F 0  unendlich  viole  und  zwar  Intef^lf^ebilde  besitzt,  die 
eine  gemeinsame  Erzeugung  haben.  Ks  ordnen  sieh  nämlich  die  nc*  Ele- 
mente jeder  Gleichung  F  ö  in  o«q' Eleuientstreifen,  die  wir  als  charak- 
teristische Streifen  bezeichneten,  und  jedes  Int^algebilde  von  F  =»0  ent- 
hält 00'  charakteristische  Streifen. 
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Seteen  wir  dear  ISnfiichheit  wogen  Tcxm,  dafi  die  Torgelegte  partidle 
DifTezentialgleichiiiig  eine  wUlkdrliclid  Sonsiimte  a  «ntüiilt,  und  dement- 
■preohaid  die  F<Hin  y,  z,  p^qj^a  beeilirti  wo  fiaden  wir  nadi  den 
Mher  anfgestellteii  ^tEen  die  Oleichmigen  der  <x>*  elisnkteristjechen 
Stareifen,  indem  wir  drei  von  JP  imabliingige  LöaimgeiL  der  Imearen  par^ 
tiellen  Diffnentialgleichimg 

gleich  willkürlichen  Eonstanten  setzen. 

Wir  sahen  andererseits,  daß  zwei  partielle  Differentialgleichougeii 
erster  Ordnung 

mit  den  -vvillkiirlichen  Konstanten      und  h  dann  unJ  nur  dann  oc^  ge- 
meinsame Integralgebilde  liesitzeu,  wenn  der  Poissofkiche  Klammerau^driwk 
identisch  verschwindet  und  also  die  Gleichung 

bestohi  Wenn  dieee  Bedingnng  af&Ut  ist,  wom  «lao  nach  iinsrer  Ter- 
minologie die  Funktionen  F  und  0  in  ImooiuUcn  liegra,  ao  haben  die 
beiden  Gleichungm  F^a  und  <t>  i  fllr  bdiebig  gewShlte  Werbe  der 
Parameter  a  nnd  6  immer  einfiMih  un«adlieh  TieLe  gemeinaame  Integral- 
gebilde^  die  durch  eine  zu  den  Qlmchungen  F^a,  0  (  hinzutretende 
Gleiohung 

mit  der  willkflrlichen  Eonatanten  e  bestinmit  werden. 

Liegt  anderereeits  irgend  eine  Sehar  yon  od'  Elementrereinen  Tor, 
die  durch  die  Gleichungen 

X{x,  y,  £,  p,  q)  ^    ,    ï\x,  y,  z, Pjq)^h^,    Z {Xy  y,  z,  p,  q)  =  c, 

definiert  werden,  ao  haben  zwei  beliebige  unter  diesen  drei  Gleichungen 
z.B.  X  =  aj  und  Z^c^  für  alle  Werte  der  Parameter  a,  und  gemeinsame 
Integralgobilde,  und  es  besteht  daher  identisch  die  (ileichung  \XZ]^0. 

Es  ergibt  sich  also  uumittalbar  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen 
Bandet^  der  Satz. 

Satz  lü.   Ihrei  Gleichm^fen  von  der  Farm 

X(«,y,i^,Aì)-<»i,   Y(x,if,M,p,q)~hi,  Z{se,if,M,p,q)^ei 

mU  dm  wWkSrìùÀe»  Fammäam  a^,  b^,  q  besHmmen  dann  md  nur  dam 
oo*  Elmenivereine,  wen»  die  drei  FmAtioiun  X,  Y,  Z  vonekumder  ima(- 
hängig  sind,  und  dabei  ihre  dm  Kfammeramdriidse  vendiwinden: 
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Das  einfaohBte  Beispiel  zu  dieif»ii  Satze  liefert  die  Annahme 

Xsx,   T^p,  Z^B\ 

aledaaui  definioren  die  drei  Gleiclmngen  X^a^,  Y^h^f  Z^c^  alle  00* 
Paukte  des  Baumea. 

Um  ein  anderes  eioJhdieB  Beispiel  sa  finden,  stellen  wir  die  Sdiar 
aller  Ebenen  dmch  die  Gleiehimg 

s  —  «af  —  0 

dar.    Die  Elemeute  jeder  Ebene  erfüllen  überdies  die  Gleicbimgen 

p^a,    q  =  h 

und  also  läßt  sich  die  tickar  aller  Ebenen  durck  die  drei  Gleichangen 

dantfliUen.  Hier  liegen  wiedenun  die  drei  Funktionen 

wie  man  leicht  ▼erifisierty  paarweise  in  JbmUtÜon. 
Seinen  wir  endlich 

#  —  y  —  6 

und  ertpüpn  den  Parametern  a,  b,  e  bestimmte  Werte,  80  erkalten  wir 
eine  Gerade,  die  mit  der  -srjr-Ebene  j  arnllMl  ist;  die  Elemente  dieser  Ge- 
riideu  erfüllen  überdies  die  Relation:  a  -  p  =  0.  Die  Bchar  aller  mit  der 
Ebene  parallelen  Geraden  wird  daker,  v?emi  diei^e  Geraden  als  Element- 
vereine aufgefaßt  werden,  dnrcb  die  drei  Gleichungen 

p  =  Qf    y  ^  Ò,   z  —  px  ^  c 

dargestellt.    Hier  ist  es  wiederum  leicht  zu  konstatieren,  daß  dia  drei 

Funktionen  p,  y,  z  —  px  paarweise  iu  Involution  liegen. 

Betrachten  wir  endlich  die  Schar  iiller  'Xj^  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
in  der  Ebene  ä  —  0  liegen.    In  Cartesischen  Kof<rflinaten  ist 

(a;  -  a)H  (y  -  ò)«  +    -  c»  -  0 
die  Gleichxmg  dieser  00'  Kugeln.   Die  Elemente  einer  solehen  Kngel  er- 
fUlm  flbsirdies  die  Gleichungen 

«  —  a  +  ifp  —  0,   y  —  6  +  *g  —  0, 
daher  werden  diese  Kugeln,  aufgefsftt  als  Elementrerdne  dnreh  die  Glei- 
clinngsn 

«  +  *j>  »,  y  +  'ff  —  6,  *^yi  +  jM*  +  3*— c 

daigestslÜ 

Verbinden  wir  die  beiden  SSice,  so  erhalten  wir  unmittelbar  das 
folgende  Theofram: 

Theorem  lY.  2>re>  OtMâmugm  «0»  der  Form 

s^'mX(x,if,g,p,q),  ffii^T{x,y,g,p,q),      "  Z(x, £, p, q) 
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hesii  ili  tuen  dann  und  nur  dann  eine  Tivrülirnngstransformati^  des  Baumen, 
tceuu  X,  Yf  Z  UfMbhänfiige  J'unLdonm  vo)i  x,  y,  z,  p,  q  sind,  die  paanveise 
in  Involutioti  Hegen.    Isl  dit^e  Bedingung  c/füUt,  so  bistdU  eine  idtidmcite 

Gkichimg  JPdX- QdY^  Qidt-pdx-^^d^) 

und  dann  sind 

p,  =  Pixyzpq),       =  Qixyzpq) 

die  feiilendcn  (ileirhtmgen  der  Bcriihruiigstran^f<\rmation. 

Diesen  tun tl amentalen  Satz,  d^r  für  die  ;iii;tlvtischp  Theorie  der  ße- 
rflhnmgstransformationeu  die  iiaturgemüBe  (irundia^e  ])ildpt,  gaben  wir 
zum  ersten  Male  in  den  Verliaudlungoii  der  (ies.  d.  W.  -m  Christiania 
in  der  ioirzgefaßteu  Note:  Kurzes  liesumé  mehrerer  neut-r  Theorien, 
30.  Aprü  1872. 

Ans  den  EntwieUimgen  dieses  Pongraphen  lassen  sich  viele  wichtige 
Schlfisse  ziehen.  Hier  heschi&nken  wir  uns  daivni^  einige  besonders  nahe 
liegende  gleichzeitig  aber  wichtige  Folgenmgen  zn  zidhen. 

Eine  Berfihmngstransformation:  Mi  Z,  sc^  —  X,  '  =  Q  führt  die 
Elemente  x,  y,  9,p,  q  jeder  Gleiehung  Z{x,  f^i^g)  e  in  Elemente  des 
Banmes  «i^  fi,  fiber,  deren  Punktort  die  Ebene  «  e  ist;  sag^  wir  ein- 
fiich:  die  Transformation  ffihrt  die  partielle  Difiorentialg^eichnng  Z^c  m 
die  partielle  Differentialgleichong  #l  e  fiber.  Gleichzeitig  transformieren 
sidi  die  Integndgebilde  der  ersten  Gleichung  in  die  Integralgebilde  der 
Gleidrang  ji^  ^  <^  das  heißt  in  die  Kmren  nnd  Punkte  dieser  Ebene.  Die 
eharaktwistischen  Streifen  der  Gleichung  Z'^c  gehen  m  die  charakteri- 
stischen Streifen  der  Gleichung  f ,  «•  0  ûher,  das  heiBt  in  Elementbflschel, 
deren  Ächsm  die  Linienelemente  der  Ebene  »  c  sind;  kurzer  gesagt: 
die  ebarakteristiscben  Streifen  der  Gleichung  Z  —  c  gehen  in  die  Linien- 
elemente der  Ebene  g^^c  fiber. 

Sebon  im  vorigen  Bande  (S.  536  ff.)  stellten  wir  eine  ganz  analoge 
Beziehung  zwischen  den  Int^p^algebilden,  beziehunf^weise  charakteristischen 
Streifen  einer  Gleichung  F{Xf  y,  s,  tf)  —  0  und  den  Kurven  (Punkten) 
nnd  Linienelemeuten  einer  Ebene  her;  während  aber  diese  Beziehung  sick 
damals  als  eine  AtòUdung  darbot,  wird  sie  hier  durch  eine  Berühmngs- 
transformation  vermitteli  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  unser  jetziges  Er- 
gebnis als  das  tief  ergehende,  die  früheren  Entwicklungen  umfaßt,  wahrend 
das  Umgekehrte  sich  nicht  behaupten  läßt. 

Die  große  Bedeutung  dieser  Entwickinngen  (die  sich,  beiläufig  be- 
merkt, auf  n  Dimensionen  ausdehnen)  liegt  darin,  daß  Z  —  c  als  eine  ganz 
beliebige  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  aufgefaßt  werden 
kann.  Liegt  nämlich  eine  beliebige  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  etwa  in  der  Jb'orm  w{xyspg)  <-*  c 
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Tor,  80  besitzt  sie,  wissen  wir,  immer  fìlr  jeden  Wert 
endlich  viele  Integralgebilde,  die  sick  durch  drei  Gleichangeii 

I»  —  c,  u(x$gpq)  —  a,  v(xf0pq)  —  b* 
daistellen  Inneiii  Ewitobni  denen  die  Besiehnngen 

[uw]  —  [vw]  —  [uv]  =-  0 

stattfinden.  Dann  aber  gibt  es  immer  eine  (und  auch  nur  eine;  Berührungs- 
tiunsformatioii,  deren  drei  erste  Gleichungen  dio  Form 

^1  =        tfi  =        ^1  «' 
besitzen,  und  diese  Transformation  führt  die  Gleichung:  w{x,yfS(,p,q)  <— C 

in  die  Gleichung  j?j  =  r  über. 

Durch  T^crfilirungstransiormation  kann  somit  jeâe  Yorgelegte  partielle 
Differentialgleichung  F(t,  ff,  z,p,  (f\  ===  c  auf  die  Form  «sr^  =  c  gebracht 
werden.  Man  kann  dah  r  das  Inte  m  ationsproblem  einer  Gleichung  J' -=  c 
als  ein  Transforraationsproblem  auilassen.  Kennt  man  nämlich  eine  Be- 
rührungstransformation,  die  7^=r  auf  die  Form  z^—c  bringt,  so  fiüirt 
die  inverse  Transformation  die  bekannten  Integralgebilde  der  Gleichung 
g^m^c  in  die  Integralge bilde  der  Gleichung  F=c  über. 

Da  nun  alle  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  c 
durch  Berührungstransforniiition  die  genu  insarae  Form  ^  c  erhalten 
können  und  da  andererseits  die  sukzessive  Ausführung  zweier  Berührungs- 
transforniationen  mit  einer  einzigen  Berührungstransformatiou  äquivalent 
ist,  können  wir  schließen,  daß  es,  sobald  zwei  beliebige  partielle  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnimg 

F(x,  ff,  s,  p,  q)  ^  r,    0(1,  rj,    ir,  x)  k 
vorliegen,  immer  eine  Berührungstransformation  (ja  sogar  unendlich  viele 
solche  Transformationen)  gibt,  die  jede  Gleichung  JP  —  c  auf  die  Form 
<|>     /,•  bringt. 

FartkUe.  DifferenHtUgleichungcn  erster  Ordnung  hcsihm  daher  hcinc 
indmiduelle  Eigensdui^  die  ^^emiber  aUm  B&rührmgskamlormaiUmm  inr 
variant  bleibt. 

Sobald  eine  Berührungstransformation 

(1)  «i-X,   y,-r,   ir,-Z,  A-P,  q^^Q 

vorliegt,  kann  man  ohne  weiteres  eine  aoagedehnte  Kategorie  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  angeben,  deren  jede  integrieri 
werden  kann.  Jede  partielle  DiffSerentialgleichung  erster  Ordnung  Ton 
der  Form 

erhilt  nSmlich  durch  die  Tramfomation  (1)  die  Form 

Û(«i>lfi»«i)-0 
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MTir]  die  Integralgebilde  dieser  nenen  Gleichung,  nämlich  die  Punkte  und 
Ivurvi  n  drr  Flnrlir  Q(.Tj,  y^,  =  0  gehen  durch  die  inverse  Transformation 
in  die  Inte^ralü^t  l  il  io  der  Gleichung  Q{X,  F,  Z)  =  0  über. 

Diiß  alle  Uleiciiaugen  von  der  Ponn  Q(X,  Y,  Z)  ^  0  integriert  werden 
knimen,  erkennt  man  übrigens  auch  durch  die  folgende  Betrachtung.  Die 
»iieichungeii  X  =  a,  Y=hy  Z=c  liefern  oo' Elementvereme,  und  imter 
ihnen  finden  sich  c»'  Iiitegralgebiide  der  Gleichung  Q(X,  Z)  ^  0; 
solche  Int^gralgebilde  sind  ja  alle  Elementvereine  X  =  a,  Y^  h,  Z  =  c, 
deren  Parameter  a,  h,  c  die  Bedingimg  Q(a,  6,  ci  =  0  erfülien.  Hiermit 
kenneu  wir  eine  voUstäudige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  Q(X,  Y,  Z)  ^  0,  deren  allgemeine  Lüsuug  somit  nach 
Lagranges  (und  unseren)  allgemeinen  Kegeln  gefunden  werden  kann. 

Setzen  wir  zum  J3eispiel 

X^p,    Y ^  q,    Z  ^  e  —  px  —  qy 
so  erhalten  wir  den  schon  von  Lagrange  8»ifcreRtfHten  Satz,  daß  jede 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  allgemeinen  form 

eine  TolkUindige  Lösimg  besitzt,  die  aus  oo'  Ebenen  besteht;  daher  sind 
alleLitegralMchen  der  aUgemeinen  Lösung  devdojjpabic Flächen.  Lagrange 
bemerkt  femer,  dafi  zwei  partielle  DifferentialgleieliangeL  Ton  der  Form 

ÖCp,  Î# M-px-qtf)  -  0,  W(p,  ff,  g-px-qy)  ^  0 
immer  oo^  gemeûuame  IntegtalflSchen  haben,  die  sämtlich  Ebenen  sind. 
Die  Ton  diesen  oo'  Ebenen  mnhflllte  Developpable  erftÜlt  eben&Us  sowohl 
Q»0  wie  Tr«»0.  Faßt  man  mit  Plflcker  die  GhrÖfien  n^px  —  qy, 
p  nnd  q  als  Ebeneukoordiiiaten  auf  (wie  frtther  bemerkt,  bezeichnet  schon 
Lagrange  diese  drei  Größen  als  élmiento  â»  pUm)^  so  werden  die  Lagrango- 
schen BetnMîhtongen  evident,  indem  die  Oleiehui^  QCAff,i(— l»^-^ffy)"*0 
auf  der  einen  Seite  oo^  Elemente,  andererseits  aber  oo*  Ebenen  definiert 

§5. 

Bie  Deflnitioiiflgleicliiiiigen  aller  BeriUiriiiigstruisforBialloiMii 

des  Bamneft. 

Wir  haben  gesehen  (S.  199),  daß  fttnf  Okichungen  von  der  Form: 

(1)    l^i"'^^'^'^'^'^'^^'   yi'^Y(x,y,M,p,q),  £,-'Z(x,y,z,p,q), 

dann  und  nur  dann  eine  Berühnmgstransfonuation  definieren,  wenn  eine 
llelation  von  der  Form: 

(13)  dZ-PdX-  QdY ^  Q{dM~-pdx-qdy) 

identisch  besteht,  und  dabei  dio  Größe  ^  nicht  gleich  Null  ist 
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W  ir  haben  leini  r  ♦M  kinint,  daß  zwischen  den  Funktionen  X, 
die  ZU  einer  Berührungst  ran  h  formation  (I)  gehören,  die  Relationen 

b68ieh€8L  Wir  wetden  jet£t  ein«  Reibe  weifterer  Differentialrelationeii  auf- 
stellflXL,  die  scwiiofaeii  den  Fnnktioiien  2,  P|  ^  einer  Berfllirun^^ 
tnuuformation  (1)  stattfinden;  wir  zeigen  fiberdies,  daß  diese  Differentkl- 
relationen  die  Gleichung  (13)  Tollständig  enetz^a  und  somit  als  Definition 
der  Berührungstransformationen  benutzt  werden  köimen*  Diese  charakt^ 
ristischen  Differentialgleichungen,  die  in  Untersuchungen  fiber  Berührungs- 
transformationen eine  frindainentale  Rolle  spielen,  werdm  wir  als  JDeßm- 
Honsgleichungen  der  Berührungstransfontinf tonen  hezpkhmrì. 

Sohreibeii  wir  (vgl  S,  208)  die  Identititt  (13)  foigendermaßen 

80  erbalten  wir  (Tbeorem  IV,  S.  227 f.)  unmittelbar  die  Relationen: 

rz-pz-<?r,P]  =  o,  [z-pz~öy;(?]  =  o,  [p«-o, 

sowie  die  äquivalenten: 

In  ähnlicher  Weise  finden  wir,  indem  wir  die  Identität  (13  )  auf  die  Form 
d{Z-:BX)  -i-  XdF- QdY^  ç(dM-pdx-qdff) 
bringen,  die  Belationm 

[Z-PZ,P]-0,  [Z-FX,TÎ^(Ï,  [pr]-o, 
sowie  die  Squitalenten 

[ZP]  -  F\ XF\  - 0,  -  A'[7^ ri  =-  0,  [P rj  =  0. 

Vertauschen  wir  hier,  wie  wir  könneni  X  mit  Y  und  P  mit  Qf  so  erhalten 
wir  die  analogen  Gleichungen 

{ZQi-Q[YQ]^0,  [(3Z]-0. 

Hiermit  sind  im  ganzen  die  folgenden  Relationen  abgeleitet: 

[XT]  -  0,  [XZ]  -  0,  [YZÌ  - 0,  [Xffl  -  0,  [YP]  -  0,  [Pfi]  -  0, 

\ZP]  -  PlXP^  -  0,  [^«31  -  Q[YQ]  -  0. 

üm  noch  weitere  Ditiv  rentialgleichangen  ZU  findAn^  verwerten  wir  die 
Mher  (S.  209)  angestellte  Identität: 

d(z-^l-~yp^d(x^—^ — )-.Q.d(T+^ — ^ 

sdZ-  FdX-QdY^  ^(dM-pdx^qdtf), 

F  Q 

die  uns  zeigt,  daß  die  beid^Funktionen  X -j-  und  F  +  .  .    _  -~ 

in  InTolntion  li^gn.  Nun  aber  ist: 


Digrtized  by  Google 


282  BoPBUs  Lue. 

und  also  besiebt  auch  die  <jìleicluuig 

Dabei  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Klaramerausdrücke  [XP]  und 
{YQ\  von  Null  verschieden  sein  mf!s«;^^n:  aonst  lä^en  nämlich  alle  fünf 
Größen  A^,  Y,  Z,  P,  ^  paanveise  in  Iin  nluti  in,  und  dann  hätte  zntii  Tlfispiel 
die  lineare  partielle  Diti'erentialgleichung  j.-^/]  Ó  fünf  unabbängige 
Lösungen,  nämlich  X,  F,  Z,  F  und  Q, 

Dies  gibt  d^  n  Safes: 

Saiz  17.  B( stimmen  die  Gleich im 

Xi''X(x,ff,g,p,q),  yi-r,  i^-Z,  ft-P,  ffi-g 
eine  Beriihrungsir(msform<tHon,  so  hesMten  BdaHonen  von  der  Form 

a£s     l^^^^  ^"  ^^^^  ^  ^^^^  ^      ^  ^^'^'^  ^  ^^^"^  ^ ^' 

tu  denen  a  cine  von  Null  verschiedene  Größe  hezetchnet. 

Hiermit  sind  eine  Keibe  widitiger  EriterieiL  gefunden,  die  erfüllt  sein 
müssen,  wenn  fünf  Gleichungen  a:^  =»  X,  •  •  ,  //j  =  Ç  eine  Berühningstrans- 
formation  bestimmen  sollen.  Diese  Kriterien  3Ìnd  aber  nicht  allem  no^ 
wendig,  sondnn  auch  hmreidimd;  das  wollen  wir  jetofe  zeigen. 

Seiasen  wir  voraus,  daß  fünf  Sanktionen  X,  Z,  P,Q\on  .r,  ?/,  ih  q  "^oi"- 
1ie<:en,  die  unsre  Kriterien  erfüllen.  Dann  ist  es  zun^Iclist  leicht  sm  sehen,  daß 
diese  fünf  Funktionen  onabbangig  sein  müssen.  Eine  Relation  tob  der  Form: 

ist  nmnoglicb,  weil  [PX]  toil  Null  Terschieden,  [FX]  dagegen  ^eioh 
Null  ist  Bestände  andereiraeiis  eine  Relation  TOB  der  Form 

SO  kSme 

IPZ]  -  II  [PX), 

und  durch  Division  mit  mi 

Jx  ' 

wir  sahen  aber  eben,  daß  eine  Relation,  die  1'  enthält,  nicht  stattfinden 
kann.  Endlich  ergibt  sich,  daß  auch  X  und  Y  unabhängig  sein  müssen, 
weil  [QX\  gleich  Null,  [QY]  dagegen  von  Null  verscbieden  ist. 

Fünf  lïtnkHûnen  X,  Y,  P,  Q  mm  y,  ir,  /?,  g,  dit  msre  Sriterìen 
(14)  erfüllen,  sind  amii  skikeir  vMeinander  tmabhängiff. 
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Wenn  aber  cirei  Qoabhiiigige  Funktionen  2,  Z  von  x,  f,  Mf  p,  q 
paarweiie  in  LiTolution  liegen,  so  erfUlen  sie  immer  eine  Gleichung  von 
àer  Form 

dZ-JidX-KdY^  6(dM-pdx-q  dy) 
nnd  dann  Veelehen  nnter  andern  die  BelaAionen: 

[nr|  =  o,  [n^-n[nx]^o. 

Nun  aber  ist  TT  eine  Funktion  yon  P,  Q, 

nnd  diese  Fkmktion  mnB  w^en  der  Qleiciinng  \JìY]'^0  von  Ç  frei  sein 

n-o(x,  T,z,P), 

muß  aber  F  enthalten,  da  [TTX]  von  Null  verschieden  sein  soll.  Setzen 
wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung 

[nz] -n[nx]-o 

ein,  so  finden  wir  die  Gleichung 

|§{[Pzj-n[PXi}-o, 

nnd  da  der  ersie  Faktor  linke  Ton  Null  Tenchieden  ist,  kommt 

[FZ]  -  n[PX]  -  0, 
Nach  unserer  Annahme  ist  aber 

[PZ]  -  P[PX1  -  0 

und  [PX]  von  Null  verschieden;  also  ist  TT  =  Pj  in  entsprechender  Weise 
ergibt  sich  daB  K     Ç  ist. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  unsere  Kriterien  wirklich  auch  hinreichend  sind, 

Theorem  V.  Fünf  Gleichungen  vofi  der  Form 

Xi^Xix,p,g,p,q),  yi~'Y(x,y,0,p,q),  s^^Z(x,y,0,p,q), 
Pt''F(x,y,0,p,q),  qt'^Q(ir,y,0,Pfq) 

lesHmmm  dtnrn  und  mr  dmm  äne  Beriftmf^^Aiafiiforfiia^  des  Baumes, 
«em»  die  Bekttionen 

[X  F]  ^  [XZ\  ^  [YZ]  [XQ]  «  [YP]  -  [PQ]  ^  0, 
[PX]  =  a,,    IQYj^a,,    [PZ]~a>P,  [QZ]^a»Q 

heskJwn  hjuì  àie  Größe  ©  von  Ntdl  verschieden  ist. 

Dieser  Satz,  der  sich  ohne  Mühe  auf  n  Dimensionen  ausdehnen  läBt» 
bildet  die  wahre  Grundlage  für  unsere  Theorie  der  Berfihmngstiana* 
fonnationen*). 

•)  „Kurzes  Resumé  mehrerer  neuen  Theorien"  nnd  „Zur  analytischen  Theorie  der 
Berfihrungstransformationen"  S.  268—259;  Veih.  d.  Ges.  d.  W.  2u  Chriätiäaia, 
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§6. 

AaflfluHning  einer  BerttlmiiigstniiBfoniiAtloii  ils  indenmg  der 

Elemenfkoordliiateii. 

In  der  Carte!?ischen  analytischen  Geometrie  wircì  jede  Fi^ur  des 
Raumes  als  ein  FuìMort  aufgefaßt.  Eine  Fläche  ist  der  Ort  von  'Xj* 
Punkten,  eine  Kurve  der  Ort  von  oo*  Punkten.  Cartesius  bemerkt,  daß 
ein  Punkt  des  Raumes  drei  Bestimmungsstücke  oder  Koordinaten  besitzt, 
und  als  solche  wählt  er  die  drei  Abstände  x,  ty,  z  des  Punktes  von  drei 
festen  Ebenen.  Bei  diesen  Festsetzungen  stellt  jede  Gleichung  zwischen 
X,  y,  z  eine  Fläche  dar,  während  ein  System  von  zwei  unabhängigen 
Gleichungen  zwischen  y,  z  eine  Kurve  de!5  Kaumes  definiert  Ins- 
besondere stellen  lineare  Gleichungen  Ebenen  beziehungsweise  Gerade  dar. 

Die  Cartesische  Geometrie  ist  die  älksie,  heinestvegs  aber  die  einzige 
analytische  Geometrie.  Auf  der  einen  Seite  ist  ja  klar,  daß  man,  wenn 
man  auch  fortwährend  alle  räumlichen  Figuren  als  Pnnktörter  auffaßt^ 
keineswegs  dazu  gezwungen  isl^  als  Pankthoordmaten  gende  dieCartesischen 
Xfy,BvsiL  wählen.  Ffllizt  man  die  sogenannten  Polarkoordinaton  rjtpyd" 
als  Bestùnmungsstflcke  eines  Ponktes  eixi,  so  wird  allerdings  eine  Gleichung 
zwischen  den  drei  Koordinaten  fortwährend  eine  ilSehe  definieren.  WiUunnd 
aber  in  der  Gartesisohen  Geometrie  jede  Ebeno  dnrcih  eine  ìòieare  Glei- 
chung in  den  Koordinaten  dargestellt  wird,  ftbersieht  man,  daß  die  Gleidiung 
einer  Ebene  in  Polarkoordinaten  eine  transtenâente  Form  besitzt 

Man  kann  fiberhanpt  statt  der  Cartesischen  Koordinaten  x,  ff,  m  drei 
beliebige  unabl^ngige  Funktionen  u,v,w  Ton  x,  y,  g,  als  Punktkoordinatea 
einführen.  Erteilt  man  nämlich  Vj  10  bestimmte  Werte:  a,h,e,  ao  findet 
man  durch  AnflSsung  der  Gleichungen: 

^{^t  V)  -)  =  «I     ^fe  Vi  ^)  =  ^;     ^ip^>  i/)  ^)  =  <^ 
entsprechende  Werte  der  Größen  x,  y,     und  damit  kennt  rann  den  Punkt 
oder  diejenigen  Punkte,  in  denen  m,  r,  w  die  Werte  n,  h,  r  haheu.  Bezeichnet 
man  mm  diese  neuen  Punktkoordiuaten  mit  x^fy^fSS^,  so  sieht  man,  daß 
die  Gleichungen: 

(16)  «i  -  »Ob, y, *),  yi^v(x,y,M),  g^^¥>{x,y,M), 

die  nach  unserer  gewöhnlichen  Terminologie  «ne  Fmüätmiisfiirmaiiw 

Apnl  1872  und  Jnni  187:^  Man  kann  den  Saf/  'es  Textes  vervollständigen,  indem 
mart  rîîA  Bemerkung  hinzugefügt,  daß  die  Größe  a  grade  dit-  früher  aufgetretans 
Funktion  ^  ist,  dafi  alto  unter  den  angegebenen  Bedingungen  die  Gleichung 

beitafai 
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bestimmen^  ^aktüch  den  ZuBammoiliBiig  zwiicheii  den  alten  Eooidinaten 
Xf  f,  M  vai  den  nenen  Koordinaten  eines  aUgemein  gewihlten  Punktee 
angeben. 

In  dieser  Weise  ergibt  sieh,  daB  man  die  Gleichungen  einer  Punkte 
tranafonnation  (15)  in  awei  gauss  yerscbiedenen  Weisen  deuten  kann,  näm- 
lich entweder  (yf^  t.  B.  Band  I  dieses  Werkes,  S.  2,  §  1)  als  eine  (feometHscke 
Operathnf  die  jeden  Punkt  mit  den  Cartesischen  Koordinaten  x,  ij,  z  in 
einen  mmm  Punkt  überführt,  dessen  Cartesische  Koordinaten  die  Werte 

Laben  —  oder  aber  als  eine  rein  begriffliche  Operationf  die  darin  besteht, 
daß  man  die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  durch  andere  Koordinaten 
desselben  Punktes  ersetzt.  Bei  dieser  letseten  Au£fasBung  geben  die  Trans- 
foimationsgleichuiigea ,  wie  wir  soeben  s^en,  den  analytischen  Änsdrock 
ffir  dm  ZuHunmenhang  «wischen  den  nrsprünglicben  und  den  neuen 
Kooidinat«D. 

Wir  brandien  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  dann  zu  erinnern,  daft 
eine  Punkttransformation  nodi  in  einer  dritten  Weise  gedeutet  werden 
kann,  auch  nicht  daran,  daß  grade  der  Umstand,  daß  dne  Punkttrans- 
formation sich  in  mehreren  Terschiedenen  Weisen  deuten  liß1>  in  der 
mathematischen  Entwi^ung  unseres  Jahrhunderts  eine  herrorragende 
Rolle  gespielt  hat.  Wir  werden  dagegen  zeigen,  daß  auch  jede  Berflhmngs- 
transformation  in  atim  Terschiedenen  Weisen  gedeutet  werden  kann,  näm- 
lich einerseits  (vgl.  8. 198 £)  als  eine  Operation,  die  jedes  Flächenelement 
X,  ff  0,  Pf  q  nach  einer  $mm  Lage  bringt,  andererseits  ab  eine  rein  be- 
griffliehe Operation,  die  darin  besteht,  daß  man  die  Bestinunungsstflcke 
X,  y,  M, Pf  q  eines  Elementes  durch  andere  Bestimmungsstlicke  afi,  ^,  i^,|»„  jfi 
dessdbe»  Momentes  ersefai  Bei  dieser  letiten  AulTassang  drücken  die 
Transformations^eichnngen  den  analytischen  Zusammenhang  zwischen  den 
alten  und  den  neuen  Elementkoordinaten  aus. 

Wir  glauben,  daß  ea  für  riele  Leser  ntttzUch  sein  wird,  wenn  wir 
an  dia  geschièhtliche  Entwicklung  anknüpfen  und  zunfiohst  die  ange* 
kündigten  Deutungen  ausführlich  an  zwei  wichtigen  BerOhiungstransfor^ 
matiooen  durchfuhren,  die  schon  im  vorigen  Jahrhundert,  wenn  auch  unter 
speziellen  Gesichtepimkten,  Ton  Euler,  Lagrange,  Monge  und  Legendre 
▼erwertet  worden  sind. 

Wir  betrachten  zuerst  nach  Lagrange,  Monge  und  Legendre  die 
Transformatiottagleichungen: 

(16)     -Mi^M-px-qtf,  «i-p,  Pi^at,  ^-jf, 

die  eine  BerflhmngatranaformatL«»!  bestimmen,  die  mit  Poneelets  Trant- 
formatioB  dnrdh  reziproke  Polazen  identiaeh  ist 
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Die  Ebene  dee  Eiemenfcee    f,f,p,q  wird  dnrch  die  Oleidiimg: 

Z-z-  p{X-x)  -  q(Y-y)  =  0, 

besfcimmti  anders  gescbriebeu,  durch: 

Z—pX-'  q  F—  (M—px—qy)  —  0. 

Die  drei  GrBBeii  M-^px—qy,      q  sind  daher,  wie  Lagrange  Im  ver- 
Bcbiedeoea  Gelegenheiten  anBdrfieklich  herrorhebi^  die  BeBtimmimgwtfldce 
einer  Ebene,  nnd  zwar  in  murer  Terminologie  die  Besümmiuigirtncke  der 
Ebene  des  Flftchendementee  x,  y,  e,  p,  q. 
Hierans  folgt  nnn,  daß  die  fttnf  Grdfien 

(17)  e-px~qy,  p,  Çf  X,  y 

als  Bestìmmuiigsstìloke  des  Elements  r,  y,  £r,  jj,  q  betrachtet  werden  können; 
denn  unier  den  itnif  Größen  (17)  bestimmen  die  drei  ersten  eine  Ebene 
nnd  die  awei  letaten  einen  Punkt  dieser  Ebene.  Die  Gleiobnngen 

Termitteln  bei  dieser  Auffassung  den  Ubergüug  von  einer  Koordinaten- 
bestinunuui^  zu  einer  anderen  Koordinafcenbestimmuiig  der  Flächeuelemente 
des  Jlaumes.  Dieser  Wechsel  der  Elementkoordinaten  ist  eine  Berührungs- 
transfonnation,  weil  die  Gleichung 

—  d(M—px  —  qy)  —  xdp  —  ydq^  —  (dz—pdx—qdy) 

bestebti  nnd  somit  die  Bedingimg  der  Tereinigteu  Lage  stweiw  Elemente 
in  den  nenen  Elementkoordinaten  wiederum  die  Form: 

dM^—pidXi  —  qidffi  —  Q 

besitzt. 

Nach  den  Entwicklungen  des  ersten  Paragraphen  kann  man  aber  die 
Berührungstransformation  (16)  noch  in  anderer  Weise  deuten,  nnd  zwar 
als  eine  Operation,  die  jedes  Element  mit  den  Koordinaten  x,y,£,p,q  in 
das  Element  überführt,  dessen  Punkt  die  Cartesischen  Koordinaten: 

(18)  — ^-JPi  yi-flf. 
dessen  Ebene  die  Ebenenkoordinaten 

(19)  «i-ftaji-îiyi — Pi=^y  'Zi-y 

besitzt.  Die  Form  dieser  Gleichungen  (is)  und  (19)  zeigt  unmittelbar, 
daß  alle  Elemente  X,  î/,  ^  einer  Ebene  in  die  Elemente  eines  Punktes 
^D  Ì/it"!  übergehen,  während  die  Elemente  jedes  Punktes  x,y,g  sich  in 
die  Elemente  einer  Ebene  umwandeln.  Wenn  aber  alle  Punkte  in  Ebenen 
und  alle  Ebenen  in  Punkte  übergehen,  und  ftberdies  Tereinigte  Lage  zwisch^ 
Punkt  und  Ebene  bewahrt  wird,  so  folgt  ohne  weiteres,  daß  die  beiden 
Bäume  x,if,M  und  x^,  y^,  z^^  duaUsM^  aufeinander  belogen  sind. 
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Die  beiden  hier  Torgetragenen  Anffawmngen  der  Legendr eschen 
Truuformatiousgleichniigeii  (16)  stehen,  so  renidiìeden  IM  aneli  im  ersten 
Augenblicke  erscheinen,  in  geoaneatem  Znsamtnenhaiige  miteinander.  Um 
das  am  einfachsten  nachanweiBen,  eliminieren  wir  die  Größen  p,q,Pijqy 
zwiachen  nnanren  Öleichnngen  nnd  bemerkeny  daft  die  herrorgehende  fielation  : 

—  #1  —  *  +  sß^x  +  yiy  —  0 
den  oo'  Punkten  dea  Raumes     y^^  §^  die  oo*  Ebenen  des  Banmea  x,  ff,  m 
saordnei  Wir  IiÖtmm  daher  die  Großen  a^,  yi,  J^t  m  do]ppeUer  Weise  deiUen, 
etfMTsdlte  ob  Öariesisdie  Punktkoarditutkn  in  einem  neue»  Baume,  emderer- 
aeite  ab  Ebenefikoordinak»  in  dem  wreprünglichen  Baume, 

Deuten  wir  Xi,fi,gi  als  Punktkoordinaten  in  einem  neuen  Räume, 
so  werden  wir  naturgemäß  dazu  geführt  die  Legendresche  Transformation 
(16)  als  eine  geometrische  Operation  aufimiassen,  die  jedea  Flichenelement 
dee  Raumes  x,  y,  z  in  ein  Element  x^^  y^^,  *uPx9  fli  neuen  Raumes 
aberfühii.  Deuten  wir  dagegen  die  Größen  d^,  y^y  als  Ebenenkoordinaten 
des  Raumes  x,y,g,  so  müssen  wir  die  Transformation  (16)  als  eine  rein 
begriffliche  Operation  auffassen,  die  darin  besteht,  daft  die  ursprflnglichen 
Elementkoordinaten  x,f,e,p,q  durch  die  neuen  Elementkoordinaten 

ersetzt  werden. 

Da  die  Form  in  der  Mathematik  eine  so  ftafteacordentlich  große  Holle  spielt, 
erlauben  wir  unB  hervorzuheboii,  daß  die  Auffassiinf^  der  Dualität  als  e-iner  Elcmoiit- 
transformation,  die  die  Pfnft'si.he  Gleichtinj^  d:  pilx  <j(hj^O  iuvariant  iüüt, 
voll  uns  herrührt.  Waä  uagegcu  die  li«iUitüt  beti-ilft.,  bu  ini  darüber  kein  Zweifel, 
dftB  tdion  Hsthenatiker  des  vorigen  Jahihunderts  du  Legendresolie  Transfonaatioii 
fOr  die  Theorie  der  perüellen  DifferaitisIgleichaDgen  zweiter  Ordnung  verwertet 
haben,  wllhrend  Poncelet  zuerst  die  wirkliche  Tragweite  der  Transformation  klar 
gestellt  hat;  Poncelet  ist  es  nämlich,  der  zutraf  darHuf  hingewiesen  bat,  daü  «Hcse 
Transfonuatioii  sof  alle  räamlichen  Gebilde  angewandt  werden  kann,  sowie  daü 
aie  Jeien  Seit  der  Geometrie  in  einen  neuen  Beti  rnnwandelt.  Mn0  man  sudi  in 
Qergonnea  Übeiq(ang  von  der  invohitorÌBchen  zu  der  allgemeinen  DnalitU  einen 
gewissen  Fortschritt  auerkennen,  so  darf  man  doch  nicht  vergessen,  daß  Poncelet 
auf  diesem  wie  auf  so  vielen  anderen  fîebicten  der  wirkliclie  Bahnbrecher  ist,  auch 
nicht,  daß  riergonnes  Arbeiten  nicht  allein  viel  später  ersehienen  sind,  sondern  flber- 
dieti  mehrere  kapitale  Fehler  enthielten.  Die  Einführung  der  homogenen  Koordinaten 
und  der  Ebenenkoordinaten  dnrdi  Möbiua  nnd  Plfloker  gab  der  Theorie  eine  neue 
und  ToUkommenere  analytische  Form,  während  anderenwita  die  Entdeckung  der 
Kullaysteme  durch  Giorgini  tmd  Möbius  den  Zugang  r.n  npiicn  Gebieten  öffnete. 
Unter  denjenigen,  die  schfine  Anwendungen  der  Duulitrit  auf  die  Geometrie  gegeben 
haben,  nehmen  Chasles  und  Steiner,  die  alle  beide  in  „Pouceletg  Fuâtapfeu'' 
wandelten,  einen  ehxenTollen  Flats  ein. 

Wenden  wir  uns  jetst  an  den  Enlerschen  Transformationsgleiohnngen 
(20)        *i-s-|>»,  Äi-j»,  «i-y,  A--«,  îi-g, 
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die  ebenfalls  eine  BerfllmingstnaiBformation  darstellen,  indem  die  Gleidmng 

d (z—px)     xdp  —  qdtf     djs  —  pdx  —  qdif 
identisch  besteht. 

Erteilt  man  den  drei  Größen  /» — px,  Pt  tf  bestimmte  Werte,  setzt 
man  zum  Beispiel 

bestimmen  diese  drei  (ileichungen  einen  £lementTerein,  und  zwar  eine 
Gerade  , 

die  in  einer  mit  der  «dP-Ebene  pamlleleD  Ebene  y^e  gelegen  ist,  die 
ferner  mit  étx  Homontalebene  den  Winkel  ^  are  tg.  6  bildet^  die  end» 
lieh  die  #y-Ebene  in  einem  Pankte  trìSt,  dessen  ir-Ordinate  gleick  a  ist 
Wenn  wir  den  Chrdfien  m  —  px,  p,  y  bestimmt»  Zahlenwerte  erteilen,  so 
greifen  wir  ailso  gleiebzeitig  unter  alleo  mit  der  «d^-Sbene  parallelen  Ge- 
raden eine  bestimmte  heraua,  nnd  wir  kdnnen  dementapreehend  g-^pxpp 
nnd  y  ab  Linienkoordinaten  auffiiasen,  die  zur  Bestimmung  TOn  Geraden 
eines  speaiellen  linearen  Linienkomplexea  dienen.  Die  Eulerache*)  Trsaa- 
formation  (20)  laßt  sieh  daher,  wie  wir  ao^eich  naher  ansfOhien,  ab  der 
analytisdie  Anadmok  einer  begrifflichen  Operation  anfißusen,  die  darauf 
hinauskommt,  daB  die  rftumlichen  Gebilde  nicht  ab  Punktdrter  aondeni 
als  Brmt^ächen  resp.  Brennkurvm  etnes  SMilensystetns  aufgefaßt  werden. 
Liegt  zum  Beispiel  eine  Flache  TOr,  deren  Gleichung  in  Cartesischen 
Punktkoordinaten  die  Form  2^  —  Q (a;,  y) 0  besitzt,  so  bat  diese  Fläche 
oo-  Tangenten,  die  mit  der  zx-Ehene  parallel  sind.  Für  jede  einaelne 
unter  diesen  Tangenten  haben  die  drei  Linienkoordinaten:  g^^g^px, 
Xi'^p,  yi  -«  y  bestimmte  Zahlenwerte,  die  aua  den  Gleichung^ 

fi-Ö(a?y)-«Ö.,  yi-y 
berechnet  werden.  Daher  findet  man  durch  Elimination  Ton  x  und  y 
swbchen  den  drei  letzten  Gleichungen  eine  Relation  Mi^W(Xi_ffi) '^0, 
die  alle  mit  der  «dr-Ebene  parallelen  Tangmten  unserer  Fßdie  bestimmt 
Die  hier  durchgeführten  Rechnungen  sind  eben  diejenigen,  die  man  aua- 
fOhren  muß,  wenn  man  die  Eulerache  Transformation  auf  die  FlSohe 

M  -  Q(«y)  -  0 

ausfShren  will. 


*)  In  Beinen  berühmten  Unteranchungen  über .  partielle  Differentialgleichungen 
mgeüer  Ordniing  (Jonnial  de  d'Éoobpoljt  Hdt  17  u.  18,  (1816  n.  SO))  wandte  Ampere 
«.  a.  die  Enlenche  T^ifbimatien  «nf  Gleiohiiiige&  ▼on  der  Form 

an.  Ealert  wie  Ampt  rt-H  Untemuchungen  sind  aber  in  rein  analytischer  Form  dar« 
geslellt;  von  geometriRrh  l  !<  begiifflieher  Deufeimg  findet  man  in  ihiea  Arbeiten, 
soweit  uns  bekannt,  keine  Spur. 
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Mau  kann  aber  die  Ëulersche  Transformation  auch  in  anderer  Weise 
(vgl.  S.  198  f.)  auffîunen,  nämlioli  als  eilM  geometrische  Operation  die  jedes 
Flachenelement  z,  p,  q  in  eine  nene  Lage  bringt.  Bei  dieser  Auf- 
fassong  geht  jeder  Punkt:  =  a,  y  =  ß,  e  y  in  einen  Elementverein 
über,  den  maii  dudurch  findet,  daß  man  zwischen  den  Transformations 
gleichungen  (2u  )  dio  Gröben  j»,  p^,  «Uminiert,  and  sodann  in  die 
g^imdeuen  Ùieichougeii 

die  Werte  x^a,  if'^ßf  einlDlirt: 

Ea  geht  ako  jeder  Ftmkt  x  ^  «,  y  =  ß,  z    y  m  âiB  Gerade: 

g^  +  «T,  —  y  =  0,        -  ß 

über;  es  gelit  Itraer  jede  Fläche  in  eine  Flüche  (oder  Kurve)  über,  die 
man  findet,  indem  mau  die  Büdlinieu  aller  Funkte  der  gegebeneu  Fläche 
und  die  im  Endlichen  gel^ene  Brenniigur  des  hervorgehenden  Strahlen- 
aystems  aufsucht. 

Die  hier  vorgetragenen  Auffassungen  der  Eulerschen  Transformation, 

die  alle  beide  von  uns  herrühren*),  haben  insofern  eine  äußere  Ähnlich- 
keit, als  in  beiden  Fällen  die  Begriffe  Strahlensystem  und  Brennflächo 
eine  wichtige  ilulle  spielen.  N  ich tädestu weniger  sind  beide  Auffassungen 
verschieden. 

Wünschen  wir  die  Brücke  zu  finden,  die  den  Zusammenhang  zwischen 
beiden  Anpassungen  der  Eulerschen  Transformation  klarstellt^  so  knüpfen 
wir  am  besten  an  die  Betrachtung  der  beiden  Gleichungen 

£r,  —  jer  -f-  ûc^x  =  0,    y^  —  y  =  0 

an,  die  in  knappster  Form  die  Eulersche  Transformation  definieren.  DlMe 
Gleichungen  ordnen  jedem  Punkte  r,  »/j  =  fJ,,  ifj  =^  y,  eine  Gerade 

—  £  +  ctjX  =  Of  ßi  —  y  =  des  Kaumes  2,  y,  e  zu.  Man  Jcann  (iaher 
die  (ii-i'j.'tni  r, ,  i/j,  in  zwei  Weisen  auffassen,  entweder  als  Cnrfrsixclie 
J'itiiktkoordiuaieii  in  fimm  neuen  Jianuic  .r, ,  y,,  r,,  oder  ahcr  (dò  Lin'en- 
koordinaten  im  Baume  x,  y,  s,  die  zftr  Bestimmung  derjenigen  oo^  Ueraäen 
dienen,  die  mit  der  sx-Ebem  pay(dlrl  sind. 

Faßt  man  x^,  y,,  z^^  als  Cartesische  Puuktkoordinaten  auf,  so  wird 
man  dazu  geführt  die  Enlersrhe  Transformation  als  eine  ffeotnetriache 
Operation  aufzufassen,  die  alle  räiiu  lu  l'.eu  Geljilde  in  neue  Gebilde  über- 
iiiiirt.  Deutet  man  dagegen  x^,  y^,  uls  Linienkoordinaten  aller  mit  der 
ßX-Eheue  parallelen  Geradeu,  so  muß  man  die  Eulersche  Transformation 

*)  Yerhandhmgen  d«r  Qet.  d.  W.  m  Ghxbtiuie  1»70,  8.  606;  lIsUi.  Ana 
Bd.  Y,  8. 14a<t 
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als  eine  hegriß'lidic  Operation  auffassen,  die  darin  besteht,  daß  wir  von  der 
Cartesischen  Darstellung  eines  räumlichen  Gebildes  zu  einer  nenen  Dar- 
stellung dessfiben  Gebildes  übergehen. 

Bs  liege  nim  eine  beliebige  Berfibrungstraasfonnation 

(1)  =  X{x,  y,  2,  p,  q),       ==  i;    2^  =  Z,    p,  =  1\  qi=Q 

vor,  die  durch  eine,  zwei  oder  drei  Gleichungen  von  der  Form 

(j?,  y,  ^,  a;, ,  y„   )  =  0  (x  =  1  •  •  •) 

definiert  wird.  Man  kann  immer  eine  deraitige  Transformation  in  zwei  wesent- 
lich Terachiedenen  Weisen  aofiitann  und  swar  «itweder  als  eine  geometrische 

Operation,  die  alle  Elemente  X,p,  0fPf  q  in  aiidere  Elemente  x^tVa  ^itPif  Q.i 
überführt  —  oder  aber  als  eine  rein  begriffliche  Operation,  die  darauf 
hinauskommt,  daß  die  ursprünglichen  Elementkoordlnaten  x,  y,  e,  p,  q  durch 
neue  Elementkoordinaten,  nämlich  die  Größen  X,  Y,  Z,  P,  Q  ersetzt  werden. 

Das  Gleichungssystem  ^  0  ordnet  jedem  Punkte  .i\  =-  y^  ■=  fe,, 
f  I  =•  Ci  ein  Gebilde  des  Hau  mes  x,  y,  z  zu,  nämlich  das  Gebilde 

(21) 

Man  kann  daher  die  Größen     y^  jr,  in  zwei  Terschiedeaen  Weisen  deuten, 

nämlich  entweder  alsOartesische  Punktkoordiuaten  des  neuen  Raame8X||,yi,4r|y 
oder  aber  als  Bestinuntingsstücke  der  oo^  Gebilde  (21)  des  Raumes  â?,  jf,  jV. 

Dentei  man  ^i,  ^i,  als  Cartesische  Punktkoordinaten  in  einem  neuen 
Ramne,  so  wird  man  dazu  gefOhrt^  die  Berührungstransformation  als  eine 
geometrische  Operation  ao&ufassen,  die  jedes  Element  x,y,z,pjq  in  ein 
neues  Element  jfiy  i^^lHt  9i  ûberfiihrt,  die  ferner  jeden  filmnentrerein 
des  Raumes  a?,    ir  in  einen  Elementrerein  des  Raumes x^,yy^  umwandelt. 

Deutet  man  dagegen  Xi^y^^g^  als  BestimmungsatUcke  der  oo*  Gebilde 

(21)  Q«(»,  y,    f^,  yi,  ßi)  -  0 

dea  ursprOnglichen  Raumes  x,  y,  0,  so  muß  man  die  BerAhrungstranafor- 
mation  (1)  als  eine  rein  bq^riffliehe  Operation  deuten,  die  darauf  hinaua- 
kommt,  daß  man  die  FlSehen  und  Kurven  des  Baumes  x,  y,  «  nicht  ala 
Funktorter,  sondern  als  UmhtUhmgafiguren  von  Gebilden  auffikßt,  die  der 
Schar  (31)  aagaliSren. 

Wihrend  die  Baumfiguren  bei  der  ersten  Aufisssung  Ton  einer  Be- 
rührungstransformation in  neue  Gebilde  übergefillirt  werden,  behalten  sie 
bei  der  lotsten  Auffîwsnng  ihre  Lage  im  Baume,  wilurand  ihre  analytische 
Darstellung  eine  neue  Form  erhält. 

In  den  folguiden  Entwicklungen  werden  wir  bald  die  eine  bald  die 
andere  Deutung  der  Berührungstransformationen  zugrunde  legen.  Beide 
Auffassungen  haben  ihren  Wert;  man  muß  eben  bei  jeder  Gelegenheit  die 
cweckmifiigjrte  Deutung  wählen 
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Kapitel  H 

Einfiaiinmg  in  die  TraasfonnatioiisCheoKie  der  parttoUen 

DiflSarentialgleiclnmgeii« 

Wiedti luilt  haben  wir  darauf  hingewiesen/  daß  einige  s]iezielle  Be- 
rülii  nutest  !  a  risto  iüiatioiifi)  schon  von  Mathemiitikern  «les  v<»n^:<'n  .Tahr- 
hujiilt^its  verwertet  worden  sind.  In  diesen  älteren  Arbeiten  war  jedoch 
nicht  die  Traìisformation  an  8Ìch,  sondern  die  Umformung  und  Erledif^uug 
bestimmter  i'robleme  der  eigentliche  Uütersuchimgsgegenstand.  Kh  war 
nie  die  Rede  von  einer  Theorie  der  betreffenden  speziellen  Trausiormatiou, 
noch  weniger  von  einer  allgemeinen  Transformation sthoorie. 

Legendre  benutzte  die  Lagrangeschan  Gleichungen: 

sur  ümfoniittiig  der  partieUen  Diffaraitialgleidinng  zweiter  Onbumg,  die 
alle  Minimalfläclieii  definiert.  Es  ist  wohl  nioht  allein  mSglieh  sondern 
sogar  wahiselidniieli,  daß  es  ihm  bebmnt  war,  daß  diese  Umformung 
darauf  beruht,  daft  die  Minimalflächen  nicht  als  Ponktörttt  sondern  als 
Umhflllangagebilde  eines  Ebenensystems  betrachtet  werden.  Biese  Auf- 
fassung tritt  aber  méhi  esB]^Uni$f  weder  hei  ihm  noch  bei  seinen  Zeit- 
genossen hervor.  Es  entging^  wie  es  schemi,  tunädkst  der  Äufmerkscmkeä 
der  Mathematiker f  daß  die  Legendrexke  Trtinsfonnatìon  auf  alle  partiÂleH 
Differentialgleichmgenf  auf  alle  geometrischen  Gebilde,  ja  auf  alle 
Sätze  der  Geometrie  anyetcandt  tcerden  karm.  Die  große  Tragweite 
und  hervorragende  Wichtigkeit  dieser  Transformation  wurde  jedenfiüls 
erst  später  in  die  richtige  Beleuchtung  gesetzt. 

Im  An&Dge  unseres  Jahrhunderts  benutate  Amjpère  sowohl  die 
Enlersche  Transformation: 

wie  weaenflich  allgemeinere  QYansformationen  nm  gewisse  partielle  Dif> 
feranti&lgleichungen  sweiter  Ordnung  auf  ein£sMshere  Formen  an  bringen. 
Andererseits  verwerteten  Lagrange,  Poisson,  Jacobi  und  Bour  in 
ihren  Unteranehungen  fiber  StSrmf^Sieçriê  und  fiber  die  sogenannten 
hanoniflchen  Systeme: 

dt  dpit  *    dt  dstit 

gewisse  Transformationffli,  die  aDerdings  hone  Berfthrungstranslbrmationen 
danteUen,  die  eiber  durA  Bimufügting  einer  geufissen  Glnehmg  w  Be- 
fUkrmigskvnsformaiioiun  kan^ßettieri  «erden  hStmm»  Jn  aßen  diesen  lie- 

16 
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rühmten  Ärheiten  war  alter  nicht  die  Transformation  an  sicii,  sondern  die 
Transfcmnatim  der  hdreffenden  Differentialgleichungen  der  unrMkhe 
Untcrsuchungsgegenstand. 

In  Ponceleta  klasslsclien  Arbeiten  über  die  Theorie  der  reziproken 
Polaren  wurde  zum  ersten  Male  eine  Berührungstransformation  eingehend 
untersucht,  allerdings  in  geometrischer  Einkleidung.  Ponc<»let  faßte  seine 
Transformation  der  reziprokon  Polaron  als  ein  allgemeiuea  Prinzip  auf, 
das  jeden  geometrischen  Satz  in  einen  neuen  Snt'/  ül)erfübrt. 

Wir  i^lanben  behaupten  zu  dürfen,  daß  v/ii-  für  die  ailfjemrinr  Theorie 
der  Berührunpr.strausformatioiien  wesentlich  dasselbe  geleistet  haben  wie 
Poneelet  ftir  die  sjMigidie  Legendrescbe  Transformation.  Bei  unseren 
Vorgiingern  findet  man  ja  nirht  einmul  eine  wirUiche  Definition  des  Be- 
gi  iffes  BerührungstraiiRformation ,  mult  irenirjnr  allgemeine  Sätze  über  Be- 
riOir/iNf/sir/insfor})i(itio)iiii.  Durcli  unsere  Arbeiten  aus  den  Jahi  ' n  l!^7()  und 
I.STI  wurde  zuniiebst  v'ww  (jeoììu  iriMlte  Tliettrii^  der  Bcrìiìiruhiisiranslormaiimmi 
geschafifen  und  nach  vielen  Richtungen  für  die  Oeometrie  verwertet.  Fast 
gleichzeitig  begründeten  wir  eine  allgemeim  Invarinnii  ntJieorie^er  Bcrübrungs 
transformationen,  sowie  eine  allgemeine  Themic  (dUr  kontinuierlichen  Gruppen 
von  Berührungstransformationen.  Die  Tragweite  und  hervorragende  Be- 
deutunjr  dieser  Theorien  für  die  Geometrie  und  besonders  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Differentialgleichungen  versuchten  wir  durch  viele  Anwendungen 
in  die  richtige  Beleuclituug  zu  setzen. 

Wenn  wir  aber  besonderes  Gewicht  darauf  legen,  daß  bei  uns  die 
Berührungstransformationen  an  sich  zunächst  den  Untersuchungsgegenstand 
büden,  so  glauben  wir  doch,  nnd  zwar  nicht  allein  ans  pädagogischen 
Grflnden,  daß  es  sweokmißig  sdn  wird,  daß  wir  uns  in  dìemm  Work« 
soweü  möglieh  an  die  geschichti^be  Entwieldmig  aDscbließen;  wir  wenden 
daher  in  den  emton  Paragraphen  dieaea  Kapitels  unter  anderm  einige 
Tkaasformationstheotien  entwickeln,  die  in  speaieUer  Form  nnd  nicht 
allgemeiiqffilfciger  Fassung  bei  nnseren  Yorgängem  auftreten,  wShroad  ne 
in  nnaeren  iUteren  Arbeiten  eine  präzise  FassvÊig  vnd  eine  (älgemeingiäiige 
Form  erhalten  haben.  Die  Theorien  der  letzten  Paragraphen  rtlliren  in 
ihrer  gaiisen  Ausdehnung  Ton  uns  her. 

§  1. 

Yerhalteu  der  Ableitungen  zweiter  Ordnung  bei  einer 
BerührungstrauHformation. 

Bei  einer  Puukttrausformation 
gehen  FlSchen,  die  miteinander  eine  Berfthning  m*^  Ordnung  babeo,  in 
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FlSehen  fiber^  die  wiedemm  eine  Berfibrong  m*"  Oidnimg  luben.  In  der 
Sprache  der  Analyeis  kommt  diee  damnf  hìnaos,  daß  die  Abletfamgen 
Ordnung  Ton     nach  se^  nnd  p^: 

sich  ale  Funktionen  Ton  Xff,ß  und  den  Ableitungen  erster,  zweiter,  •  •  -,  m-ter 
Ordnung  von  r  nach  x  und  y  nnsdrücken  lassen.  Eine  Punkttranafoimation 
führt  daher  jede  partielle  Differentialgleichung  nt^'  Ordnung  in  &DB 
partielle  Differentialgleichung  von  derselben  Ordnumj  über. 

Für  Berührungstransformationen,  die  keine  Punkttransformationen  sind, 
gelten  gnuz  analoge  Sätze;  allerdino^s  darf  nicht  vorgcssfn  werden,  daß 
jede  derartige  Transformation  gt'wisse  Fläclicu  in  Kurven  oder  <i\\r  in 
Punkte  umwandelt.  Von  Flächen,  die  eine  solche  Ansnahmestellung  ein- 
nehmen, können  wir  aber  vorlautig  absehen;  wir  werden  später  erkpnneu, 
daß  die  bif'nnit  ansgeschiossenen  Flächen  sich  von  vornherein  dadurch 
definiereil  lassen,  daß  sie  eine  gewisse  partielle  JJì/fereìUiaiykidmn^  zweiter 

Führen  wir  eine  iierühi-ungstraiisfonnation 

(1)  X,  =  X{x,  y,  s,  p,  q),   y,  =  1' (ar,  y,  z,  p,  g),  •  •  *,  ffi  =  Q{x,  y,  z,  p,  q) 

auf  eine  Fläche  z  =  /'(x,  y)  aügenmner  Txufe  aus,  so  ist  der  transformierte 
Elementrerein  wiederum  eine  Fliichc,  deren  Qleicbung  ûberdiee  anf  die 
Form  z^  —  fii^if      »  0  gebracht  werden  kann. 

Gehen  wir  t<mi  dnem  b^ebig  gewählten  Element  x,  y,  z,  p,  >/  der 
gegebenen  Fläche  =»  /"  zu  einem  heliebigen  benachbarten  Elemente  der- 
selben Fläche  über,  so  erfüllen  die  entsprechenden  Inkreraente  dw,  dy,  dg, 
dpf  dq  der  £Iemeutkoordinaten  die  bekannten  Gleichungen: 

dp  »  rdx  +  sdy,   dq«»  sdx  +  t  dy, 
in  denen  r,  8  nnd  t  wie  gewöhnlich  die  partiellen  Ableitnngen  zweiter 
Ordnung 

?a?"  cxdy'  dy* 

bezeichnen.  Sind  r^,  s^,  t^  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  nach 
x^  und  y^,  so  gelten  f(lr  die  transformierte  Fläche  ^fti^tlfi)  <uia- 
l<^;en  Gleichungen: 

rfpi  —  r^dxi  —  «i —  0,  dqi  —  «1  rfjpi  —  t^dy^^  0, 

die  durch  Substitution  der  Weite  ^  X,  pi^  P,        Q  die 

Form 

(2)  dP-r^dX^s^dY^O,  dQ-â^dX-t^dY^O 
annehmen. 
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Hier  Bind  nun  XjT,P  nnd  Q  bokannte  Funktionen  von  ^ytfi,pftL\ 
dft  aiber  Msf{x,  y)  nnd  infolgedesien  p^f^  unid  q^f^  FiudttioiHii  von 
X  und  y  darstellen,  so  lassen  sich  aneh  X,  Tf  F  nnd  Q  als  Funktionen 
▼on  X  nnd  f  aaffassen.  Bezeichnen  wir  daher  für  einen  Ânge&blick  eine 
beliebige  onlìer  diesen  Tier  Funktionen  mit  JJ^  so  kfinnen  wir 


nnd 


dü 


dü 


setzen. 


In  dieser  Weise  erbält  die  erste  unter  den  Gleiehnngen  (2)  die  Fonu 

/dP  dX  dY\  j  .  /dP  dX  dY\  ,  ^ 
{dà-'^di-'^diì  ^*  +  U"''irf^-«^4y}  ^2^-*^ 

nnd  da  sieh  ans  der  Gleiohnng  g,^f(x,y)  der  gegebenen  Fläche  keine 
Relation  zwischen  den  DilFerantiailen  dx  nnd  dy  ableiten  Uftt»  so  serlegt 
sich  die  letzte  Gleichnng  in  die  beiden: 

dP       dX       dY  ^ 
Jm~^^di^^di''^* 

dy         dy     ^1  dy  ~ 
ans  denen  durch  Änflösnng  für  r,  nnd  Sj  die  Werte 


(3) 


r,  — 


dP  ±y_dP  dY 
d*  dy     dy  das 


9t  — 


dX  dY 

dx  dy 

dP  dX 
dy  dx 


dX  dY 

dy  dx 
dP  dX 
dx  dy 


dXdY    dX  dY 


N 


dx  dy     dy  dx 
herTorgeihen. 

Behandeln  wir  die  letrte  Gleichung  (2)  in  gana  entsprechender  Weise, 
so  finden  wir  die  analogen  Formeln: 


(4) 


dx  dy  ' 
dXdT 
dx  dy  ' 

dÇ  (7X 
dy  dx 


dÇ  dY 
^V_dx 

IxTdY 
dy  dx 

dn  dX 
dx  dti 


äX  d^Y 
dx  dy 


dX  dY 
dy  dx 


3?' 


T 
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« 

Die  hiermit  gefundenen  AngdHIc^  der  Differentialquotienten  r^,  ^ 
und  /,  enthalten  die  Äbleünmgefi  nach  «  und  y  der  Größen  X,  Y,  P  und  Q, 
die  als  Fnnktionen  von  x,y,z,p,q  g^ben  sind  und  somit  die  unab- 
hängigen Veränderliehen  x  und  y  sowohl  explizite  wie  implizite  enthalten. 
Die  Zähler  und  Netmcr,  die  sich  als  Funktionahlderminanten  zweier  Größen 
ü  nnd  F  nach  x  und  y  darbieten,  erhalten  dorch  Aoarechnnng  die  folgende 
beachtenswerte  Form: 

(5)  {  +[ü;(^,+i''.?)-(ö;+o;«)Fjr+ 

-f  1 1    +  Î7;r)n-     F,+  F,p)]  i  + 
+  L(t/.+ i/j>)(  -  F.+ F^)J. 

El  ergibt  neh  in  dieser  Weise,  daß  r^^  8^  und  raUonale  Funkttonen 
Ton  r,  s  and  t  sind;  die  drei  ffihler  nnd  der  gemeinwawie  Nenner  sind 
simtüeh  Unear  in  den  vier  GrÖfien  rt^à^,  r,  s  nnd  t 

Die  oben  gefimdenen  Ausdrucke  fllr  r^,  Si  nnd  ti  können  daher 
folgendennafien  gesehriehen  werden: 


(6) 


»  +  B«  +  <7<  +  i>(rt— +  £  N* 

^  r  +  .B,  g  -f  C,  <  +  D,  (rt— f«)  +  Jg,      5  ^ 


Die  Werte  (3)  und  (4)  der  Gr9Ben  r^,  «|  nnd  ti  seigsn  ferner,  daft 

.        ,     BT —SS     Û»  dy     äff  4» 

ist  Die  GrGfie  r^^  —     besitrt  daher  die  Form 

«  I     Ä,r-^B,8+C,t^D,{rt-8*)-\-E,  Q 

WO  der  Zlhler  Q  wiedamm  in  den  GrSBen  r,  t,  s  and  rt  —  s'  Unear  isi 
Wir  fiusen  nnsere  Besaitete  in  die  Formsibi 

(*>)   fi  "ir 
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zosammen,  in  denen  Jt^  iS,  T,  Q  und  N  Funktionen  von  x,  y,  M^p,  r,  8,  t 
boMichnen,  -die  in  den  vier  Größen  r,  s,  t  und  ri  —     Itnatr  sind. 

Aus  dem  Umstände,  daB  und      sich  als  Funktionen  von 

z,p,(j,r,s,t  ausdrücken,  folgt  unmittelbar,  daß  Flächen  aUgemciììer  Larfe^ 
die  sich  oskulincn,  in  Flächen  (iborsfehen,  die  sich  ebenfalls  oskulieren. 
Es  ergibt  sich  ferner,  daß  alle  Integralfläciien  einrr  partiellen  Differmfial- 
(ìlricliHug  zjrrìtcr  Ordnung  im  allgemeinen  in  FUielten  übergehen^  die  don» 
ebenf  alls  eine  partielle  Difft n  ìifiaìijìeichnng  zweiter  (hihiumj  crPiJle)!-*) 

Wünscbeii  wir  eine  BerüLrungstransformatiou  auf  eine  paitieile  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung  auszufllhren,  so  denken  wir  uns  am 
besten,  daß  die  Transformationi^Ieichungen: 

DMsh  deigonigm  Verinderiicheii  anfgel&it  yorliegen,  die  wir  eliminieraii 
wollen,  bt  dann 

yx>  »uPt*  «1»     «1»  Ü  -  0 
die  Torgelegte  periaeile  Diffnentialgleicbimg,  so  ist 

* 

die  transformierte  Differentialgleichung. 

Liegt  insbesondere  eine  sogenannte  Monge-Ampcresche  Gleichung 
▼or,  das  heißt  eine  Gleicbung,  die  in  r^ySift^  und  r^t^  —  a^  linear  iat: 

Br^  +  2K$^  4-  i«i  +  Jf (ri<^-«i«)  +  17-  0, 

80  leuchtet  unmittelbar  ein,  daß  auch  die  transfonnierte  Gleichung: 

JTB  +  2^-5  +  L  J4- itfû  +  i^iV^- 0 

in  r,  S|  ^  und  rt  —  .s'  linear  ist. 

Satz  18.  Eine  Beriihrungstransformation  fìikH  immer  jede  Monge' 
Ampèra^  Glààvmg  m  eine  ébenaoU/àne  Gkidmng  «ber**). 

Wir  wenden  mu  wiedearam  zu  der  allgemeinen  Theorie  der  Berfthnmge- 
tranefonuationen. 


*)  Die  wicbtif^en  Bemerkungen  des  Textes,  die  sich  ohne  weiteres  auf  partielle 
Differentialgleichungen  m**'  Ordnung  in  n  VeribaderUehen  ausdehnen,  finden  sich  bei 
vaamtva  Voxgfaigeni  nieht,  die  ja  den  allgemeinen  Begriff  der  Berthnuagstmufonna- 

tionen  noch  nicht  besaßen. 

**)  Der  allgfincinc  Patz  des  Textes  rührt  von  uns  her;  Verh.  der  Coy  d,  W.  zu 
Christinnia,  1871,  8.  Hö;  Math.  Ann.  Rd  V,  P.  163.  Speziale  FRlle  dieses  Satzes 
finden  eich  «chun  boi  Ampère  (  vgl.  das  Zitat  auf  S.  1236  )  und  imscheuetsky  (Étude 
ear  les  méthodes  d^intégration  des  équations  aux  dérivées  partSeUes  du  second  ovdce . . . 
traduit  du  russe  par  J.  Hofiel,  Oreifswald  187S}.  - 
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(60 


Q 
N 


gelten  naeh  den  bei  flurer  Ableitung  gemachten  YoimisaetBiiiigeii  filr 
Flächen  g  ^  f{Xfy)  ^  0,  die  sich  in  Flächen  transformieren,  deren  Glei- 
diimg  die  allgemeine  Form  2^  ~  hip^xi  VÒ  ^  besitet.  Db  nun  die 
Fomehi  (G")  illuBoriach  werden,  aobald  der  Nennor 


rerachwindet^  00  liegt  et  nahe  sn  Teimnteni  dafi  die  6r5fie  die  yon 
Vi  P>  'li  *'>  ^  abh&ugt,  nor  fQr  Bolehe  Flächen  8  —  f{x,  y)  ^0  Ter- 
Bchwindeiy  die  entweder  in  KwrwH  (bez.  Punkte)  dee  Baumes  x,  y,  z  über- 
gehen oder  aber  in  Flädien,  deren  Gleichung  die  Pom  ^(^1,  VÒ^^ 
besitzt  Wirklich  zeigt  auch  die  Fonnel  (7),  dafi  JV  nur  dann  Terschwindety 
wenn  X  und  Y  durdi  die  Substitution 


in  Funktionen  von  x  und  y  übeigehen,  die  durch  eine  Relation 


verknüpft  sinU.    Jede  Integraltiüehe  der  partielleu  DilTereutialgleichung 
N=0  transformiert  sich  also  in  einen  V'erein,  dessen  Elemente 
Pi,     eine  Relation  von  der  Form  g)(Xi,  y,)  =  0  erfüllen;  der  transformierte 
Verein  ist  daher  entweder  eine  Zylinder/?«W*€  o(Xi,  y^)  =  0  oder  aber  eine 
Kurve  oder  aber  ein  Punkt,  wie  oben  angekündigt  wurde. 

Die  Gleichung  N^O  ist  im  allgemeinen  eine  partielle  Differential- 
gleichung meeikr  Ordnung,  sie  kann  aber  Ton  r,  g  und  i  frei  tdn  und  ist 
dann  eme  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  es  ist  femer 
denkbar^  dafi  N  auch  Ton  p  und  q  frei  ist,  ja  es  kann  Torkommen,  dafi 
N  nsk  auf  eine  von  Null  Tetschiedene  Eonstante  reduziert  Wir  werden 
uns  mit  diesen  versciiied^en  FlUlen  beschäftigen  und  werdm  dabei 
insbesondere  nadiweisen,  daß  der  Nenner  N  nur  dann  Ton  r,  s  und  t  frei 
ist,  wenn  die  vorliegende  Berûhmngstransformatîon  eine  PunMrans- 
fbrmation  ist 

Die  früher  aufstellten  Formeln  (5)  und  (7)  zeigen,  dafi  N  auf  die 
Form: 


-^[(X^'i'Xji)Y~X,^{Y^+Y,p)]t+ 

+L(-x.+^)(i;+i;«)-(^,+^w)(i'-+i»] 


0) 


dXdT  dXdY 


dx  df      dff  dx 


«(X,  y)  -  0 
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grida 'ht  werdon  kann.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  nur  dann  von  r,  5,  t 
frei,  wenn  X  und  Y  die  Bedingungsgleichungen: 

X  F  —  X  F  «»  0 

(X,+Xj))  T,  +  X,(r,+  F.g)  -  {X^+xJ  F,  -  X,(F.+  Fj))  -  0, 

i;+  i^ö)  -   + x,^)  ï;  -  0, 

xjp)  F,  -  x,(r,+ 1»  -  0 

erftUlen.  Beateh«in  diese  Oleiehmigai,  so  ist  F  «ine  Funktion 

Y^QiX,x,y,e) 

von  X,  Xj  iff  ß  und  befriedigt  überdies  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

-  i^(fl.+ßj.) + x,(a,+a.q)  -  0, 
3;(Q,+a,«)-o,  2;(o.+Qj.)-o. 

Hierzu  ist  aber  ofbiderlieh,  daB  entweder  die  Cl-leîehungen: 

oder  aber  die  Gleichungen 

stattfinden. 

Bestehen  die  âleichungen 


X,-0 


so  muS      gleich  Knll  sein;  denn  sonst  bestimmten  die 


«  er 


die  Größen  p  und  9  als  Funktionen  von  X,  x,  y,  üj  und  dann  käme  durch 
Elimination  von  X  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z,  p,  q,  was  an  sich 
unmöglich  ist.  Wäre  andererseits  Q.  gleich  Null,  so  verschwänden  auch 
und  Q^,  und  es  bestände  eine  Relation  F<->  Q{X),  was  ebenlalis  aus- 
geschlossen  i.t. 

Es  müssen  daher  die  beiden  Ableitungen  X^  und  X,^  verschwinden 
und  X  dementsprechend  eine  Funktion  von  x,y,z  sein,  dann  ist  aber 
auch  Y  =  Q(X, ,  ?/,  z)  eine  Funktion  von  x,  y,  z,  und  da  X  und  Y  von- 
einander unabhängig  sind,  so  zeigen  die  beiden  Relationen 

0  -  [ZX]  s  Z,(i,+Xj.)  +  Z,iX,-^X.t), 

0  -  [^n  -  ir,(r.+ rj.)  +  z,{y,+ r.«), 

daß  auch      und      gleich  Null  sein  müssen;  denn  die  Determinante 


(7-) 


X,4-Xj)  Xy+X,g 
F.+  Fj»    F,+  F,î 


X,  X, 


+1> 


A..  X^ 
F  F 


+  2 


X,  X, 
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kami  nicht  idoitiach  Tenchwinden,  weil  X  and  Y  anabhingige  Funktionen 

TOn  X,  y,  3  sein  müssen. 

Der  Nenner  N  ist  daher  clann  und  nur  dann  von  r,  8,  t  frdf  wenn 
die  vorliegende  BerührungstransfomHifton  eine  Punkttrans  formation  isif. 

Ist  die  vorpclpgte  Berührangstranstormation  eine  runkttransfonuation,  go  ist  (he 
Gleichung  iV^O,  wie  die  Formel  (7')  zeigt,  im  allgviuuiuen  eiue  partielle  Ditferential- 
gleicbuDg  erster  Ordnung  und  zwar  in  Lagrauges  Sinne  des  Worts  eine  lineare  par- 
tielle DUTeasntialgleichuiig.  Die  IntegraUttohen  dieser  parUeUen  Diffwentielgleidiiiiig 
gehen  bei  der  Transformation  in  Zylinderäächen  «i(^,|f|)HO  Aber. 

Es  ist  al»fr  denkijar,  daß  .V  nicht  allein  von  r,  t,  HMnrìern  7U(;fleicll  VOn  Jl  und  { 
frei  ist   Das  tritt  ein,  wenn  die  beiden  Fuaktionaldeterminanten ; 


« 

vefiehwiBden«  dM  heifit,  wenn  nrei  Belatianeii  von  der  Pom  : 

<t>(x.  r,x)=-o,    v(x.  r,y)-o 

beetehen,  wenn  ■leo  X  und  Y  die  Form: 

X=X(x,y),  r«r(«,y) 
haben.  Die  Tnniformation  besitsi  dann  die  Form: 

X,  =  X(x,  y),     y,  =  Y{x,  y),     z,  =  Zfr,  y,  z) 

\\r\f\  p'^  find  die  ZylindeiflMien«(«,  jf)  »  0,  die  sieh  in  dieZjrlinderfiftchen|l(a,,y|) 

trant<torniieren. 

Der  YoUeUiudigkeit  wegen  bemerken  wir  noch,  dati  eiue  iuiikttran^formation 
elle  Bmmknxren  in  Bemnfairven  flberfVhrt. 

Wir  nebmen  jetel  oiy  dafi  die  Tozliegende  BerflkmngBtnmifonnntion 
keine  Pnnkttransformsti<ni  iit,  nnd  daB  dementsprechend  ^e  Oleiehnng 
2f^0  eine  paitieUe  Düerantia)gleiehnng  iweUer  Qrdnnng 
0  -  2V  s  +  +  CI  +  i)(rl  -  «>)  +  £ 
dnratellt.  Die  Integralfllohea  dieeer  partiellen  Dìfiéientialgleichung  gehen, 
wiesen  wir,  entweder  in  Kurven  (besiehnngpweiee  Punkte)  des  Baumes 
X,  y,  e,  Uber  oder  aber  in  ZylinderflSchen,  deren  Oleiehnng  die  Form 
63{xi,y^)  ^0  besitzt.  Ss  ist  dabei  nicht  schwer  zn  erkennen,  daft  die 
IntegralflSchen  der  Oleiehnng  N^O  im  allgemeinen  in  Kurven,  nur 
ausnahmsweise  in  ZylinderflSehen  «»(«|,  ~  0  flbergehen  können.  Dies 
beruht  darauf^  daft  die  Flächenelemente  äUer  Zylinder  to(x^,  fi)^0  eine 
geometrische  Bedingung  erfiQlen,  Kahiend  die  Elemente  aller  Kurven  des 
Banmes  x,ff,§  keiner  Bedingung  unterworfen  sind.  Hieraus  folgt  nimlich 
emerseits,  dafi  die  Int^grslfllchen  der  Gleichung  29'«*  0  nicht  sämtlidi  eine 
partieille  Diflbrentialgleichung  erster  Ordnung       ff,  M,Py      0  eifQllen''), 

*)  Bei  der  Kcdaktion  des  Textes  wollen  wir  nicht  als  bekannt  vuruu^aetisen,  daß 
es  undenkbar  ist,  dafi  alle  Integralflächen  einer  partiellen  Dififerential^leichung  sweiter 
Ordnmig  eine  gewiiee  partielle  DiAreatialgleiohiuig  enter  Ordnmg  erflÜleD. 
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andererseits,  daß  unter  den  Integralflächen  der  Gleichung  N  0  nur 
diejenigen  in  Zylinderflächen  &  ,  t/i)  =  0  übergehen  können,  4m  überdies 
eine  gewisse  partielle  Differentialgleiohung  erster  Ordnung  ^(x,tf,Mf  p,0^O 
erfÜUen. 

Ehe  wir  unsere  Ergebnisse  in  einem  Theorem  zusamiiior^f;<<?sen,  wollen 
wir  jedenfalls  einige  unter  unseren  Result  a tcu  durch  neue  Betrachtungen 
ableiten,  die  ein  selbständiges  Interesse  darbieten. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  X,  X  und  Z  drei  unabhängige  Funktionen 
von  57,  y,  g  darstellen,  die  paarweise  in  Involution  liegen,  und  daß 
dementsprechend  die  Gleichungen:      —  Y,  s^^^  Z  zusammen  mit 

zwei  hinzutretenden  Gleichungen: 

JPi  -  ^(a^i  Vt       î)i     fft  -  Qi^y  V*  »fPt  2) 
eine  Berührungstransformation  bestimmen.    Sclion  im  roiigen  Kapitel 
(S.  221  f.)  lernten  wir  die  OrSSen  P  und  Q  als  iSmktionen  Ton  üc,  y,  Zj  p,  q 
za  beredmoL   Wir  werden  jetzt  diese  Bersclmung  in  anderer  Weise 
dnrdifnliren  und  erhalten  dabei  einige  beachtenswerte  Resultate. 

Jede  FläAe  »  /'(.r,  y)  des  Baumes  Xf  y,  a  erfüllt  die  Pfaffsche 
Gleichung 

dementsprechend  befriedigt  der  transformierte  Elementveniin  des  Baumes 
vCj,  y^f      die  Gleichung 

dz^  —  i>j  dXj^  —      (I  j/i  =  0, 

die  bei  der  Substitution  x^  ^  X,  ifi^  Y,        Z  die  Form 

dZ-pj^dX-q^dY^O 

annimmt.  Hier  können  X,  Y  und  Z,  die  gegebene  Funktionen  Ton  x,  ff, 
z,p,q  sind,  als  Funktionen  von  x  und  y  aufge&ßt  werden.  Alsdann 
erhält  die  letzte  Gleichung  die  Form 

/dZ        äX         dY\  j     ,  (dZ        äX     ^  dY\  ^ 

und  zerlegt  sich  dementsprechend  iu  die  beiden  Gleich uugea 

dZ_     dX^     ^  —  0 
dx     ^*  dz      ^1  d«  *"  ' 

dZ         dX  dY 

aus  denen  für      und      die  Werte: 

dZdY  dZdY 

dx  dy     dy  dx_  p 

d»  dy     dy  d» 
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fix  dy      dy  dx  ^ 
dx  dy      dy  dx 

hervorgehen. 

In  den  hiermit  gefimdenen  Ausdrucken  fBr  P  nnd  Q  sind  die  Zähler 
nnd  der  gememsame  Nenner  N  Fnnktionaldetenninanten,  die  hei  Aus- 
ffthmng  (vgl.  S.  245)  in  Funktionen  Ton  Xfyfgf]^q,r,8,t  fihergehen,  die 
hinsichtlieh  8,t  und  rt^i^  linear  sind.  Nehmen  wir  nnn  inshesondere 
an,  dnft  nnsere  Berfihmngstmnsformation  keine  IVMiMnuuformation  ist, 
so  wissen  wir,  dafi  in  dem  Nenner 

JV=  .4r  -h  Bs  i-Ct-{-  P(r<-s»)  +  E 

die  Koeftiziniteu  Ä,  Bj  C  und  7)  nicht  sanitlicb  gleich  Null  sind.  Und 
da  P  und  Q  nur  von  x,  tf,  r,  />,  q  abliäiigon,  so  erkenne  n  v.  ir,  daß  auch 
die  beiden  Zähler  jedenfalls  einige  unter  den  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung r,  s,  t  wirklich  enthalten. 

Hieraus  schließen  wir,  daß  eine  jede  unter  den  drei  Gleichungen 

dx  dfß      dff  dx       *         dx  dy      djf  dx  * 

dZ  dX  _  dZ  dX 
dx  dy      dy  dx 

eine  Monge-Ampëresehe  partielle  Diflerentinigleichfing  zweiter  Ordnung 
dantelli  Wir  sehen  «her  gleichzeitig^  daß  diese  drei  partieDen  Dif- 
ferentialgleichungen zweiter  Ordnung  nicht  wesentlich  Terschieden  sind^ 
indem  die  linksstehenden  Àusdrfli^e  sich  nur  nm  Faktomi  unterscheiden, 

die  von  r,  8,  i  frei  sind.  Sehen  wir  rnn  diesen  gewissermaßen  unwesent- 
lichen Faktoren  ab,  so  sind  unsre  drei  Monge-Anipereschen  Differential- 
gleichungen identisch  ;  ihre  gemeinsamen  Integralflächen  lassen  sich  dadurch 
charakterisieren,  daß  sie  von  unner  Berfihrungstransformaticni  in  die 
Kurven  (be?..  Punkte)  des  Raumes  x^,  y^,  f|  flbe]^;elührt  werden. 
Zu  jeder  Berfihningstransformation 

-  X{Xf  y,  M,  p»  tf),  •  -,  «i  -»  « («,    ff>  Ä  î)» 
die  keine  PnnkttransformatiQn  ist,  stdit  somit  one  gewisse  Honge- 
Ampèresehe  Differential^chung  sweiter  Ordnung  in  den  Verftnderiichen 
Xf^fMìR  einer  eigentümlichen  Besiehung. 

Sind  die  oo'  ElementTereine,  die  durch  die  drei  Gleichungen 

X(ar,  y,  *,/>,?)  —  a,    F-      Z  —  c 

dargest^t  werden,  dreifach  nnendlich  Tiele  Fiädtmj  so  findet  man  alle 
Integralffiichen  dieser  Monge-Ampteeschm  Gleichung,  indem  man  unter 
den  00*  FUlohen:  2  —  a,  Y^h,  Z^t  nach  otfntrirem  Geaeta  einikidi 
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unendlicli  viele  herausgreift  und  i!:re  ümbfilliingafladie  konstruiert;  diese 
UmhüUiuigsfläelieo  sind  es  ja,  die  boi  unserer  Transformation  in  die  Klirren 
des  Jüanmee  x^,  y^,  abergehen.  In  diesem  Falle  lassen  sich  die  Glei- 
chunp^eu  X  =  a,  Y=h  nach  p  und  q  auflösen;  dementsprechend  ist  die 
Größe  X^,     —  ron  Null  verschieden,  und  es  hi  dalier  im  Âusdruck 

der  Größe  N  der  Koeffizient  des  Gliedes  rt  —     tob  Null  verschieden.  — 

Bestimmen  dagegen  die  Gleichungen  X^a,  Y  e  dreifach 

unendlich  viele  Kurven,  so  ist  die  Gleichung  0  linear  in  r,  s  und  t, 
und  dann  sind  die  Integralflächen  von  i\r  —  0  jedesmal  erzeugt  ron  oo' 
Kurven  înif5  dnr  Schar  X  ^  a,  Y  =  b,  Z  =  c. 

Wir  lassen  unsre  wiclitigBten  Ergebnisse  folgendermafien  znsanuneiL 

Theorem  VI.  Eüie  Fun^ansformaJ^on 

fuhrt  Fläi^f  die  sieh  heriOwm^  mi  ébmaMe  Ober*  Die  Ableitungen  erster 
Ordnung  und  ^  von  noA  md  sind  rationale  FumUmimm 
von  p  und  q,  deren  Zähler  und  gememsamer  Nenner  linear  in  p  und  q 
sind.  Die  Ableitungen  »weiter  Ordnung  r,,  Si  und  dr^idten  àóh  linear 
in  r,  s,  t  aus,  und  es  gdien  daher  lineare  parHdle  DifferenÜailgleitkungen 
(sweiier  Ordnung)  in  diensdldie  GrUiekungen  über. 
Eine  Beruhfun^itremsfofmaHm 

^  '^{^^  .'A  ~,  l'y        ■  ■  -,  9l  -  Q(^,  if,  lyP, 

die  Iccine  l^unktirnns formation  i^f,  fültrt  alì<jcm€Ìvnf  Flächen  i)i  Fluciicn 
über.  Diejenigen  Flächen  des  liiiumrs  a;  die  m  Kurven  bez.  Fuìèkte 
des  Ilmwirti  5*, .  //, ,  iihcrffehefi ,  Idsscn  sich  als  die  Integral fJärhen  einer 
Monge-Asnpcresdien  partiellen  Diff  &  enUaJgleicimigswdier  Ordnung  definieren: 

ë  äy  - ?f  -  ^»^  + -ß«  +    + -öC»-' -  «•)  + -B  -  0, 

die  mur  dann  in  r,  s,  t  linear  ist,  wenn  die  Gleidtungen  Z  »  F  —  5, 
Z^e  dmfadh  unendlidi  vide  Kurven  darstéBm,  Stàlen  diese  drei  Glei- 
fàungen  oo*  FUkhen  dar,  so  findet  man  aUe  Integntlfläehen  der  Monge- 
Ampèrestiiin  Gleiâiung,  indem  man  unier  tSesm  oo*  FUbàen  einfa^  unenèt' 
HA  vide  hanmgreiß  und  die  eugdtärige  ûmhâUung^lâdie  honsfruierL 
Definieren  dagegen  éÛe  Gleicìimufcn  X^a,  7'^b,  Z«>e  dreifw^  unend' 
Udi  vide  Kurven,  so  smd  die  Integral fladm,  der  Monyc - Ampèresdien 
Gleidnmg  jedesmal  von  oo^  Kurven  jener  8dmr  ermtgt 

Die  IHffèrentialqwtiienten  Mu/eOer  Ordnung  r^,  Si,  t^,  some  dû  Große 
r^tg  —  Sg*  sind  rationale  Ikmktionen  von  r,  i,  s,  deren  Zähler  und  gemem' 
samer  Nenner  in  r,  s,  i  und  rt  —  5*  linear  sind.  Ist  der  Nenner  frei 
von  r,  s,  t,  so  ist  éUe  I^ransformaiUon  eine  Funhttransfermation» 
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Bti  einer  BerühmiffsirMirfimiiaihn  gdd  jede  Mcnge^Ampèresàt»  Gisî- 
f^Donig  Mweüet  Ordmmg  in  eme  ebemokhe  Gì^dm^  Uber. 

Die  Theorie  der  BärfihrmigrtrEnsformatioiien  hat  uns  zn  einer  wichtigen 
Kategorie  Yon  Mcmge-Âmpèreschen  Gieìehnngen  geitihrt.  Wir  wollen  diese 
Differentialgleicliungen  in  mehr  direkter  Weise  definimi  und  eodaiin  einige 
wichtige  Eigenechaften  dieser  Gleichungen  ableit«L 

Liegen  zwei  unabhängige  Fanktionien  u  nnd  v  von  x,  ff,  §,  p,  q  mit- 
einander in  Inrolntion  r     -i  n 

so  gibt  es,  wissen  wir,  immer  eine  dritte  Funktion  die  von  u  und  v 
unabhängig  ist  und  mit  beiden  in  Involution  liegt: 

es  besteht  ferner  eine  ganz  bestimmte  identische  Relation  tob  der  Form: 

dB-pdx-qdy  Udu  -h  Vdv  4-  Wdw 
und  es  iftellen  dementaprediend  die  GleichnngeaL 

yi-«'»  «i-w,  A--'^,  «1  ^ 

eine  Berührongstransformation  dar.  Die  mgrii5r%e  Monge-Âmpèvesehe 
DiffBientialgleidiung,  deren  IntegralflSchen  in  die  Knrren  dee  Baumes 
^1;  îfif     ttbeigehen^  bedtst  die  Form 

di$  do  du  ^  ^  Q 

di  dy     dy  dx 

Es  gilt  daher  der  ii&iz 

Satz  19.  Sind  u  und  v  unabhängige  Funktionen  von  y,  e,]),  q,  die 
in  Involutiansbeziehung  steiim  und  nidit  beide  von  p  und  q  frei  sind,  w> 
können  edle  IntegralfläcJien  der  Monge- Ampèreschen  parHéBm  Differenikdr 
ykichung  aweiter  Ordnung 

du  dv      du  dv  q 
dx  dy  ~~  djf  d»  °* 

dardi  eine  pastend  gewähUe  Beriüinmffelran^ennaiion  m  die  Kurven  des 
Bemmes  Xj  y,  0  UbergeßSurt  werden. 

Sind  wiederum  u,  w  drei  unabhängige  Funktionen  Ton  y,  g, 
p,  Qf  die  paarweise  in  Involution  liegen,  so  erhalten  wir,  wie  wir  sahen, 
immer  dteaeBte  Monge-Ampènache  partielle  Differentialgleichung 

wenn  wir  die  drei  Funkfcionaldetenninanten 

dud9  ^dudv^  dudw  ^du  d«  dt?  du>  dv  du> 
9idy     äff  da*    dxJy         dxB  '    dadjf  dffdx 

gjleich  Null  seiasa.  Infolgedessen  stallt  eine  jede  nnter  den  drei  Gleichungen 

V  —  <p{u)  ^0,        —  ^(m)  —  0,     «7  —    (t?)  —  0 
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mit  (Itn  willkürlichea  Funktionen  ç>,  t  und  %  eine  mfemeckäre  JtUegral- 

gleidmng  mwrer  Monge- Amp&reschen  Gleichunp^  dar. 

Unsre  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat  aber  noch 
allgenieinere  intermediäre  Integrulgloicliiingnn.  Es  laßt  sich  in  der  Tat 
nachweigen,  daß  jede  partielle  Differeutialgieichuiig  erster  Ordnung  von 
der  Form 

W(u,  V,  w)  =  0 

eine  intennediäre  lutegralgleicimng  darstellt.  Unter  den  Integralgebilden 
der  Gleichung  W(Uf  r,  tr)  =  0  hnden  sich  oo',  die  wir  Ton  Tomeherein  an- 
geben können.   Unter  den  oo^  Ëlementrereinen: 

tt«»a,   v^hf  w»c 

sind  nämlich  diejenigen,  deren  Parameter  «,  h,  c  die  Bedingung  W(o,  b,c)  —  0 
erfüllen,  liitcgralgebilde  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
W(Uf  Vf  w)  0.  Man  findet  daher  alle  lutegralgebilde  der  Gleichung 
W^Of  wenn  man  unter  den  soeben  besprochanen  oo*  Integralgebilden 
einfu:^  anendlich  Tiele  herausgreift  und  ihr  ümhOllungi^bilde  konstruiert 
Es  sind  daher  alle  IntegralfiSchen  der  Gleichung  erster  Ordnung 

TK(w,  v,w)  =  0 

gleichseitig  Integralflachen  der  Monge •Ampèreachen  Gleichung  zweiter 
Ordnung. 

Dies  gibt  imn  den  Satz 

Sats  20.  iiyitid  u,  i?,  tv  drei  u/iMbhämjige  Funktionen  von  x^y,  ic,p,  q, 
die  paancetse  in  Jnvdatioti  ììcrjm,  so  ist  jede  partielle  Di/ferentialyleichitng 
von  der  Form  W{u,  v,  tc)  =  0  eine  intermediäre  Integrcdgleidiung  von  einer» 
Monge- Ampèrescìien  Gleichung  zweiter  Ordnung,  die  man  findet ,  imJem 
man  dir  Funldionaidctn-minante  von  zwei  wUer  dm  Größen  u,  »,  w  nach 
X  und  y  bildet  und  gif  idi  Null  setzt. 

Sind  u,  Vy  w  drei  unabhängige  Funktionen  von  .r,  y,  die 
paarweise  m  Involution  liegen,  sind  femer  Wj,  i\,  u\  drei  unabhängige 
Funktionen  von  x^y  y,,  z^j  pi,  q^,  die  ebenfalls  paarvvpisp  in  Involution 
liegen,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  die  l)eiden  zugeiiörigen  Mouge- 
Anipereschcn  Ditlereutiaigleiehungen  zweiter  Ordnung  in  der  Beziehung 
zueinander  stehen,  daß  die  eine  in  die  andere  durch  eine  passend  ge- 
wühlte Berührungstransformation  übergeführt  werden  kann.  Wir  können 
ja  nämlich  eine  Berülirungstransformation 

anftteUen,  die  alle  IntegralAichen  der  Monge-Âmpèreschen  Gleichung 

das  df     dy  d«  "  " 
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in  die  Kuren  (bet.  Punkte)  des  Ilanmet  t!^  y'^  z'  flberf&brt^  wir  finden 
ferner  eine  BMiÜircu^Btninsfomifttion: 

a^- y'^fu  «'-«'u 
die  alle  Integralflächeu  der  Monge -Âmpèreschen  Gleichung 

(10).  t''^  -  j"**  f'  -  0 

^    '  (l-c^  dy^       dy^  dx^ 

in  die  Klirren  (bez.  Punkte)  des  Raumes  vf,  ff,  z'  amwandelt  Uieraiu 
echlieflen  wir,  daß  die  Gleichungen 

i»(«,Sf,*,l>,g)-fH(«i,»»,«uA»îi)>!  t^-^i,  ff-fT,,  P-Pi,  e-^i 
eine  BerQhnmgstnnefbrmation  bestimmen  und  daß  diese  BerOhrnnge- 
truiflfonnfttton  die  eine  Monge-^Ampèreeche  Gleichung  (9)  in  die  andere 

(10)  überfahrt 

Hiermit  erhalten  wir  nun  das  folgende  Theorem: 

Theorem  Yll.  Brsifzt  âne  pariitìBe  DiffermliaUfìeicliung  zweiter 
Ordnung  in  dm  Yerimdeiriitiim  ff,  »  tim  intemediäre  Intt^raigieidMng 
erster  Ordnung 

mü  der  unUkärlieken  Fmdttio»  9  und  besteht  überdies  die  GieiehuHg 

[«,  v]  -  0, 

80  kcmn  die  vorgdegte  Gleiekung  sweiter  Orämmg  durch  Berührungstrans- 
formation  auf  die  kanonische  Form  r^^Q  gébradd  Vierden.  JEs  gibt  dann 
immer  eine  wm  u  und  9  UMaÎ^tângige  Funktion  w{Xfff,M,PtÇ),  die  mit  « 
und  V  in  Invotution  Ik^  Jede  parüelle  IHfferenûod^èidwing  enter  Ordnung 

von  der  Form  ^ ,        \  /\ 

Q(u,  r,  fr)  0 

ist  ('inr  iììtcrnmiUuc  JnitvrnJqfrirìiìing*). 

B  e  i  s  p  i  el  I.  Wir  betrachten  zuerst  die  Legeudresche  Transformation. 
Setzen  wir  in  die  Gleichungen 

dpg  —  rj rfa^  —  Sid^i  —  0,  dq^  —  s^da^  —  t^dy^^O 

die  Werte 

ein^  flo  erhalten  wir  die  Relationen: 

dx-^Tidp-^s^dq'^O,  dy-\-s^dp-\-t^dq^O 
oder  aniftlirlicher  geeehriehen: 

dx  +  ri(rdx  -f  sdy)  +  ò\(.'>  (ix  +  tdy)  =»  0, 
dy  4-  Si(rdx  +  s</y)  +  t^Çsdx  -\-  tdy)  =  ü, 

*)  Vgi  Neue  Integrattonameihode  der  Uonge-Âmpèreachieii  Gleidrang,  Archiv 
for  Math,  og  Natur?.  Bd.  n,  a  8  f.  Kriitiaiiia  1817. 
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MU  deneu  neh  die  viei  Gleiehungan 

rfj  +      =  —  1,  r5,  4-5^,-0, 

Sfi  +  ^«1  —  0,  ««j  -j-     =  —  1 
und  durch  AnflöBiing 

t  _     8  .  r  .        «  1 

ergeben.  Jetzt  siud  es  nach  uiisrer  idlgemeiueu  Theorie  die  Ijitegral- 
üüclieii  der  Mouge  -  Aiupèresuhea  Qleichung: 

die  in  Enrrea  des  Bamnea  y,,  fibergahen.  Diese  Integnlflichen 
sind  aber  abwickelbare  Flächen  und  Poncelets  aUgemeine  Theorie  der 
Dualität  bekanntlich  aus,  daß  die  abwickelbarefn  Flächen  zu  den 
Kurven  des  Raumes  dualistiadi  sind.  Nehmen  wir  irgend  eine  andere 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

i'X^i,  i/i,:r,,  ;>,,<?,,  r,,  «1,  i,) 
und  fiihren  auf  sie  die  Le^endresclie  Transformation  aus,  so  erhalten  wir 
die  neue  partielle  Differentialgleichung 

g,  ü-p^-^y,  -X,  -y,  Vï^*>  rZ-t)^^' 

Alle  nicht  abwickelbaren  Litegralflächen  der  ursprOnglichen  Oleichnng  sind 
in  wirkliche  Integral/l&Aei»  der  neuen  Gleichung  übeigegangen.  Ist  ea 
aber  denkbar^  dafi  in  dieser  Weise  einige  IntegralflSdien  Terlor«ai  ge^mgen 
sind  y  so  ist  ea  auf  der  anderen  Seite  auch  denkbar^  daft  die  neue  Gleichung 
developpable  Integrslflichen  basitati  deren  Bildfiguren  im  Baume  b 
Kurven,  also  keine  IntegraliUtehen  der  unprfingfichen  Glekdittng  sind. 

Beispiel  2.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Bulersohen  Transformations- 
l^eiohungen: 

h^f  —  P^f  a»-P»  fh^lff  ft-  — 

Hier  finden  wir  aus  den  Gleichungen: 

oder: 

dx  +  rt{rdx + «  <îy)  +  ^  <iy  0,  sdx  -^tdff—Stifdx  ■^sdf/j  —  itdffO 
die  Belationen: 

1  -^rr^m^O,    8—    TBt  —0, 

Tf8  +8^  =0,     <  —  SjS—  ^  —  0, 

mithin  wird; 
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Hier  sind  es  nach  der  allgeinciiini  Theorie  die  IntegralHüchen  der  Gleichung 
r*»0,  also,  wenn  tp(j/)  und  ^(j/)  willkürliche  Funktionen  bezeichnen,  die 
Flächen: 

die  in  Kurven  des  Raumes  übergehen.  £s  sind  das  die  geradliiiigeu 
Flächen,  die  von  zur  x,  ir -Ebene  parallelen  Geraden  er2^ugt  werden. 

§2. 

Die  IntegnlgeMlde  der  pertlellen  Differejitlalglelehniigeii  und  ilir 
Terhalten  bei  BerUiniiigstninBfoniiationen. 

Die  Theorie  der  partiellen  Differenti iiliz;l«ichungen  erster  Ordnung 
gewann  seinerzeit  außerordeuthch  au  Einfachheit  und  ÄUgemeingültigkeit 
durch  unsere  Einführung  der  Rcirriffe  Elt  inent  und  Elemeutverein,  sowie 
durch  üürieiH  Verallyenieineniiiu::  i-  I  w  grifte  jjiirtielie  Ditferentialgleichuug 
enster  Ordnung  and  Integral(^el)il*ÌH  einer  solchen  <ileichung.  Dirse  Hegrili's- 
erweiterungen  haben  unter  audenn  die  Formulierung  einfacher  und  allgemein- 
gültiger Sätze  über  das  Verhalten  der  Integrale  einer  partiellen  Diö'erential- 
gleichung  erster  Ordnung  hei  Hertihrungstranaforuiationen  ermöglicht  In 
dieser  Weise  erhielten  wir  inslx-soudere  den  folgenden  Satz: 

Liegt  eine  beliebige  purtidle  JHffenninüyleidmng  erster  Ordnung 

tmä  eine  beliebige  Bf^riihnmgsiran^ormatioH 

Xi  -  X(x,  y,  g,  p,  q),  •  •  -,  fft     Q{^>  Vi  »>Pt  ff) 
vor^  so  iti  es  immer  mâ^iak,  innerhaib  des  fUnfdifnensicnalen  JSSmieiU' 
mumes  x,     0,  p,  q  einen  Bereiek  derart  abäugreneenf  daß  alle  in  diesem 
Bereidte  gekgenm  Iniegralgebilde  von  der  Transformaiion  in  Integrcdgelnlde 
der  transformierten  Gleidnmg 

ißergeführt  werden. 

Sclljàf verstrmdluh  machen  wir  hier  wie  immer  BtillsfhwLig. ml  tlie  VoraiisHietzung, 
daß  die  in  Betracht  kommenden  analytischen  Funktionen  sich  innerhalb  eines  gemeiu- 
Hameu  Bereichci  dus  Elementraumes  rcyulär  verhiilteu. 

Auch  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
(und  höherer)  Ordnung  mit  einer  fthhänfj^igen  und  zwei  oder  mehr  un- 
abhängigen Veränderlichen  ist  es  zweckmäßig,  statt  des  Lagrangeschen 

17 
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Begriffes  Lösung  g  f{x,  y)  oder  dea  ehnis  aUgemeineroi  Hongeachen 
Begriffes  Inkgrailfiadtê  niueren  allgemeiiien  Begriff  Inkgralgébûde  ein- 
zuffllireii.  Wir  definieren  den  Begriff  Integr&Igebilde,  àet  aioli  in  die 
spezielleren  Begriffe:  Lttegra^ädte,  hdegraßsuroe  und  Inkffnäpankt  spaltet, 
in  folgender  Weise: 

Ein  giveidimensionaler  Elemmioerdm  e  ist  Iniegralgebik^  emer  parÜdlen 
IHffereniialgleidmiig  gweUer  Orémaig 

wenn  jede  Berühr ui)(iMransformatwn,  die  den  Feretn  e  in  eine  Flmhe 
umwandelt  y  die  vorgelegte  GleicJmng  jF  =■  0  in  eine  partielle  Differential- 
gleidmng 

überführt,  deren  Intcgralflä/  ist 

üni  mit  dem  hiermit  emgeführten  Be<;riff'e  IntcgralgeHildc  operiereu 
zu  koimen,  müssen  wir  Kriterien  ubleiteu,  vermöo;o  doren  wir  eutscheiden 
können,  ob  ein  vorj]relef:fter  Elementverein  e  ein  lutegralgebilde  einer 
gegebenen  partiellen  Difforontialgleicliimg  F=^0  darstellt  oder  nicht. 
Die  Betrachtungen,  die  wir  zu  diesem  Zwecke  anstellen,  werden  TiLerdies 
zeigen,  daß  wir  beliobip;  viele  partielle  Differentialgleichuiigon  (zweiter 
Ordnung)  konstruieren  können,  die  iutegralkurren  (oder  Integralpunkte) 
besitzen. 

Wir  werden  amieiimen,  daß  wir  ciiw  ßerülinmgstiausforraation  B^^ 
gefunden  haben,  die  F=Q  in  die  partielle  Ditl'ereutialgleichung  jP,  =  0 
und  den  Verein  e  in  eine  Integralfläche  von  i^j  =  0  überführt;  wir 
behaupten,  daß  dann  jede  andere  Berührungstransformation  B^,  die  den 
Verein  e  in  eine  Flädus  umwandelt,  die  Gleichung  F^O  in  eine  solche 
partielle  Differentialgleiehung  »0  QberfShri^  für  wdche  ^  eine  Integral- 
fläche darstellt.  Zum  Beweis  bemerken  wir,  daß  die  BerQhrungstrana- 
formation  B-  '  B^  die  Gleichung  i'^  ^  0  und  ihre  Integralfliche  in  die 
Gleichung  JP,  =-0  und  die  Flache  Überf&hrt;  wenn  aber  eine  BerOhrungs- 
transformation  eine  Int^pndfläche  einer  partiellen  Differentialgleichung 
in  eine  Fladie  umwandelt,  so  ist  diese  Fläche  eo  ipso  eine  Integralfläche 
der  transformierten  Differentialgleidhm^;.  Also  ist  die  Fliehe  eine 
Integralflache  der  Gleichung  F,  —  0. 

Hiennit  ist  das  gesuchte  Eriterium  gefunden: 

Satz  21.  Man  enisdieidet,  ob  ein  vorgelegter  Ekmenboem»  e  ein 
LU^raìgébilde  der  gegébenen  parHdkn  JHfferenikdgileidimg  {gweüer  Ordnung) 
F^O  darsiefU,  indem  ntan  eine  eingige  BeriUuitngsiransfmnaiion  msfühi, 
die  80  gewäkU  ist,  daß  der  Verein  e  $idi  in  eine  Fl&àe  umwanâdt.  Ist 
diese  Flädie  eine  Inkgnüflädie  der  transformierten  parüdlen  DifferentìcH- 
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gtêiàimg  ^  0,  dann,  aber  €mA  mar  dam,  ist  der  Verein  e  ein  Integral' 
gebUde  der  gpgebetmi  parHékn  Differentìaij^eiekung  F=='0, 

Jfltet  kdnneii  wir  partielle  Differentialgleidiiiiigâi  «weiter  Ordanng  konitraierm, 

die  Integralkun'en  oder  ^^ar  Intogialpnnkte  beaitiM.  Nehmen  wir  zum  ispiol  eine 
Karvenschur,  hi-st^'ht-nd  aus  '  fjt'wntidoneTi  fCnrvpn ,  tlii'  don  Raum  ausfüllen,  so 
sind  ihre  r('/i]irukeu  Polaren  hinsichtlich  einer  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grade« 
Oü*  deTelopi>able  Flächen 

fi^i  1  yi ,  *i .  »»     «•  ^  —  0» 
die  keine  partielle  IMfferentialgleidinng  ertter  Ordnung,  dagegen  ätoei  partielle 
I>iff«wttti«l|^chiiBgen  iweiter  Ordnung  erfttllen,  nnter  denen  eine  die  Form 

beaitzt.  üiisre  developpablcu  Flüchen  befriedigen  »oinit  sicher  eine  Ton  r,  f,  —  «i'^^o 
Tereehiedene  partielle  Differentialgleichnng  sweiter  Ordnong: 

Kehren  wir  zn  den  nrspningHchpu  Veràndirlit  hon  xnriick ,  fähren  wir  also  noch 
einmal  die  früher  augewandte  dualistiflche  Trauälunuation  au»,  ho  gebt  sicher 
(8.  256)  in  eine  partielle  Differentialgleichung^  zweiter  Ordnung 

F(,c,  y,  r,  p,     r,  «,0  =  0 
über  nnd  die  orsprOnglicb  vorgelegten  oo*  Kanmknrven  stellen  Integralgebilde  von 
F^O  dar. 

Diese  Betrachtungen  fahren  noch  wcltor.  Die  obw  besptoebeuem  oo*  Deve- 
loppablen  befriedigen  ja  die  partielle  DifTerentiul^leichong 

mit  der  willkiirîicben  K  .n  tanten  X  Alsa  sind  uniwre  fx:^  Raumkurren  Integral- 
gebÜde  von  allen  partiellen  Differentialgleichaiigeu  von  der  Form 

F{x,  y,  *,  p,  q,  r,  »,  t)  +  ^^77«  ^• 

Satz  22.  Liegt  eine  beliebige  Schar  non  co*  Kun-rv  ror.  rìir  lìrn  Ttmtm  am- 
füllen  f  go  üt  es  immer  möglich ,  zusei  unabiuingige  purtteUe  Differmtiaiginchtmgen 
»weiter  OränrnngMukonetmieren,  deren  gemeimame  IntegnUhtrven  <Üeitf  oo*  Kurven  einä, 

Koeb  ein&eher  ist  es,  partielle  DifTerentialgleiehnngm  sweiter  Ordnung  ni 

konstruieren,  die  (X)"  viele  lutegralknrren  besitzen,  die  sUmtUch  auf  einer  beliebig 

gegebeneu  Fläch»-  Hegen.    Wir  werden  uns  aber  hiermit  nicht  aufhalten 

Wir  können  dem  im  Satze  21  aufgestellten  Kritcriuai  eine  prä/.iseie 
Form  geben.  Will  man  zum  Beis])iel  untersuchen,  ob  ein  vorgelecrtei 
Punkt  X  ^  a,  If  ^  i>,  2  ^  c  einen  lutegralpimkt  der  partiellen  Diflereutial- 
gleicbtuig  zweiter  Ordnung 

darstellt,  so  f&krt  man  die  Legend r esche  Transforaiation 

::,  -z-px  —  qp,        =  p ,    y^^qy    p^^  —  x,        ^  —  y 

auf  den  Punkt  und  die  Gleichung  F  —  0  aus.  Mau  bildet  also  die 
Gleichimg: 
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dee  gegebenen  Pimkies  in  den  Ebenenkoordinaten  3:^,  y^,  und  untenncht 
sodami,  ob  der  entsprechende  Werl;  Ton  z^: 

 Oflfi  —  byi-\-c 

üLue  Ijösung  der  irausformierteu  partiellen  Differentialgleickung 

dantelli  Ist  diee  der  Fall,  so  ist  der  gegebene  Punkt  —  yb, 
M^e  ein  Integralpnnkt  der  unprttn^ich  Torgelegt^  Gleielmng  F^O, 
sonst  nickt. 

Liegt  andererseits  (im  endlichen  Räume)  eine  krumme  Korre  vor, 
so  wird  sie  durch  eine  einzige  Gleichung  in  Ebenenkoordinaten  tfi,  Mi 
dargestellt.  Man  löst  diese  Gleichung  nach  Zj^  auf  und  untersucht  wiederum, 
ob  der  hervorgehende  Wert     »  fiipht  tft)       Losung  der  transfonnierten 

Gleichung  Fi  =  0  darstellt. 

Die  Legendresche  Transformation  gestattet  also  zu  entscheiden, 
ob  eine  beliebige  im  Endlichen  gelegene  krumme  Enrre  (oder  ein  be- 
liebiger im  Endlichen  gelegener  Punkt)  eine  Tntop^ralkurre  (bez.  Integral- 
punkt) der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
i^— 0  darstellt.  Wünscht  man  dagegen  zu  wissen,  ob  eine  TOi^legte 
Gerade  ein  Integralgebilde  von  ^^=0  darstellt,  so  fllhrt  die  Legendresche 
Transformation  nicht  zum  Ziele,  weil  eine  Gerade  nicht  durch  eine  Gleichung, 
sondern  durch  ztvei  Gleichungen  in  den  [•^bHTu-nk'uirdiîiaten  jj ,  î/j  ,  <?j 
dargestellt  wird.  Jetzt  müssen  wir  eine  BerUiirungstriinsfoimiition  aui- 
äucheu,  die  unsre  Gerade  in  eine  Fläche  überfühi-t.  Nehmen  wir  an, 
daß  die  vorgelegte  Gerade  nieht  mit  der  s-r-Ebene  jiarallel  ist  und  daß 
demeiLtsprechend  ihre  Gleichungen  in  Cartesischeu  Koordinaten  die  Eorm 

besitaeiii  so  werden  wir  sehen,  daB  die  Eulersche  Transformation 

^-f— pa;,  «î-i»,  Jft-y,  P%  ft -ff 

braudibar  ist  Ân^efaflt  als  Elementrerein  wird  nimlich  unsre  Gerade 
in  den  ursprOngliclien  Elomnatkoordinaten  x,  tf,  m,  p,  q  durch  die 
Oleiehungen: 

«y  +      af  —  cy  H-      q^a  —  ep 
und  in  den  neuen  Elementkoozdinaten  durch  die  Oleiehungen: 

^8  -  Pm^  —      +  ^  -  A  =  ^.Vs  +      qi  =  a  —  ext 
dargestellt,  und  diese  letzten  Gleichungen  liefern  nur  eine  Relation  zwischen 
x^,      und  ggf  nämlich: 
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Wir  haben  also  za  unteraochen,  ob  die  Ghröfie: 

8t  -  — tfd^y,  -  rfa^  +  ay,  +  6 
eine  Ldnmg  der  iransformìorteii  partiellen  Differentialgleidinng 

0-F(-p„  y,,  z^-ptX^,  a-,,      •  •  •)  -  F, 

darstellt  Ist  dies  dor  Fall,  so  ist  die  vorgelep^to  Gerade  ein  Integral- 
gebilde  der  urspiiiuglicli  vorgelegten  partiellen  Dili'oreutialgleichung  F=^0. 

Durch  ZusammeuiuBSung  imsrer  Ergebnisse  erhalten  wir  das  folgende 
Theorem:  * 

Theorem  VIII.  Eine  vorgelegte  krumme  Kurve  ist  hüegralharve  dtr 
partiellen  Diff'eretitialgleirhung  : 

fcefm  die  Gleichung  der  Kurve  in  de»  Jiibenenkoardinaten 

dnt^  ÄuflömHg  nac^  f|  etn«  LSmng  ^  *-  ({^xtVÙ  ^  itamtfcrmiertm 

darsteiU.  Dementspreehend  ist  der  INM  jp^-a,  y»&,  ir^eein  Inkgrtdr 
punici  von  ^    0,  wenn  die  Gleidinng 

*i  +  a«i  +  ^yi  —  c  —  0 

des  Punkiea  m  den  Menenkoordinaten  m^,  Sf^,  dnurdk  Äußosmg  nodi  gg 
eine  Losung  der  itranstomnerhn  Qlei^ting  Fi^O  liefert. 

WünstM  man  dagegen  an  enfoeft^Mfe»,     e»ne  wurgde^  Geradei 

*f  —  «y  +  ft,    jp  —  cy  4- 

ein  Integntlgebildc  von  F'-  0  darstellt f  so  wendet  man  am  besten  die 
Euler ifche  Transformation: 

^  z  —  px,  Pj  y,    p.,  =  —  a:,     7.,  -=  «7 

an.  In  dm  Koordimsten  x^,  y^,  ^  wird  die  vorgelegte  Gerade  durch  eine 
einstige  Gleichung: 

H-  cx^y^  +  dXf  —  ayi  —  6  =  0 

dargestdlt;  man  utdersiicht,  oh  diese  GhicJiung  durch  Auflösung  nach 
eim  Lösung  der  tran^ormierten  parüesllen  Differentialgleichung: 

liefert  M  dtese  Bedingung  erfSÜUf  so  iti  die  vorgdegk  Crerade  ein  LU^frat- 
gébOdie  der  Qieidmng       0,  sansi  mM 
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Die  eb^  Torgetngenen  Theorien  beruhen  daraof,  dafi  jeder  im  £bid- 
lichen  gelegene  zweidimensionale  Elementrerein,  der  keine  Fl&che  iât,  von 
der  Legendreschen  oder  jedenfalls  von  der  Euler  sehen  Trsnsformalion 
in  eine  Flädie  übergeführt  wird,  deren  Gleichung  die  Eoindînaie  a  ent- 
hält. Dementsprechend  gibt  es  unter  allen  mögilichen  analytischen  Dar- 
steUuDgen  der  Elementrereine  drei  ausgezeichnete  und  mit  diesen  drei 
Darstellungen  werden  wir  uns  hier  eingehend  beschäftifj;en. 

Ein  Elen unt verein,  dessen  Punktort  eine  im  Endlichen   gelegene  • 
Fläche  ift,  wird  immer  (eventuell  nach  passendor  Wahl  des  Cartesischen 
Koordinatensystems)  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

(11)  /-Q(*,j,;-ü,  P-ll-0,  ï-|f-0 

dargestellt.  Denkt  man  sicii.  »laß  von  vornherein  ein  bestimmtes  Oartesisches 
Koordinatensystem  /u<^nmde  gelegt  ist,  so  muß  beachtet  werden,  daß 
die  ZvliiulorHärheu,  deren  Gerade  mit  der  z-Achse  parallel  sind,  nicht 
durch  drei  Gleichungen  von  der  Form  (11)  dargestellt  werden  können. 

Fs  sind  daher  die  Funkte  des  Jiaumes,  die  krummen  und  geraden 
Linien  des  Raumes,  suivie  die  Zijlinder{lächcn  ca(x,y)  =  0  die  einzigen 
zweidimensionalen  Elementvereine,  die  nickt  êmth  drei  Gleichungen  von  der 
Fcrm  (11)  dargeMit  warden  kSmu». 

Fohren  wir  die  L^endreeche  Transformation 

z^  =  z  —px  -  qy,        -j),        -  q,    j),  =  -  r,    qi  ~  -  y 
auf  die  Gleichungen  (11)  aus,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

'i-Â^i-ïiîfi'-ÛC-A, -Öl),   ^»-^(I^*  tft 
Es  liefern  daher  die  Gleichungen 

(12)  ^t-Pi^t-uiyi^^HPuSth  "^^^dfi* 

die  allgemeine  anal v lische  Darstelluiig  aller  Elementvereine,  deren  Elemente 
in  zweifach  unendlich  vielen  Ebenen  liegen.  Unter  den  Flächen  sind 
somit  die  Integralflächen  der  Gleichung  rt  —  =  0  die  einzigen,  die  sich 
nicht  durch  Gleichnngen  von  der  Form  (12)  darstellen  lassen. 

Lur^  passende  WcHd  der  Funktion  W(pu  q^)  liefem  die  Gleidmigm 
(12)  oßs  Bwmdimmswnaim  ^rnnrnkfemm  ttui^imoimmm  die  J^enen,  die 
deoch^^pahkn  FUidten,  die  geraden  Idmen  sowie  endUeh  die  unendlieh  ferne» 
Kurven  (heg,  Punkte),  die  ja  durth  eine  Gleidrnng  von  der  Form  e>  (l>i;  (Zi)  ^  0 
dargestâli  werden.  Die  Qleii^mgen  (12)  liefem  äße  hnmmen  Kttnten  bee, 
PunMe  des  Baumes,  wenn  W  nodi  und  nadi  aüe  lasimgen  der  parOdlen 
Bi/ferentialgleidnmff  TT^.^^  W;,      (  W^J  -  0  darsfdU, 
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Führen  wir  die  Eni  er  sehe  Transformatioa  auf  die  Gleichungen  (11) 
aus,  so  erhalteu  wir  die  Gleichungen 

(13)  ^-p»ih''^(j?i,Ut)»  «»--"l^^ 

als  aligemeine  analytische  Darstelluii^r  aller  zweidimensionaleii  Elementr 
vereine,  deren  Punktort  zweifach  unendlich  viele  Tangenten  besitzt,  die 
mit  der  ^rj;-Ebene  parallel  siud. 

Durch  passende  Waid  der  FunJäwn  <t>(pf,  y^)  liefern  die  Gleichungen 
(13)  aUe  juweidimensiomdrH  FJi  mmtuereinc  ausgenommen  die  ZifUndcrtUichen 
to(^„  Vi;  =  0,  die  mit  der  zx-Ebene  parallelen  Geradcnj  die  IkgdflcicJien, 
deren  Gerade  mit  der  zx-Eltene  parallel  sind,  alle  in  dm  Ebenen  y,  =  Const 
gelegenen  Kurveiij  alle  Funkte  des  Raumes.    Die  SubsiUuÜon 

0       qpi  //,)  —  Ps^O/s) 

gibt  (die  Kurien,  die  nicht  in  d(n  Ebenen     =  Const,  gelegen  sind. 

Die  einzigen  im  Endlidien  t^elegenen  zweidimensionalen  Eleinenfc- 
vereine,  die  sieh  weder  diircli  du*  (iieichungen  (11)  noch  durch  die  Glei- 
chungen (12)  noch  durch  die  Gleichungen  (IB)  dar.^teiien  lassen,  sind 
die  Zylindei'flächen  ü(jc,  y)  =  0  sowie  die  mit  der  /a;-Ebene  parallelen 
Geraden.  Man  erhält  eine  Darstellung  dieser  Geraden,  wenn  mau  in  den 
Formeln  x  mit  y  und  p  mit  q  vertauscht.  Dagegen  entziehen  sich  die 
unendlich  fernen  Elementvereine,  die  Zylindertiächen  a{x,  y)'='0  sowie 
die  Geraden  x  =  n,  y  =  h  unseren  sämtlichen  Dai  Stellungen. 

tSelbstver.ständlich  ist  es  mißlich,  iiaß  hei  jeder  einzelnen  unter  diesen 
Darstell imf^en  eines  Elementvereins  Ausnaliüicgc bilde  auftreten.  Es  gibt 
aber  eine  fünfte  Darstellung,  die,  wenn  sie  auch  nicht  vollkommen  ist, 
doch  jedenfalls  besondere  Beachtung  verdient.  Ein  System  von  drei 
unabhängigen  Gleichungen  in  den  Yeranderlichen  x,  y,  z,  p,  q 

stellt  eiuflu  ElementTerein  dar,  wenn  die  drei  Klammerausdrücke  [ftfji 
Termöge  des  Gleichung^stems  verschwindiSii.  Diese  Darstellung  leistet 
.ebeosorid  wie  die  vier  ersten  Darstellungen  zusammen.  Die  einsigen 
sweidimensionalen  Elementvereine,  die  sich  dieser  fünften  Darstellung  ent- 
ueben,  sind  die  unendlich  fernen  Elementrereine  (das  heißt,  die  unendlich 
ferne  Ebene  und  die  in  ihr  gelegenen  Kurven  und  Punkte),  die  Zylinder- 
flächen  o(.r,  y)  ^  0  und  dip  '^^raden  x  =  a,  y  ■=  i>.  Es  liegt  aber  in  der 
Natur  der  Sache,  daß  diese  ElementToreine  nicht  durch  Gleichungen 
zwischen  den  Elementkoordiuaten  ^ftM,p,9  dargestellt  werden  können. 

Eine  wesentliche  Verbesserung  unsrer  analytischen  Darstellungen  der 
Elementvereine  erreichten  wir  im  Jahre  1873,  indem  wir  statt  der  beiden 
Größen  p  und  q  die  Verhältnisgrößen  Pit  Pu  Pg  durch  die  Substitution 
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einführt«!!.  In  dieser  Weise  gelang  es  una,  eine  allgemeingültige  Dar- 
stellung aller  E  leni  eut  vereine  aufzustellen,  deren  Elemente  nicht  sämtlich 
unendlich  fern  liegen.   Aul  diesen  Gegenstand  kommen  wir  später  zurück. 

Um  die  Tragweite  des  Theorems  VIII  zu  illustrieren,  werden  wir 
zunächst  eine  von  dem  talentvollen  russischen  2^1atlienia,tiker  1  mseheuetsky 
gestreifte  Frage  eingehend  diskutieren  und  tüllstämlig  erkdiycn. 

Imschenetsky  zeigt,  daß  eine  Monge-Amperesche  partielle  Differential- 
gleichung 

(14)  Mr  +  2Ks  +  Li  -f  M  +  N{t  i  -  ö»)  0 
auf  die  lineare  Form 

(lö)  i^rj  +  2K^s,  ^L,i,^      -  0 

gebracht  werden  kwnn,  wenn  oo'  Integralflächen 
(l(i)  Q(x,^,M,a,h,c)^Q 

der  Gleidrang  (14)  schon  bekannt  sind.  Bab«  en%eht  es  aUerdings  seiner 
Anfinerksamkeit^  daß  dieser  Sats  nur  dann  richtig  isl^  w«in  die  oo*  Fliehen 
Q  —  0  keine  partielle  Differentialgleichung  «ister  Ordnung  erfìUlen. 
Imschenetsky  stellt  ferner  die  unrichtige  Behanptang  auf,  daB  es  unter 
Umstftnden  zur  Reduktion  einer  Monge-Amp^schen  Olelchung  (14)  auf 
die  lineare  Form  (15)  nur  erforderlich  ist,  zweifoch  unendlich  Tiele 
Integralflachen  von  (14)  zu  kennen. 

Diese  Arbeiten  Imachenetskys,  deren  Beziehungen  zu  Ampères  älteren 
Untersuchungen  spiAer  erörtert  werden,  erschienen  im  Jahre  1868  in 
russischer  Spradie;  eine  Ton  Houel  ausgef&hrte  Übersetzung  tob  Imsehe- 
netskyt  Werke  erschien  sodann  im  Jahre  1872  in  Grnnerts  Azehir, 
B.  54.  Unabhängig  von  Imschenetsky  veröffentlichten  wir  im  April  1872 
in  den  Verhaitdlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Christiania 
einige  kurze  aber  inhaltreiche  ßemerkungen  über  die  allgemeine  Trans- 
formationstheorie der  Monge-Ampereschen  Gleichun^^  und  gaben  ins- 
besondere eine  Bc^iimmun//  aller  Benihnmgstrniìsformaiìmìcnj  die  eine  var- 
gdegie  Monge-Ampèresàte  Gleichung  (14)  auf  die  lineare  Form  (15)  bringen* 

Wir  werden  annehmen,  daß  eine  gewisse  Berühmngstransformatit«: 

die  vorgelegte  Monge-Âmpèresche  Gleichung  (14)  in  die  lineare  Gleichung 

(15)  //,  r,  -f  22fiSi  +  L, 4-  1/,  =  0 

umwandelt.  In  den  neuen  Veränderliehen  j,  5,  ^  p,  q,  die  mit  afj,  y^,  JinPi,  2i 
durch  die  Legendresehe  Trausl'ormation 
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Ttrbimdai  aind,  erhalt  onsre  partielle  Differentialgieidumg  die  Form 

-  $t  +  2Ä»  -  St  +  SK(rt ~  »*)  -  0 
und  dieee  Gleichmig  wird  von  allen  Ebenen  de«  Raumes    t),  j  befriedigt. 
Also  sind  alle  Punkte  dei  Ranmea  Integralpnnkte  der  Uneairm 

Oleidrang  (15).   Hiermit  ist  non  smiâchst  der  Satz  erhalten: 

Satz  23.  Eim  M<niffe^ Ampères^  parUeUe  Differ&Uiaigieiehmg  ist 
dann  und  nur  dann  Unear,  wem  aüe  Punkte  des  Baumes  IrUegralpwikie 
der  Gki^mig  sind. 

Dm  jede  BerQhmngstraiitfformation  alle  Honge-Àmpèreachen  partiellen 
DifferentialgleiGhnngen  in  ebeosolche  Gleichungen  fiberfllbrt^  so  sehen  wir, 
dftB  die  BerfihnmgstianafonttAtiou 

*i  -  X(j?,y,#,p,g),  •  •  -,5,  -  y,  z,  p,  q) 
eine  voi^elegt«  Monge- Ampèreecbe  Gleichung  (14)  dann  und  nur  dann 
anf  die  lineare  Form  bringt,  wenn  sie  oo*  Integralgebilde  der  Gleichimg 
(14)  in  die  Punkte  des  Raumes  fiberfÜhrt,  anders  ausgesprochen,  wenn 
die  drei  Gleichungen  X-»a,  Y ^h,  Z »^e  mit  den  PaxBmeteni  a,  b,  c 
dreifach  unendlich  viele  Integralgebilde  der  Torgelegten  partieUeu  Dif- 
ferentialgleichung darstellen. 

Will  man  die  allgemeinste  BerQhrungstransformation  B  finden,  die 
aUe  linearen  Monge-Ampèrescfaen  Difierentialgleidiungen  in  lineare  Glei- 
chungen transformiert,  anders  ausgesprochen ,  wiU  man  die  allgemeiDste 
Berfibrnngstransformation  B  finden,  bei  der  die  Schar  aller  linearen 
partiellen  Biiferentialgleiehiuigen  «weiter  Ordnung 

mvarmiit  bleibt,  so  muü  man  beachten,  daß  die  inverse  Translormation 
B~*  die  oo*  Punkte  des  Raumes  in  oo'  Eleinentvereinc  flberführen  muß, 
die  gemeinsame  Integralgebilde  aller  linearen  Gleichungen  (17)  daratellen. 
Um  unsere  Frage  beantworten  zu  können,  müssen  wir  daher  zunächst  aüe 
Elementrereine  bestimmen,  die  gemeinsame  Integralgebilde  aüer  linearen 
Gleichungen  (17)  darstellen.  Wir  wissen  schon,  dafi  die  oo'  Punkte  des 
Raumes  solche  gemeinsame  Integralgebilde  aUer  linearen  Gleichungen  (17) 
darstellen;  daraus  folgt  grade,  daß  jede  Punkttransfbrmation  die  Schar 
aller  linearen  Gleichungen  (17)  iuTariant  Iftßt.  Besüfien  nun  alle  linearen 
Gleichungen  gemeinsame  Integralflächen  (bes.  Integralknrren),  so  mflfite 
jede  Punkttransformation  alle  solchen  gemeinsamen  Integralfiachen  (bez. 
Int^pralknrven)  in  ebensolche  gemeinsame  Integralflächen  (bez.  Kurven) 
flbeifllhren.  Da  nun  andererseits  eine  beliebige  Torgelegte  Fläche  (bez. 
Kurve)  durch  eine  passend  gewählte  Punkttranaformation  in  jede  andere 
Fläche  (beo.  Kurve)  des  Raumes  flbezgeltihrt  werden  kann,  so  schließen 
wir,  dafiy  sobald  eine  gemeinsame  Integralfiäche  (bez.  Litegndkurve)  aller 
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linearen  Oloichungen  (17)  vorhanden  wäre,  jede  Fläche  (hez.  Kurve)  des 
Raumes  eine  solche  gemeinsame  IntegnilHäche  sein  niüBte.  Daß  aber  nicht 
alle  Flächen  des  Knumes  gemeinsame  Inteprulflüchen  aller  imearen  Glei- 
chungen sein  können,  liegt  auf  der  Hand;  es  gibt  ja  überhaupt  keine 
partielle  Diöerentialgleichung  in  den  Veränderlichen  i",  y,  z,  die  von  allen 
Flächen  des  Räume«  Xy  y,  z  befriedigt  wird.  Wären  auf  der  anderen  Seite 
alle  KurvtMi  des  Ranmes  genieinsanie  Inlegralgebilde  aller  linearen  (ilei- 
chnngen,  so  müßten  alle  developpablen  Flächen  gemeinsame  IntegraiÜächen 
aller  Monge-Ampèreschen  Gleichungen  von  der  Form 

sein  und  iiwbesoiidere  die  drei  Gleichungen  r  — 0,  8^0,  i^O  erfüllen. 
Die  Gleichungen  r«0,  s^O,  haben  aber  keine  anderen  Integral- 
fiiohen  ab  die  Ebenen  des  Ranmes. 

In  dieser  Weise  erkennen  wir,  dafi  die  cso*  Fmkte  des  Bmma  Me 
eineigm  gemdmamm  Inkgral§ébiQàe  aller  Imearen  Glek^i^en  wm  der 
aUffemeinen  Form 

(17)  Rr-^  Ss^Tt-^  Ü^O 

darstellen,  und  da  jede  BerilhrungKtransfi)rmution,  die  aih:  linearen  Glei- 
(  liujigen  (17)  in  ebensolche  Oherführi,  gleichzeitig  die  gemeinsamen  Integral- 
gebiide  aller  linearen  Gleichungen  in  ebensolche  umwandeln  mub,  so  erhalten 
wir  den  Satz: 

Satz  24.  Die  I'tinkttrnni>formfiti(>)un  sind  die  einziym  Berührtmgs- 
tratisfoimalwHCH,  die  jede  lineare  Monge- Am^creschc  Olcidiung  in  eine 
ebensolche  Gleichung  iiberfiUtren. 

Ans  den  ▼0TlMtgalMiide&  EbitwicUnngen  fliefit  fiMt  munittelbsr  eiii  Sati,  der 
nieht  imwiohtig  ist  Kìmmt  man  als  Amigaiigspiiiikfc  die  auf  Seite  M6  aolgeetèllten 

Ar  '-{-  Bs  4-  ce  +  D (r  «— «»)  4-\E  * 

A,r-\-B,s  +  C, <  +     (r t - s*)  -}- 
wär-f  B«+C«  +  D(r«— +  Ä  * 

die  für  jede  BerflhningetnuufoEiiiatioii  gelten,  ao  aieht  man  ÜMt  niimittdbar,  dsA 
diegenigea  BerflhnmgstKanafoxmattooeii,  die  alle  Imearen  Olrichimgen 

in  ebensolche  flbecfBhien,  sieh  dadurch  cbarakierisieren  lassen,  daß  die  vier  Koef* 
fizienten  1)^,  D^,  1),  nnd  D  eämtUoh  identisoh  gleich  Noll  sind.  Das  heîAtt  ea  mllasea 

die  füni  Funktionaldetenninanten 

Ppy,^p,y,,  PpjCç-p^Xp,  QpY^-ÇtY,,  ÇpXç-ç,x,,  x,y^-x^Y, 

ilmtlich  Tcnehwinden.  Unseze  obenstehende  Diaknsnon  seigt,  da0  dies  n«r  dana 


Fonndn  (6) 
<6) 


it 
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eintritt,  wenn  dir  vorg-ole^'te  Berührungstransfonnation  eine  Punkttransformation  ist, 
and  infolgoiit  äsea  (lie  Gròiìeu  A,      C  gleioli  Nuli  sind.   Es  gilt  daher  der  Satz: 
Satz  25.    In  den  Formeln 

^  S      S      T  N 

die  fSr  jede  BerOhrungstr  am  formation  gelten^  tind  E,  >S',  T  und  N  immer  linear  in 

r,  îf.  f  nvff  rt  -  s^.  Siiul  sir  soti'ir  linear  in  r,  s,  t  allein,  so  ist  die  Trun^omtoHon 
eine  Punkttranafonnation,  und  die  Größe  N  infolgedesisen  frei  von  r,  s,  t. 

T)i('  wichtigsten  unter  nnaeren  Ergebniasen  lassen  sich  zum  folgenden 

Satze  ziisamnienfassen: 

The  or  (nil  TX.  Unter  den  Mongt'-Ampèreschen  partiellen  Diff'erential- 
yleidmrujen  :(Vfi(vr  Ordmoir/  Jnssrn  sich  fliejcrtiffrv ,  dir  iv  r,  s,  f  linear 
sindf  (huJnrdi  c/turakterisieren,  daß  alle  cv  '  Punkir  dr.s  Iltiunu-s  iiire  ge- 
meimamni  inteffrahifhilde  sind.  En  sind  daher  dir  1' imkttransformatimien 
dir  iiìizi(ir)ì  I^riihrungstr<msfonnalionm,  bei  denen  diu  Schar  aüer  Glei- 
chungen von  der  Form 

Ä  ^yPf  ff)'«'  +  S(x,  y,  JtP,  j),  ff) »«  -f  T(x,  ff,  g,p,  q)'t-jr  ü{x, y,  M,p,  g)  =  0 
imaHatU  hìM, 

Man  findd  àBe  Beruhrungsiranrfcrma^  die  eine  vorgdegte  Mang»' 
Amjpèreeehe  Gieidtutig  auf  die  Uneare  Form  bringen,  indem  man  unter 
ihren  JntegrtdgebUden  nach  wiUkäriidtem  Gesétee  dre^aeh  unendlich  vide 
herausgreift,  die  keine  partiéRe  DifferentialgleicJmng  erster  Ordnung  erfüllen 
und  sodann  diese  oo^  Elementeeireine  durdi  Beräkrungstransformation  in 
die  Punkte  des  Baumes  überführt. 

Um  einige  unter  den  entwielelten  Theorien  zu  iUiistrierai,  wihlen 
wir  die  lineare  Monge-Amperesche  Gleiehong 

(18)  +  ^  <  +     =  0 

und  bemerken^  daß  die  partielle  DifPereniial^eichung  1.  0.: 

mit  der  wüUcflrliehen  Konstanten  ß  eine  ìntermediire  Integralgleichnng 
dantelli;  die  beiden  dnreb  Diffsrentiation  nach  x  beziehungsweise  y  herror- 
gehenden  Gleichungen 

es -\- pq  —  1  ^  0,  ^/-j-g»«=0 

reproduzieren  ja  durch  Multiplikation  mit  passendon  Faktoren  und  Addition 
die  Torgel^^  Gleichung  zweiter  Ordnung,  die  sich  ja  folgendermaßen 

gS  +  pq-i-^^^i{zt-^q^)^0 

schreiben  läfii  In  ganz  analoger  Weise  Terifiziert  man,  daß  die  Gleiehnng 

—  2Mgq  —  y 
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rait  der  wiTlldlrlichen  Konstanten  y  eine  zweite  intermediäre  Integral- 
gleichung darstellt  Da  nun  überdies  die  beiden  Fimktionen  gq  —  x 
und  ir*  —  ^Myq  in  Inrolation  liegen 

[Mq-x,  *"-2;ryç]-0, 

80  haben  die  beiden  Gleichungen  erster  Ordnung 

zq  —  X'^ßf       —  2jsyq^  y 

für  beliebig  genfiUte  Werte  der  Konstanten  ß  und  y  jedesmal  oo^  gemein- 
sanie  Integralgebilde,  die  nach  der  Natur  der  Sache  gleichzeitig  Integral- 
gebilde der  vorgelegten  linearen  Monge-Ampèreschen  Gleicfanug  (18)  dar- 
stellen. Um  diese  oo'  Elementvereine  zu  finden,  suchen  wir  nach  unseren 

gewöhnlichen  Regeln  eine  Funktion  w(Xf  y,  -er,  g),  die  mit  j  —  Oî  nnd 
jr*  —  2ßftq  in  Involntion  liegt  und  somit  die  beiden  Relationen 

[gq  —  x,w]  =  0,    [z-  -  2syq,  tv\  —  0 

eiltUlt.   Eine  solche  GröBe  ist  x  und  daher  stellen  die  Gleichungen 

=  «,  gq  —  X'^ßf  jp"  —  2Myq  y 

mit  den  Pananetom  «,  ß,  y  dreifadi  nnendlicli  Tiele  bitegralgebilde  and 
zwar  OD*  ebene  IntegraÜntrren  der  voigelegten  linearen  Honge-Ampèreechen 
Oleicbmig  (18)  dar. 

Um  nnn  eine  BerOhrnngstransformation  za  finden,  die  diese  oo'  Integral- 
gebilde in  die  Punkte  des  Raumes  flberflilirt,  bilden  wir  die  Gleiclinng: 

d(z*  —  2gyq)  —  Pdx  —  Q-(l{zq  —  x)  =  Q((h—päx  —  qdff)f 
die  uns  zeigt,  daß  P  und  Q  die  Werte 
 P='2ipg-y),  Q^^2y 

*)  Hier  Uagt  ein  Versehen  vor,  denn  die  Gleidrang  m*  —  ityq  ^  y  ergibt  dnreh 
Diffareatiatien  die  beiden  Gleidnuigen: 

am  denen  (18)  nicht  folgt,  aie  lit  also  kein  intcrmediliret  Integral  Ton  (18).  Dagegen 
sind,  wie  man  sofort  sieht,  zq  —  x  =  ß  und  z*  —  2zyq=y  intermediäre  Integrale 
von:  tt-^q^s=aQ,   Integriert  man  die  Gleichung:  z^  — jf  =  p,  bo  kommt: 

2*  —  2a;f/     2|S.v-f  m'r): 
setzt  man  hierin  die  willkürliche  Funktion  ca{x)  gleicli  der  Konstauten  y  und  eliminiert 
man  ^,  so  erhält  man  die  Gleichung:      —  2z  y  q     y.   Da  nun  die  Funktionen: 
tq-^x  und  t*  —  8'  3f  9  miteiniuider  und  mit  x  in  Inyolntion  liegen,  «o  stellen  die 
Oleichnngen: 

mit  den  Parametern  a  und  y  eine  volbtàndige  Lösung  der  Gleichung:  :q—£=^ß 
dar  und  infolgedessen  zugleich  eine  Schar  von  a  '  Intcgralgebildeu  der  Gleichung  (18). 
Deahalb  hat  die  Berflhrnngstrantfonnation  (19)  trotz  jenes  Yeràeheni  die  Eigeuchaft 
(18)  wieder  in  dne  lineare  Oleiohnng  »i  Terwandeta.  Engel. 
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haben.  Hiemus  sdilieften  wir,  daß  die  Oleiehangen 

eine  BerfUmmgstnaiBfomatioa  bestimmen,  sowie  daß  diese  Transfanuatton 
die  vorgelegte  lineare  partielle  Differentialgleichung  (18)  in  eine  lineare 

Gleichung  umwandelt;  dies  letztere  folgt  daraus,  daß  <x>'  IniegraUturven 
der  Gleichung  (18)  in  die  ^mkie  des  Bauines  übergeführt  werden. 
Zar  Durchführang  dieser  Trsnsformation  bilden  wir  die  Gleichung 

0  —  dqi  —  Si  (Ixi     t^dy^  =  —  2dy  —  Sj  rf«  —    d{zq  —  x), 

die  sich  in  die  beiden 

0  -  t^{pq  -  1  +Jg8), 

0  2  + 

aeil^,  ans  denen  für  t  und  s  die  Werte 

herrorgehen.    Die  vorgelegte  Gleichung  (18)  erhält  also  die  B^orm 

oder  durch  AusUlhrong 

setzen  wir  hier  ftlr  q-  den  Wert 


fein,  der  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (19)  ei^ibt,  so  erhalten 
wir  als  transformierte  Gleichung  die  einfache  Gleichung 

Daß  diese  Gleichung  linear  ist,  stimmt  mit  unserer  allgemeinen  Theorie; 
daß  sie  flberdies  von  und  ti  frei  ist,  beruht  auf  allgemeinen  Prinzipien, 
die  ans  im  nächstoi  Paragraphen  diese»  Kapitels  beschäftigen  werden. 

Unter  den  Monge-Âmpèreschen  partiellen  Difierentialgleidiiuigen  zweiter 
Ordnung,  die  in  r,  6*,  /  linear  sind,  nehmen  diejenigen  eine  ausgezeichnete 
Stellung  ein,  die  in  r,8,t  linear  und  homogen  sind.   Diese  Gleichungen 

(20)     R  (jT,  y,  e,p,q)-r-\-  S{x,  y,  *,    î)  •  «  +  T(x,  if,g,p,q) -i^O 

besitzen  2U'ci  Scharen  gemeinsamer  Intej,^algebilde;  mau  übersieht  ja.  un- 
mittelbar, daß  die  Punkte  de^  itaunies  Integialpunkte,  die  Ebenen  des 
Kauines  Integralflächen  joder  derartigeu  (ileichung  sind  Wünscht  man 
uuii  alle  Berührungätraubforuiatiuueu  zu  liudeu,  die  jede  deiaitige  jjux  tielle 
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Difforentìalgleicliiiiig  in  eine  ebensolche  Überführen,  so  tmienudit  man 

am  besten  '/iierst,  ob  alle  diese  Differentiaigleickungen  weitere  gemein- 
same Int^algebilde  haben.  Es  ist  leicht  m  sehen,  daß  jede  projektive 
Transformation  des  Raumes  x,  y,  z  jede  homogene  lineare  Gleichung  (20) 
in  eine  ebensolche  umwandelt.  Eine  projektwe  Transformation  fìihrt  ja 
Punkt  iu  Punkt,  Ebene  in  Ebene  und  Monge-Amp<^rosehe  Gleichung  in 
ebensolche  über.  Eine  solche  Transfonnation  verwandelt  daher  jede  lineare 
homogene  Gleichung  (20)  in  nine  Monge- Amperesche  Gleichung,  für  welche 
alle  Punkte  des  Raumes  lutegralpunkte,  alle  Ebenen  des  Raumes  Integral- 
flachen  darstellen,  das  heißt  in  eine  lineare  homogene  Gleichung  (20). 
Eine  ganz  analoge  Überlegung  zeigt,  daß  jode  dnalisti^^rjir  Transformation, 
die  sich  bekanntlich  als  eine  Berührungstraiisfoniiatiou  charakterisieren 
läßt,  die  alle  Punkte  in  Ebenen,  und  alle  Ebenen  in  Punkte  überführt^ 
jede  lineare  homogene  Gleichung  (2U)  iu  eine  ebensolche  umwandelt. 

Hieraus  ziehen  wir  mm  zunächst  den  Schluß,  daß  jedes  gemeinsame 
Integralgebilde  aller  linearen  homogenen  Gleichungen  von  jeder  i^rojektiveu 
bez.  dualistischen  Transformation  in  eiu  s/emeinsames  Integralgel^ilde  alb^r 
linearen  homogenen  üieiehunrren  (L^Oi  übergeführt  wird.  Diese  Bmierkung 
wird  uns  nun  uhne  Schwierigkeit  zur  Bestimmung  uiler  Elemeutvereine 
führen,  die  gemeinsame  Integralgebüde  aller  linearen  partiellen  Difierential- 
gleicliungen  (20)  sind. 

Ist  nämlich  eine  Fläche  =  f(x',  // 1  gemeinsame  Integrailläche  aller 
linearen  Gleichungen  (ßO)  insbesondere  also  der  Gleichungen  r  =  0,  s  =  0, 
^  =  0,  so  ist  sie  oÖeubar  eine  Ebene.  Eine  nicht  ebene  Zylinderfläche, 
deren  Gleichung  die  Form  w(a:,  f/)  =  0  besitzt,  kium  nicht  eine  gemein- 
same lutegralrtüche  der  Gleichungen  |  20  )  sein,  weil  die  Gleichung  w  (./  ,  ;/)  —  0 
durch  eine  projektive  ja  lineare  Transformation  die  Form  i/;  =  0 

erhalten  kann.  Eine  krumme  Kurve  kann  auch  kein  gemeinsames  Integral- 
gebilde darstellen,  weil  sie  von  jeder  dualistischen  Transformation  in  eine 
krumme  abwickelbare  FlSehe  fibergeftthrt  wird.  Hiermit  isi  hewieseit,  iiaß 
ade  Unearm  homogenen  Monge- Ampèresdun  Oìeidumgm  keine  anäerm  ge- 
mmmniin  Inkgralgefntde  hesHbten  ah  die  oo*  Punkte  und  die  <x>*  Ebenen 
des  Baumes. 

Hieraus  eigibt  sich  nun  unmittelbar,  daB  eine  BerflhnmgstnaisfonuB* 
tion,  die  jede  lineare  homogene  Gleichung  (20)  in  eine  ebensolche  llber- 
fDhrt,  entweder  Punkte  in  Punkte  und  Ehmen  in  Ebenen  oder  aber 
Punkte  in  Ebenen  und  Ebenen  in  Punkte  umwandeln  muß.  Es  gilt  daher 
der  Sats 

Satx  26.  Die  projdttkfen  itnd  die  duaUsOsdien  Transformationen  sind 
die  einmgen  Beriihrungstranrformatiionen  des  Baumes,  die  jede  lineare 
homogene  Monge- Amper  esche  partielle  Differeniial^iekung  zweiter  Ordnung 
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^i^r  .V,  ^,  P,q)r  +  8(x,  y,  z,  p,  q)  s  -f  T(x,  y,    p,  7)  /  -  0 
m  eine  ebaisdthe  Gimekung  ühei'ßhrm. 

An  dieser  Stelle  VesehSftigen  wir  uns  nidit  mit  der  ungleich  schwierigmmi 
Frage  nach  allen  BerflImingstnmsformationeD,  die  eme  voryekgte  lineare 
Komogene  Gleickong: 

oder  al}er  eine  Torgclegte  Monge -Âmpèresehe  Gleiehnng  in  eine  lineare 
homogene  Gleicliung  mnwaadelii. 

§  3. 

Otter  Mange-Ampèreselie  Gleiehungeii  mit  intennedliren 

Integralglelefanngen. 

Sind  Uf  V,  n'udrei  unabhängige  Funktionen  Ton  y,  g,p,  q,  die  paar- 
weise in  Involution  liegen,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

u  f  —  6,    ÎC  ^  c 

mit  den  willkürlichen  Paranieteru  «,  h,  c,  wie  wir  wiederliolf  hervorgebobeu 
haben,  00'  Element  vereine,  entweder  Flächen,  Kui-veu  odt^r  Punkte,  und 
zwar  erhielten  wir  in  dieser  Weise  jede  Schar  von  oc^  Ëiementrereinen 
mit  je  00*  Elementen. 
Eine  Gleichung: 

f ,  iv)  =  0 

zwischen  u,  r,  w  bestiuiuitc,  wenn  wir  «,  r,  iv  als  Bestimmuugsstückt'  des 
Elementvereins  auffaßten,  00*  Eleraentvereine  der  Schar.  Dachten  wir  uns 
aber  die  Werte  Ton  u,  v,  tc  als  Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  q  eingesetzt,  so 
war  die  benroi^ehende  Gleichung: 

Q(h  (Xy  y,  z,  7>.  7\  v(^,y,z,    q),  iv'x,    z,  p,q))^0 

eine  partielle  DifferentialLzlriChiinsr  orsU-r  Ordmaii:  mit  einer  bekannten 
vollständigen  Lösnn^.  ix^siehcnd  aus  cx"  Elriiniitvoreiiion  dor  gegebenen 
Schar.  Das  iillgemeine  Integrili  dieser  parti^dlcii  Djüereiitialgleichnng 
bestand  daher  aus  d(Mi  IJnihüllungstlächen  von  je  00'  Flaelieii  der  voll- 
ständigen Lösung  und  gleichzeitig  aus  ümhüllungsfliieheu  von  je  00* 
Elemeutvereinen  des  gegclienen  Komplexes  {  von  oo^  Elementvereinen } . 

Wir  kennen  liiennit  eine  große  Kategorie  von  partiellen  DilFerential- 
gleichuugeu,  deren  nichtsiuguläre  Integralgebüde  eine  gemeinsame  Er- 
zeugung haben. 

Sind  t(,r,iv  drei  unahhäugigc  i  uiiktiouen  von  y,  ^,  P}  q,  die  paar- 
weise in  Involution  liegen,  und  bestimmen  demcntsprechmd  die  Gleichungen: 
u  =  a,  V  =  h,  w  -----  c  00'  Elemmtvereine,  deren  Iniwgriff'  wir  ais  einrn 
Kamjaiex  von  JElenientvereinen  hezei<-hnen,  so  können  alle  partiellen  Dif- 
ferenHälsßeidtungen  erster  Ordnung  y  die  die  gemeinsame  Form:  Q{u,  v,  tvj^O 
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lesiteetif  integriert  werden,  Sie  hesîLen  sämüitii  eine  vollständige  LSsutig 
hestehend  atis  oo^  Vereinen  jenes  Komplexes  und  ihre  nicfU  mngularen 
Integrale  sind  Uiniiiilhinysfiädun  von  je  00}  GébUden  des  Komplexes. 

£s  liiit  Ulm.  sein  Interesse  zu  bemerken,  daß  ein  bestiiinntc!^  Um- 
hüllungsgebilde  von  oo^  Gebilden  des  gegebenen  Komplexes  durch  ew^ 
Gleichungen  zwischen  u,  v,  w  beetimmt  wird. 

Setsen  vir  in  der  Tat: 

Q(«,  »,  w)  —  0,    W(Uf  ü,  w)  —  0, 

80  sind  hiermit  Ucbikie  des  urs|)iiin|/lii-lu'ii  Kunij-lexes  und  gleich- 
zeitig ihre  ümhüUungsflächen  bestiimnt  ^^iiid:  n  ./ .  r  i/,  w  "  //,  so 
bestimmen  die  Oleichungen:  ö(  jc,  y,  z)  —  0,  H  (u,  ä)  =-  0  111  Ciii  tesischeu 
Koordinaten  eine  Kurve.  Sind  «,  r,  w  Centrakoordinaten  einer  Kugel  mit 
gegebenem  Radius  Kf  so  bestimmen  die  Gleichungen  Q(m,  r,  iv)  =  0, 
W{u,  Vy  tv)  0  00^  Kugeln  mit  dem  Radius  K  und  zugleich  ihre  Um- 
bflUuugsfigur. 

Insbesondere  kann  man  offenbar  {im  aUgemeinen)  alle  soldien  Scharen 
TOn  oo^  Gebilden  des  Komplexes  durch  zwei  Gleichungen  Trai  der  Form: 

V  —  tp{u)  «=  0,    w  —  ^(m)  ==  0 

definieren. 

Betraditet  man  nur  eine  Gleichung  von  der  Form: 

und  «rteQi  der  Funktion  ip  nach  und  nach  alle  möglichen  Formen,  so  sind 
die  nicht  singulären  IntegralgebUde  immer  Umbflllungsgebilde  von  00^ 
Gebilden  des  Komplexes,  inid  umgekehrt,  wenn  irgend  ein  Umhüllungs- 
gebilde von  c»^  Gebilden  des  Komplexes  vorliegt,  so  befried^^  es  {im 
allgemeinen }  immer  eine  ganz  bestimmte  Gleichung  von  dieser  Form. 
Hieraus  folgt  nun  der  Satz: 

Sind  u  und  «  belieb^;»  unabhängige  Fuukfionen  von  T,y,^,p,q,  die 
in  Jnvi^ution  liegen  f  so  haben  die  beiden  partiellen  Ditt'erentialgleichungen: 
«  as     V  '^b  mit  den  Konstanten  a,  b  bekanntlich  füir  jede  a,  b  00*  ge- 
meinsame Integralgebilde;  diese  od'  Integralgebilde  lassen  sich  definieren 
'  durch  die  Gleichungen: 

11  —  a,  «  <—  6,  w^Cj 

wo  w  dadurch  bestimmt  ist,  daß  es  sowohl  mit  »  wie  mit  v  in  Inrolution 
liegt.  BiM^  man  mm  eine  hdiélnge  partitiìe  Differentiai^eicimng  erster 
Ordnung  von  der  Form: 

V  -  9(u)  -  0, 

so  sind  ihre  niiht  singulären  Int^ralgebääe  immer  ümlUiUuiigsigdnlde  von 
00^  Gebilden  des  KomjAesBes:  «    a,  v^h,  w  —  c,  und  umgékénrt  erßSU 
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jcf?^  UmhnlhoKjsfiff'ir  von  oo^  Gebiidm  dieses  K&mplexes  Wie  gam  b^immk 
partieUr  ]}lfffrciit/'ii<i!>  chuwf  v  —  <p(ti)  —  0. 

Genau  in  deif?«U>eu  La<^e  siud  die  partiellen  DiffVreutialgleiciiuugeu: 
Q(/<,  t\  w)  0.  Daraus  folgt  also,  daß  <l*>r  Inbogritì  aller  Integralflächen 
aller  partiellen  Differeutialgleiehtmgen  von  der  Form:  Q(m,  f,  M  i^O  sich 
vollätändig  dei-kt  mit  dem  Inbegriff  aller  Umhüllungsgebilde  von  je  oo^ 
Gebilden  des  Konijilexes  n     a,  v  =  h,  w  =>  c. 

Nun  aber  erfüllen  alle  Integraitlächeu  aller  partiellen  Differential- 
gleichungen von  der  Form:  tJ  —  qp(M)  =»  0,  gleichgültig  ob  u  und  v  in 
Involution  liegen,  iiumt-r  Line  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Diese  Differentialgleichung  bekommen  wir,  wenn  wir  für  einen  Augen- 
blick die  abgekürzte  Bezeichnung: 

—  h       -  «f.  +      +      +  »t'» 

d  M?  (x,         î)  ,  ,  ,  , 

— '^'^^  -     +  uf,q  +  w,8  +  te^i 

beuut^u^n  und  die  beiden  Gleichungen: 

dr  .  du      p.       d9        t/  \  du  - 

bilden,  durch  Elimination  von  gi'{u)  in  der  Gestalt: 

<2c  du       dv  du  * 

et«  dy      dy  dx  ~ 

oder  aasgeführt: 

+  {  («,  +  J>M,)  (tv  +  2 t  j  -  (My  +  (»«  }  -  0. 

Partielle  Differentialgleichungen  Ton  dieser  Form  sind  zuerst  von 
Monge  und  später  noch  eingehender  von  Ampère  betrachtet  worden; 
wir  liozeichneu  daher  alle  particUen  Differentialgleichungen  von  der  Form 

(22)  H{x,  y,  e,  p,  q)r  -\- 2Ks  +  Lt  +  M     N{rt -  5»)  =  0 

•laifonge-Ampèresche  (partielle) Differentialgleichungen  (zweiter Ordnimg). 
Wir  haben  hier  die  beiden  folgenden  Ki  multate  erhalten: 
Liegt  ir  gemi  eine  Schar  von  oc^  ElemetUvereinen  vor  (Flächen  oder 
Kurven),  die  ni<M  nm  aw9  Fmücten  besteht,  so  gäd  es  immer  eine  Monge- 
Amjyresche  Diff'erentìai^eickung  {22),  deren  aUgemdnes  Integral  am  imier 
ümhüUungsftächeu  von  oo*  Gebilden  jenes  Komplexes  besteht- 

Sind  u  und  v  unabhängige  Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  q,  so  la^en  sich 
die  häegratfiächm  aüer  parOeüen  JHfferentialgleichmgen  v  —  ^(u)  —  0 


(21) 
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defimerm  ah  Inkg  rai  flächen  civrr  Moìiqc- Ampèresrhm  THffermtialgleichiing 
zweiter  Ordnung  (-1),  die  somit  unauilich  viele  intermediäre  Integrale  wM 
der  Form  r  —  qp(u)  =^  0  besitzt. 

Da  sich  die  Gleichung  (^21)  »o  schreiben  läßt: 


so  sagt  sie  aas,  daß  für  jede  ihrer  IntegralflSohen  t=^f{x,  y)  die  beiden 
Qr5ßeik  u  und  v  durch  eine  Rdation  gebonden  sind;  die  Gleichuug  beaitist 
also  keine  andern  Int^gralflichen,  als  die  der  Gleichtuigen:  v  —  »  0. 
Feiner  sagt  der  Koeffizient  %'*^q  —  ^^^f  ^on  — ans,  daB  die  Glei- 
chung (21)  dann  und  nur  dann  linear  isl^  wenn  die  beidoi  Funktionen  » 
und  0  in  Besag  anf  p  und  q  nicht  Yoneinander  unabhängig  sind. 

Liegen  «  und  v  insbesondere  in  luTolution,  so  sind  alle  Integrale 
de^r  Monge-Amp&reschen  Gleichung  TJmhfillungsgebüde  von  oo*  unter  den 
Elementreieinen,  die  durch  die  beiden  Gleichungen:  »  »  a,  v^h  definiert 
sind.  Ist  w  eine  Ton  u  und  v  unabhängige  Funktion,  die  mit  u  und  v 
In  Involution  liegt,  so  ist  jede  partielle  Differentialgleichung  Ton  der 
Form  Çl{fiyVfW)^0  eine  intermediftre  Integralgleicfaung  der  Honge- 
Ampèresehen  DifTerentialgleichung. 

Sind  imbesondere  os>*  Kvnm  vorgelegt,  die  den  Baum  ausßMen,  so 
Ìtt88m  sie       defmieren  êurèh  sim»  m  InooktHm  hegende  Gieiekuiiffen: 

u(x,  y,  e,  p,  q)  «  «.     v(x,  y,  z,  p,  q)  -  6, 

gwiscfien  denen  sidi  p  und  q  lüminieren  lassen,  $o  daß: 

c  udv  du  dv 
èp         dq  Bp 

BUdei  man  daiher  die  parHdlen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 
V—  (p(u)  mU  der  arbOrären  fimkUen  (p,  sowie  die  enispredtende  Monge- 
Ampèresehe  DifferenHalgìeiehung,  so  vers^windei  der  Koefjßsient  von  rt  —  t^ 
iékniisàt  und  sie  ist  demnadi  iinear  m  r,  s,  i: 

Ihre  Integralßielirn  sind  dadurch  ciiarakttrisiert:  sie  sind  sämtlich  ereeugt 
von        Kurven  des  hcspr(i< Jienrn  Kurvmhomplexes. 

ist  nun  w  eine  von  u  und  v  uuabliaujrige  Lösung  der  beiden  Glei- 
chungen \uf\  =  0,  \vf'\  =  0,  80  ist  jede  Gleichung;  v,  w)  =  0  eine 
intermediäre  Integralgleichung. 

Beispiel.  (Die  Oleichoog  r*»0  beaitst  die  beiden  intonnedliren  jbitflgiel> 
glMehw^en:  p^a»  e  —  xp'^h^  ans  denen  rieh  p  und  q  eUminisraB  fauwen,  anBer- 
dem  ist  [p^  X  —  xp]  ^  0  und  beide  Funktionen  lie^^cn  mit  y  in  Tnvolotionf  alto 
gehört  die  Gleiehnng  so  dem  Komplexe  der  oo'  Qeraden:  «  —  a^e  »     y  ^  e  und 
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beritet  dM  mtennediftr«  Intognl  QCp,  «  ~  «p,  y)  —  0.   Andezeneiti  besitrt  die 

Gleichung  s  ~  0  die  beiden  intennediären  Integrale  p  =  qp(«;)  nad  f  ^  ^(M)t  deren 
jedes  eine  willkürlich«  Fnnktioii  enthftlt,  aber  hier  liegt  weder  p  mit  x  noeh  q  mit  ff 

in  Involution. } 

Alle  Monge  Auipèreschen  Differentialgleichungeu,  die  ein  intermediäres 
Intejrral  Ton  der  Form:  v  —  fp(u)  =  0  besitzen,  wobei  [uv]  =0  ist,  können 
durch  Berührungstransformatioii  auf  eine  gemeinsame  Form  gebracht  wer- 
den. Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  indem  wir  unter  w  eine  von  u  und  v 
unabhängige  Funktion  verstehen^  die  mit  u  und  v  in  Involution  liegt: 

»(*f  M»,  «)  -  j»i  -  A«!, 
y» -y,. 

Hierdurch  ist  nun  eine  Berübnmgstransformation  bestimmt.  Um  sie  toU- 
stäudig  zu  bestimmen,  setzen  wir: 

dw  —  adu  —  ßdv  —  ç(dg^pdx  —  î^y). 

Hieraus  folgt: 

w.  —  «et«.  ~  â »  o, 

und  biennis  bestimmen  -wir     /3  imd  p  (vgl.  S.  S23).   Dann  ist: 

=  w(x,  y,  z,p,  ä),     x"  -  M,     t/"  -  f,     y  -  «,  q"  -  /ï 
eine  BerflhnmgptniisfoniiaftioiL   £0  iat  aber  auch: 

«1  —  Pl^l  =     C-^;  2/;  ^1)}      Pl  =  «I       -  «1      i/l  =  il  =  ß 

eine  Berührungstransformation.  Diese  fahrt  die  Flächen  oder  Knrvon 
M  rt,  ?•  6,  M?  =  r  in  Gerade  über,  die  mit  der  xrx-Ebene  parallel  sind. 
Es  gehen  daher  alle  lutegralflüchen  der  vorgelegten  Monge -Ampèreschen 
Differentialgleichung  in  Regelflüchen  über,  deren  Gertule  mit  der  za^-Ebene 
pai  allei  sind,  also  in  Integralflächen:  s  =  Yx  +  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung: r  =»  0. 

Besitzt  eine  vorgelegte  Monge- Amptre^che  jiartidle  DiffcrmtialgUichung 
zweiter  Ordnung  eine  intermediäre  Integralgkichung  erster  Ordnung  von  der 
Form:  r  —  ç)(w)  =  0,  wo  <p  eine  willkürliche  Funktion  ist,  und  sitid  dabei 
u  und  V  umbhängige  Funktionen  von  x,  y,  0,  p,  q,  die  miteinander  in  Jn- 
voUdim  lyg>  n,  so  ist  €8  immer  möglich,  diese  Monge- Amperesche  Gleichung 
diirdk  BeKftriii^tstai^oriMa^Mm  auf  die  ^om  r  »  0  m  hnngaiL 

Aber  noch  melir.  Ei  liegt  in  der  Kalar  der  Sadie>  wie  aSber  ans- 
geftthrk  wird,  daß  die  betreffende  Kaibegcttie  von  Monge-Ampèreedieiì  Dif- 
ferentialgleichungen bei  BertÜmingeinmsformationen  invariant  Ueibi. 

18* 
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Wenn  in  der  Tat  die  Oleiehnag:  o  ^{u)  0  voriiegt  and  dabei 
[uv\  —  0  ÌBt,  so  geben  u  und  v  bei  iigmd  einer  BerOknuigBtnuisfbr- 
rnatiom:  SB^^Xf  ^1==  Y,  >  •  ,  Q  vi  Funktionen  Qber,  die  fort- 
wSbrend  in  der  Beziehung:  [ttit^i]  =  0  stehen.  Die  Gleichung:  v  —  ^(u)^0 
nimmt  dabei  die  Form:  t\  —  9>(ti|)  0  an;  dementeprecbend  bekommt  die 
Monge-Âmpéiesche  Gleichung 


die  Fonn: 


u  V 
X  y 


-0 


0. 


Es  ist  sogar  zu  bemerken,  daß  diesee  Resultat  daTon  unabhängig  Ì8i> 
daft  u  nnd  v  in  Involution  liegen: 

Wetm  eine  Mongt  -  Ampèrescìie  partidlc  JJifJ'erentialgleidmng  ein  aUge" 
meines  intermediäres  ItUt^ral  v  —  g){u)  =  0  mit  der  rnUkiirliche»  Funktion  9 
besitgtt  80  geht  sie  bei  jeder  Berühr  ungsfonnation:  X,  , , ,  m  due 
Menge- Ampèresche  Gleichung  über,  die  dann  selbst  eine  allgemeine  inier' 
mediare  Integtulgleichung  —  9>(i«i)  »  0  mü  einer  wiUkürUchen  FunkUon 
hesiUt 

Es  liegt  nun  außerordentlich  nahe  zu  vermuten,  daß  jede  Monge- 
Arapèresche  Ditfereutialgh'ichung  hei  Berührungstransformation  in  eine 
ebensolche  Gleichunrr  übergeht.   Ja  man  kann  dies  sogar  direkt  beweisen. 

{ Hier  folgt  im  Mauaskripte  eine  Ableitung  der  Formehi,  durch  die  r,  «,  f  bei 
einor  beliebigen  BerfibrungatuasfoimatioiB  tauMfamiert  wwden,  und  w  irhtd  ilmlioh 
wie  in  §  1  auf  8.  24Sfil  bewiesen,  dsA  r,« «|,  Ii,  r,#|  — lineer  gebfochone  Funk- 
tionen von  r,  «,  r<  -~  s'  weiden  nnd  «war  Funktionen  mit  gemeinsamem  Nenner, 
wodurch  die  eben  auagesprochene  Brhanptiiug  bewiesen  ist  Ff»mer  folgen  Betrach- 
tungen, (he  in  §  2  ausfnhrUchcr  und  vollstäiulij^er  (larp:('^^tellt  sind.  ] 

Bei  unseren  Uutcrsuchungeu  über  Berühjungstransformationen  trafen 
wir  wiederholt  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  inter- 
mediären lutegralgleichnugen;  diese  Gleichungen  zweiter  Ordnung  besaßen 
die  Form: 

(22)        H{x,  y,  ß,p,  q)r'{-2K8  +  Lt-^  M-^  jS\ri  -  «»)  -  0 

und  gehöiten  somit  lämtUch  zu  der  Ton  Monge  und  Ampère  unter- 
suchten Kstegorie.  Nun  gibt  es  allerdings  noch  weitere  partielle  Diflie- 
rentialgleichiuigeii  zweiter  Ordnung,  die  intermediäre  lutegnügleichnngen 
haben.  Nichtsdestoweniger  werden  wir  uns  in  Übereinstimmung  mit  der 
geschiditliGhen  Entwicklung  zonSchst  mit  den  intermediären  Integral- 
gleichungen der  Moi^;e-Ampèresehen  Gleichungen  zweiter  Ordnung  be- 
schäftigen. 
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Wir  denken  unSy  daß  eine  bestimmte  Monge  Âmpèresche  Gleichung  (22) 
vorliegt,  und  8t«Uen  uns  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  sie  intermediäre 
Integralgleichungen  besitzt,  sowie  die  vorbnndonen  intermediären  Integral- 
pflpichuügon  zu  Itostinimcn.  Indem  wir  dieses  Problem  in  Angriff  nehmen, 
u'oilen  wir  ausdrücklich  hervorheben,  daß  wir  zunächst  nur  intermediare 
integralgleichungen  von  der  Form: 

(23)  /'(«»y,',^,«)-« 

BDcihen,  die  nicht  Ton  p  und  q  imâmi  frei  smd  und  die  eine  wiUkllrliefae 
Eonstaate  a  enihiJten.  Später  vervolltândigen  wir  unsere  EntwicUungen, 
indem  irir  insbesondere  seigen,  wie  man  intermediäre  Integralgleichungen 
Ton  der  spezieUen  Form:  fix,  y,z)  ^  a  finden  kann. 

Alle  Int^ralflâchen  àet  Monge-Âmpftresdien  Gleichung  (22),  die  gleich- 
zeitig Iniegralilftcfaen  einer  heetiromten  intermedilren  Integralgleichung  (23) 
sind,  erfQIlen  ssngleich  die  beiden  durch  DifiÎBirentiatîon  hervorgehenden 
Gleichungen: 

/24,  I /;r +  /;«  +  /•.  + Pf. -0, 

^   '  \f,>  +  f,t+f,+qf.-0, 

sowie  die  aus  ihnen  abgeleitete  (tleichiiug: 

.  25  i       I    -  »"5  -    + + ffV* + Pf')  I  *  - 

sie  erfüllen  also  an<-h  die  durch  Elimination  der  Grüßen   r,  t,  rt  — 
zwischen  den  (ileichungeu  (22),  (24),  (25),  Ii  ervorgebende  Kelation; 

+  Nif'  +  pfÒ  if,  +  qfò  -  Bf^if,  +  -  Lf^%  +  «  «  +  Uy,  -  0 
odw: 

Hier  müssen   die   beiden  Koeffizienten  0  und  T  für  die  betreffenden 
Integralüächen  ver^chw  iuiIlü,   denn  sonst  könnte  man  s  nnd  mit  Be- 
nutzung der  (ileichungeu  (24)  auch  r  und  t  als  Funktionen  von  a:,  y, 
j>,  <i  ausdrücken  nnd  dann  enthielte  die  Taylorsehe  ReilMmentwicUui^ 

je  =  -2^0  +  Pik^  —  ^  o)  +  7o(y  ^  i^o)  -Î — » 
die  alle  oo^»  Integralflächen  der  Gleichung  (23)  darstellt,  außer  a  nur  (7m 
wesentliche  Parameter,  was  offenbar  widersinnig  ist. 

Es  erfüllt  also  jedes  /'(j^,  y,  J?,l>,tf),  das  gleich  Konstans  {gesetzt 
eine  intermediäre  Differentialgleichung  unerer  Monge -Aropereschen  Diffe- 
rentialgleichung darstellt,  die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 
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Pie  ente  dieser  Gleichungen  kann,  man  so  schreiben: 

imd  die  zweite  nach  Multiplikation  mit  J\'  unter  Benutzung  der  ersten  ho: 
{ +       -  Hf^  -VKf^W  Nif,  +  p/,)  -  Lf,  +  Ä/,)  + 

Beizt  man  dahw: 

(26)  -LH-{-NM-{-K*^G, 

so  findet  man^  daB  f  im  Falle  Q^O  entweder  die  beiden  Gleichnngen: 


(27) 


Bif-f,+tf.+ 

oder  die  beiden  Gleichungen: 


0 


(28) 


=  fs  +  Pf,  -  i  f,  +  '^-/''  /,  =  0, 


0 


befriedigen  muß,  wShrend  man  im  Falle  <r  «  0  fttr  f  ein  System  von  Dif> 
ferential^g^ehnngai  findet,  nämlidi: 


(29) 


Af''f,+pf.--^f,  +  §f, 


0, 

0. 


Hierbei  ist  allerdings  N  tob  Noll  Tenehìedeii  angenommen  nnd  in  der 
Tat  braneben  w,  da  der  Fall  ^  0  bei  Berührnngstrangformatioii  nicht 
invariant  bleibt  (ygl.  S.  26Ô),  diesen  Fall  bei  Ableitung  solcher  Eigen- 

BchaAen^  die  bei  Berührungstransformation  invariant  bleiben,  nicht  be- 
sonders zn  berücksichtigen.    Dasselbe  gilt  TOn  den  Möglichkeiten,  daß 
oder      oder  beide  verschwinden  können.    Da  jedoch  der  Fall  N  =  0 
praktisch  besonders  wichtig  ist,  so  sei  wenigstens  bemerkt,  daß  sich  die 
Gleichnngen  (26)  fär  ihn  auf: 

+ po  /;  +  (/,  +  qQ  u  -  ^t,t,  -  0 

reduzieren,  daß  man  zu  setzen  hat: 

(26')  -LÜ-^K*=G 


(25') 
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und  dafi  im  Falle  G^O  tsa  Stelle  der  Qleiehtmgeu  (27)  und  (28)  diese 
treten: 

\(K±  Vg)  if^  +  Pf,)  -f-  L (/;  +  qf\)  -  Mf^  =  0. 

Ànf  besondre  Fälle,  die  hier  noch  eintreten  können,  wollen  wir  nicht 
eingehen* 

Fassen  wir  bloA  deu  Fall  J\r-t-0  ins  Aage,  so  finden  wir  also  für  f 
stets  zwei  voneinander  unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
in  den  fünf  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  q.  Diese  Gleichungen  besitzen 
höchstens  drei  unabhängige  Losungen  oder  sir  besitzen  zwei  unabhängige 
Lösunnrcn  oder  eine  oder  gar  keine  und  die  allgemeinste  Losung  hat  die 
Form  einer  wiUkiirliehen  Funktion  der  vorhandenen  T^ÖHungen.  Zu  be- 
achten ist  allerdings,  daß  die  beiden  ^rlfiehuagen  unter  LlinäUinden  auch 
singuläre  Integralgleichungen  haben  können,  tdio  cbirrh  Deteniiinanten- 
bildung  gefunden  werden  und  deneii  dann  intennctliare  Integralgleichungen 
entsprechen,  die  keine  Wiliküriiche  Konstante  enthalten}. 

Solu  n  die  )>eideii  (îleiebungen  für  f  ein  zweigliedriges  voUstäudiges 
Sj'Btem  bilden,  soll  also  zum  Beispiel 

sein,  so  muß  A^B^f    Ti^  AJ  identisch  verschwinden,  weil  ja  darin  die 
Koeffizienten  Ton      und  /y  null  sind.    Da  nun  der  Koefifiuent  von 
den  Wert: 

bekommt,  so  treten  drei  unaììhiingige  Lösungen  jedenfalls  nur  dann  auf, 
wenn  G  =  0.    Diese  notwendige  Bedingung  ist  aber  nicht  liinreichend. 

Nehmen  wir  an,  daß  6r  ^  und  daß  u  eine  Lösung  von  A^f^O, 
Bif=^0  ist,  also: 

<*,+J"**-      x"p  N 

und  V  eine  Lösung  von  A^f'^  0,  B^f  =^  0,  also: 

l'y  -f  qi\  =5jr«^    +  ^  v^. 

Setzen  wir  diese  Worte  in: 

[«»]  -        -hi»t?,)  4-  \{i\  +  2»,)  -  ^,{»x         -  f/",  +  fl»,) 
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Soraus  Lie 


ein,  80  kommt: 


g  —  yV 

N 


N 


K  -  y  G 


Demnach  haben  wir  den 

Satz  27.  Ist  6^  +  0,  so  besitzt  jedes  der  imden  Systeme  (27)  und 
(28)  höchstens  zwei  unahhängige  Lösungen  und  zwar  liegt  jede  etwaige 
Lösung  von  (27)  mif  jeder  Lösung  von  (28)  in  Involution. 

Die  eben  durchgeführte  Rechnung  ist  aber  auch  auf  diu  Fall  G  ==  0 
anwendbar,  nur  daß  dann  u  und  v  beide  Lösungen  des  iSy stems  (29) 
sind.    Folglich  gilt  der 

Satz  28.  Ist  G  ^  0  und  besitzt  das  System  f29)  zwei  oder  gar  drei 
unabhängige  lÂmngm,  so  liegen  aUe  diese  Lösungen  ]>aurwrisr  in  Turolution. 

Umgekehrt  wissen  wir.  duß,  weun  eine  Monge-Ampèresche  Gleichung 
zwei  intermediäre  Tntegralgleichimgen  «  =  a,  v  besitzt,  dio  in  In- 
volution liegen,  {und  wenu  überdies  v  —  (p(nir^  ü  für  jede  Funktion  <p 
eine  intermediäre  Integralgleichung  daratellt,}  daß  dann  nodi  eine  dritte 
intermediäre  Integralgleichung  v  —  c  existiert,  die  mit  beiden  m  Involution 
liegt  (vgl,  S.  255). 

Wenn  dahn-  für  eine  Monge- Anqdresche  Gleichung  die  Größe  G  ~-  0 
istf  so  gibt  es  nur  noch  folgmde  Moglichheiten: 

1  )  Drei  umhJiangige  iiüarmaliärc  Integralgleichungert:  u  =  a,  v  --^  h, 
fo  mm  e,  die  jHiarwcise  in  Involution  liigen.  Dann  stellt  jede  Belafion 
F{Uf  V,  w)  ^  0  eine  intermediäre  Integralgleicliung  dar  und  die  varydegte 
Gleichung  zweiter  Ordnung  hinn  durch  Berührungstrans formation  die  kano- 
nische Form:  r     0  erhaUen, 

2)  2fw  ekle  iniermediäre  Jntegralgìeiekmg:  u^a. 

3)  Gar  keine  inhmediäre  InkgraX^eidiitmg  mU  iinllkärlidieir  Konstante. 
Wenn  G  ^0  ist,  so  sind  Terachiedene  Falle  möglich.    Iiier  wollen 

wir  nur  noch  einige  Transformstioiunresnltate  angeben,  die  von  Âmpère 
ImrttbzeiLy  aber  tod  Orni  in  sdir  sehwerRQJìger  und  flÌMordieB  in  uutoU- 
kommener  Weioe  abgeleitet  worden  aind. 

Liegt  eine  Monge-An)[)ère8clie  Gleichung 


itif  lind  Hat  das  System  A^f  —  0,  Bif  —  0  wenigstens  eine  Losung 
andreraeits  das  System:  A^f  ^  0,  Bgf  ^  0  wenigstens  eine  Lösung  so 


rt  -  s^  i-  Hr-\-  2  Ks  +  Lt -{-  M 0 
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gibt  es,  wdl  [tfo]  5  0  ist  (ucli  fi.  254),  eine  BwfihnmgBtraiufonnatioii 
▼OB  der  Gestalt: 

p,-»(ar,y,i,|»,g), 

^1  -Pt^i-  <ix  Ui  -    {x,  y,  z,  q), 

wo  w  durch  fÜP  (ileichnnj»en:   |m/'|  =  0,  fi'/'J  ^  0  bestimmt  ist*V 

Die  transioimierte  Monge- Ampèresclio  (iloichung  hat  also  zwei  int»M- 
Tnediärf»  Tnte^yralgl<  io!iungeu:  Px  =^  a  imd  =  6.  Also  «?iiid  alle  Ebenen 
des  iüiiinies  (als  gemeinsame  Integralflächen  diesor  beiden  intermediären 
Intepp-iilgleiciuingcn)  Integralgebilde  der  transform ierteu  Gleichung,  die 
somit  die  Form  hai: 

Ks  friigt  sicli,  ob  es  deukbar  ist,  daß  Terschwindei  Wir  müssen 
beide  Möglichkeiten  prüfen 

Die  intermediären  Integrale  sind  bestimmt  durch: 

N^if^  +PiO  -    + (Ä.  ±  yö.)  -  0, 

m,.  +  ijj  +  (A'.  =F  V«,)/;.  -  ff./;, -0. 

Ist  7>j  eine  Ltisiing  des  eiuej»  Systems,  etwa  de«*  mit  dem  oberen  Vor- 
zeiehen .  «o  ist:  7>i  -  0,  —  ^f/j  0.  Daun  nmli  7;  eine  Lösimg 
des  andern  Systems,  des  mit  dem  unteren  Vorzeichen  sein,  also  /ij  «  0, 

ATi  -        =  0.    Wir  finden  mithin:  L^  —  0,      =  i^'  und  umro 

transformierte  CUeichung  hat  die  Form: 

2Jr,3i  +  iV;(r,<j-.3.«)-0. 

Hier  sind  zwei  Möglielikeiten  sa  berflcksiohtigeiL  Der  Fall  JT^  —  0 
gftbe: 

Dieser  FaU  ist  aber  ausgeschlossen,  denn  dann  wäre  { wie  man  sich  sofort 
fibexzeugt,  jede  CUeidrang  Ton  der  Fottoî 

^''O'n  Vi.  -,  -  -'\Px   -  //i7i'  ^ 
eine  intermediäre  Integralgleichung  der  trauaformierten  Monge- Ampere- 
scheu  Gleichung  und  es  wäre  aiisoj  auch  in  der  urspriinglich  vorgelegten 
Gleichung  G  =  0.    Folglich  können  wir  unsre  transformieiie  Gleichung 
in  der  Form: 

Am  Knude  bemerkt  Lie:  K-^  wRre  wunsthenswprt,  daß  die  invarian/.  der 
Bediaguug  6^  ^  0  direkt  nachgewieHeu  vrürde.  Das  laßt  sich  vidUicht  auf  dieiein 
Standpunkte  niisht  leicht  machen.  Gm^  Ober  inäireist. 
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Sovuts  LlK. 


schreibm  Madieii  w  sodann  eine  dnalisÜBclie  TraosforaiAtion,  80  konuni 
die  Form: 

%  +  Pijht  y%>  ^,  p%>  ît)  =  0. 

Damit  haben  wir  den  Sais  Ton  Ampère: 

Sats  29.  lAegi  eine  Monge-Ampèmi^  DiffermHal^eidiung  vor,  för 
àie  G^O  isit  wnd  ist  éhUiei  u{ig, y, s, p, q)  eine  Losung  der  GhUèuHgeH: 
Alf  —  0,  Bif  —  0  Kiul  y,  M,p,  q)  eine  Losung  von  A^f"  0,  B^f^*  0, 
80  ist  es  immer  m^gXitA,  iUe  vorgdegte  Gki(ktmg  ckuith  eine  passende 
BerÛhrmgstrmsfùrmaHm  ümif  die  Formi 

s  +  F{j:,y,^,p,q)^0 

gn  bringen. 

Die  TOrstehenden  Betiaehtaiigen  sind  ein&cher  und  wohl  audi  all- 
gemeingOUiger  ab  die  vom  Ampère  angestellten. 

§  4. 

Geonifitrische  Deutniig  der  llneftren  Monge-AinpèrMelicnL  OletehungMi« 

Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  0  =  0,  also  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

r  +  2N8  +  NH  +  U{ai>,  g,  z,  p,  q)  =  0. 

Aüf  irgend  einer  Fläche  betrachten  wir  eine  Kurve,  dere»  Tangente  im 
Punkte  X,  iff  z  die  Richtungskosinus      ßy  y  habe.    Dann  iät: 

jj«  +  /3  —  y  —  0, 

woraus  folgt: 

pda  4-  qilß  —  (fy     «dp  +  ßdq  =  0 
oder,  wenn  s  die  Bogenlänge  der  Kurve  bezeichnet: 

Non  aber  sind  du  :  ds,  dß  :  ds,  dy  :  ds  BiehtungskoefSzienten  der  Hanpt- 
ttormalen  misrer  Knr?e.  Sind  /i,  v  die  Kichtnngswinkel  der  Haupt« 
normalen,  so  ist: 

dtt 

und  nach  einer  bekannten  Fomei  für  den  KrUmmungsradius  R  ist: 


Digitized  by  Google 


Drei  Kapitel  zur  Geometrie  der  Bcrühraugstransfonaationen.  Kap.  II,  §  3,  i.  283 

also: 

da      cosi      dß      cos  ft      '} ;■'       cos  V 

und  wenn  Xi»      V|  die  Winkd  der  Flicliennonnale  eind: 

Beseichnen  wir  noch  den  Wixikd  der  Haaptnormalen  mit  der  Fl&diflii> 
normale  mit  6,  so  ist: 

ll±^^±-^l  C08  e  +  r«»  +  28aß  +  ty*  -  0, 
und  denken  wir  uns  endlich  8  ■»  0,  also  cos  6     1,  so  wird: 

wo  den  KrOrnrnnsgehalbmeBeer  des  Nonualachnittee  beceiclmet,  der 
durch  die  Tangente  misrer  Kurve  im  Punkte  x,  y,  »  bestimmt  ist 

Hiermit  haben  wir  eine  geometrieche  Dentong  der  allgemeinen 
Monge- Ampteeechen  Gleichung: 

r  +  2 Nix,  ij,  z,  f),  (/)  s  -r  N^t  +  U(x,     2,  p,  q)  =  0. 

Sie  sagt  aus,  daß  jedem  Fiächeneiemente  eine  iiichtung,  nämlich  die 
Richtung: 

Ii  -  N{x,  y,  9,p,  g),    ds  - pdx  -  « -  0 

zugeordnet  ist,  und  daß  auf  jetier  liitegraltläche,  die  das  Flächen*  lement 
enthUlt,  der  Krfiminnnpshalbmesser  des  zu  dieser  Richtung  gehörigen 
Kormalschnittes  eine  gegebene  Funktion  J^X^jjft  e,pf  q)  ist: 


7?     (1  +     +    +  ^rnnT  f>'  +  q* 
Da  die  Gleichung 

linear  iet  und  da  G  ftir  eie  Terschwindetf  so  hat  sie  nadi  den  frflheren 
Ergebnissen  (8.  S80  und  274)  dann  und  nur  dann  mehr  als  eine  inter- 
mediSre  Integralgleichung  u{a:,y,  s^p,  q)  ^  wenn  sie  deren  drei  hat: 
u='a,  V  "b,  w  Cf  wo  Uj  v,  w  {»aarweise  in  Inyolution  liegen  und  wo 
die  oo'  Vereine:  u^a,  vr^hf  w^e  einen  Komplex  von  oo'  Kurrai 
bilden.  Demnach  sagt  die  betreffende  partielle  Differentialgleichnng  in 
diesem  Falle  ans: 

Im  Baume  amd  gegeben  oo*  Kurwit*    OestuM  u/erden  äüe  Fladien, 
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Sonnis  hat. 


die  vm  den  beriihremlen  Kurven  dieses  Kwvenkotnj^xes  sugleieh  osiailieii 
werdvf 

Jetzt  sei  Yorgelegt  die  aligemeine  lineare  und  homogene  Gleichling: 

^(ap,  y,  *,  A  fl)r  +  4- 0*  -  0. 

Eg  ùAi  räs^  +  fSsdxàff  +  ^äp*  —  0  die  Dìiferentialgleioliiuig  der  Haupt- 
iangentenkiUTeiL   SeÌB€n  wir  daher: 

»•litt + «dl  ih+ It'll) + *i»iifc  «  0, 

80  sind  die  Biohinngen  li  :  i;,  und  :  17,  zn  den  Haupttangenten  kon- 
jugieri   Nun  kdnnen  1^  :  %  und  1,  :  17,  immer  aus  den  âleièhangen: 

A  È  C 

bestimmt  werden  tmd  zwar  als  Wurzeln  der  Gleichung; 

Jedem  Flächenelenient  sind  somit  zwei  Richtungen  zugeordnet  und 
demzufoIj:,'c  jeder  Fläche  zwei  auf  ihr  Holende  Scharen  von  je  00*  Kurven. 
Es  handelt  sich  darum,  alle  Flächen  zu  tinden,  für  welche  diese  Kurven- 
scharen  konjugierte  Kurvenscharen  hìtkI 

Soll  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

F{X,  ff,  JP, i>,  q)^() 
ein  intennediares  Integral  .sein,  so  müssen  die  beiden  GleichnngcBi: 

die  Gleichung:  Ar  ~\-  Bs  -\-  Ct  —  U  nach  sich  ziehen  und  es  luüsaen  auch 
auf  den  Integrailiächen  von  =  0  die  beiden  einem  Elemente  jj,  r,  q 
zugeordneten  Kiehtnnf^en  konjugiert  sein.  Aus  den  beiden  anp^ee:ebenea 
Gleichungen  erhiiit  man  zur  Bestimmung  der  Haupttangentenrichtungen: 

rd.r'^  4-  2sdxdy  +  tdy'^0 
des  Flächenelements  x,yjJBfPtQ  die  Gleichung: 

s{F*diX^  -  2F,F^dxdy  +  F*dff*)  + 
+  l'\(F,'¥pF,)dx'  +  F/F.-f  i/F,)rfy»  -  0, 

und   da   die  beiden  dem  JOlenu'utr  a  q  -/ugeordneteu  Riclitimgen 

î^^f  tj^  und  ^^^^  Haupituugcntourichtungcu  harmonisch  liegen,  so  ist: 

*)  Pie  Oleiohimgen:  «— a«  v  — 6,  w  =  c  z.eigen  ja,  daft  dturch  jede«  Ftftchea- 
elcmcnt  im  allgemeinen  uur  eine  der  ao*  Kurven  geht.  Die  Tangente  dieser  Kurve 
flUlt  mit  der  dem  Flftcbeneleniaite  sogeordnetea  Riohtang  niMtaimeB.  Engel. 
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YendurSnd«  hier  der  Faktor  Ton  s  moki,  so  wlnii  in  jedom  Manente 
x,ff,M,Pfq  die  Haupttaagenlieiirtchtimgen  ToUetandig  beetimmi  Sehen  wir 
daher  ron  dem  trivialen  Falle  ab,  da&  die  gemeineamen  Integralfliehen 
der  beiden  Gleichung^  F^O  und  Ar +38+^^0  sSmtlich  abwiekelbar 
wSren,  eo  müßten  diese  gemeinsamen  Integralflaehen  zwei  Diffinentiai- 
^eiohnngen  Ton  der  Form: 

r  -\-2v^s  v^H^O 

befriedigeü,  wo  und  zwei  bekannt^',  Toneinander  verschiedene  i'unk- 
tioTieii  von  x,yf&yX),'i  würoii.  Daau  aber  bekäme  man  für  die  vier  dritten 
Âbiéituiigeu  Ton  g  nach  x  und  y  vier  Gleichungen,  deren  Determinante: 

1  2v^  V*  0 
1  0 
0     1     «Vi  V* 

0      1  V* 

nicht  rersehwinde,  die  also  noch  den  dritten  Ableitungen  von  §  auflösbar 
wiien,  ce  gibe  also  hSelotena  oo'  LitegralflSchtai  Ton  der  Terlangten 
Besehaffeoheit  und  F'^O  wäre  gar  kein  intermediftres  Integral. 
Damit  ist  bewiesen,  daß  der  Aasdrack: 

ver<  nuls  n  muß,  daß  also  die  eine  der  beiden  dem  Elemente  j,  y,  r, />,  </ 
zugeor(ineteu  ivichtungen  mit  der  charakteristischen  Uichtiinir  /.usammeu- 
fällt,  die  die  Gieichiing  F  =-  ^  dem  Elemente  zuordnet.  Mau  komite  sich 
leicht  überzeugen,  daß  das  auch  noch  in  dem  vorhin  aiisgeschlossenen 
Falle  gilt,  wo  alle  lutegraltiächen  von  F  —  abwickelbar  sind,  wo  also 
F  =0  die  Form:  F\j),  q)  ^  i)  besitzt. 

Da  jttzt  in  jedem  durch  einen  Punkt  x,  if,  z  gehenden  Elemente 
u,  z,  p,  q  die  charakteristische  Richtung  liekanut  i.st,  die  eine  etwaige 
intermediäre  Integralgleichung  F^O  bestimmt,  der  das  Element  genügt, 
so  werden  die  oo'  Elementarkcg*  !,  die  ein  etwaiges  intermediäres  Integral 
F  ^  const  dem  Punkte  x,  y,  z  zuordnet,  durch  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Diflbrentialgleicliung  in.  p,  q  gefunden.  Das  ist  anch  analytisch 
evident  nnd  gilt  sogar,  wie  die  Formeln  (30)  anf  S.  279  zeigen,  bei  jeder 
Monge-Ämpfersaehen  Gleichung  (22),  für  die  ^—0  ist 

Dementsprechend  findet  man  doieh  Integration  einer  andern  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  die  oo'  Seharen  Ton  Elementen,  die  ein  inter- 
medttres  Integral       const  einer  beliebigen  Ebene  snordnei 
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Wir  nehmen  oo*  FUdien: 

und  ordnen  jeder  eine  sndre  Fl&che: 

y,  je,  a,  h)  -  0 

zu.  Sodann  kongtniieren  wir  in  jedem  Punkt  einer  Fläche  0(a,  h)  =  0 
den  Elementarkegel,  dessen  Ebenen  die  entsprechende  Fläche  ^(a,  h)  =  0 
berühren*).  Auf  diese  Weise  ordnen  wir  jeder  Fläche  <ii(a,h)  =  0 
oo'  Elementarkegel  zu,  deren  Scheitel  aaf  dieser  Fläche  liegen.  Diese 
oo'  E^el  haben  zusammen  cx^^  Elemente,  die  durch  zwei  Gleichungen: 

cl)  (  X ,  y ,  z,n ,  h)  ^  0,      V(x,  tf,^,p,q,a,b)  =  0 
bestimmt  sind.   X^öseu  wir  diese  ûleichuugen  nach  a  und  b  aaf**): 

If,  tf,  Pf  9)  =  ff,     9(x,  y,  g,  p,  q)  -  6, 
BO  besitzt  die  Monge-Ampb^esehe  Glûchnng: 

=-0 

.•^  y  \ 

die  Fonn: 

B(x,  y,  0,  p,  q)r  +     +  T<  -  0 

mid  zwar  erhalten  wir  so  alle  Monge-Âmpèreschen  Qleichungen  Ton  dieser 
Form  mit  einer  intermedÜren  Int^^gral  gleich ung  von  der  Fom: 

V  —  q>  (m)  =  0, 

die  eine  willkürliche  Funktion  enthält. 

{ iSoii  die  Monge-Ampèresche  Gleichung  mit  dem  intermediären  Integrale 

V  -  (jp  (  w)  ^  0 

io  r,  «,  t  linear  und  homogeu  sein,  bü  müssen  die  beiden  Uieichungen 

idcutibch  erfüllt  sein.  Ist  nun  keine  der  Funktionen  u,  «  von  p  und  {{  beiden  frei, 
80  sagt  die  erste  dieser  Bedingungen  aus,  daA  v  die  Fonn  hat; 

r=©(M,  X,  y,  z), 

die  swdtOf  dafi  v  die  Fona  hat: 

*)  Sind  die  Flächen  f^O  sÄmtlich  abwickelbar,  so  muß  man  den  Elementar- 
kegel  nehmen,  desflen  Ebenen  die  Bückkehrkante  der  Fläche  H'{a,b)  =  0  berühren; 
smd  es  insbesondre  lauter  Kegel,  so  artet  der  £lementarkegel  in  das  Büschel  von 
FUchendementen  ans,  desseo  Ebenea  dtunoh  die  Spitee  des  Kegels  ¥(«,d)»-0  geben. 
Dagegen  dürfen  die  Flächen  ^(a,b)  =  0  keine  Ebenen  sein.  Engel. 

**)  Diene  Auflösung  wird  immer  mof^licli  sein,  wenn  die  Flilcbeuscliar  — 0 

wenigstens  od'  verschiedene  Flächen  enthiilt;  liesteht  sie  aus  lauter  Kegeln,  so  müssen 
unter  den  Spitzen  dieser  Kegel  mindeetenu  ot'  verschiedene  vorhanden  sein.  Dann 
nAmlich  «fallen  die  Eleaiente  or,  y,  z,  p,  3,  deren  Ebenen  die  Fl&chen  yfwmO  oder 
ilure  Bflekkéhilcanten  hecfihrai,  sichœ  keine  von  a  und  6  freie  Gleidning.  Engel. 
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Nun  können  p,  q,  r;)  -4-  po  •  uls  o«-»  FJ^euenkoordinaten  der  Eîbene  des  Elementcr 
XfjffZ^p,  q  aufgefaßt  werdeu,  üenmai^h  ët«Ueu  die  (jleìchangen  m»  a,  t>  — 6,  wenn 
mu  a  und  b  irgendwie  wählt,  oo>  Flidienelemente  dar,  deren  Funkte  dp,  f  »ef 
der  Flftche:  friB«»((g,  x,  y,  liegen  und  deren  Ebenol  eine  gewiise  Fllcfae  berQliieii, 
die  in  Rbenenkoordineten  durch  die  Gleiehnng:  fr« &(a, ärp  +  yc^'*!'* 9)  dar- 
gestellt wird. 

Die  von  Iii  e  angegebene  Konstruktion  liefert  also  wirklich  alle  Mouge-Ampère- 
sehen  Gleichungen  von  der  betrachtettiu  Art,  wenn  nur  vorausgesetzt  wird,  daß  keine 
der  beiden  Funlrtionen  «,  e  von  p  und  q  bdden  Afei  let. 

Ist  dagegen  m  von  p  und  q  frei,  r  aber  nicht,  to  wird  die  Hongp-Ampòresche 
Glaiefaamg  dann  nnd  nur  dann  linear  and  homogen  in  r,  e,  I,  wenn  v  die  Form  hat: 

esS(«,£j)  +  SI9  — p,  j). 

In  diesf-rn  Falle  stdlen  die  Gleichungen:  «t  =  a,  v  —  h  hei  beliebiger  Wahl  von  a 
uud  h  tx^  FliuliPnelemeate  dur.  ilerrn  Punkte  auf  der  Fläche  «(x,  y,  «)  =  a  liegen 
und  deren  Ebenen  eine  gewis^t'  Kläebe  berühren,  die  in  Ebenenkoordinaten  durch  die 
Gleichung:  b  ^  Q  a,  xp  yq  —  e ,  p,  q)  dargestellt  wird.  Die  Liesche  Konsbuktion 
ili  also  etwas  so  modifiiieren. } 

bt  flberhaupt  ein  intermedüres  Integral  toh  der  Form:  v--g){u)~Q 
vorgelegt,  eo  lui  die  zugehörige  Monge-Ampàreedie  Gleiehmig  die  Foim: 

Wenn  daher  einf  Unean  Monge>Ampère8ehe  Gleiehnng  ein  intermedÜrai 
Integral  «  —  0  besitst,  so  mOaeen p  vmA  q  swieehen  v  —  6 

eliminiert  warden  kömien. 

Man  findet  daher  alfe  linearen  Honge-Âmpèvetchen  Qleiehangen  mit 
einem  solchen  intermediären  IntegaAe,  indem  man  den  Punkten  jeder 
Flache  der  Schar  ^(x,  y,  t,  a,h)^0  nach  arbitrSiem  Geeetse  jedesmal 
einen  Elementarkegel  znordnei 

Auch  die  allgemeine  lineare  Monge-Ampèreeche  Gleiehnng: 

la&t  eine  geometrische  Dentong  zu,  die  der  im  Ân£mge  des  Päiagraphen 
für  den  hesondem  Fall  RT~^  8^  ^0  gegebenen  analog  ist 

Anf  iigend  einer  FlSche  betrachten  wir  zwei  Terschiedene  dnroh  den 
Pnnkt  X,  fff  M  gehende  Emr?en,  deren  Tangmiten  die  Richtmagskosinus: 
ßi>  Yi       *Hf  fiif     haben,  so  dafi  also: 

und: 

ist.  Sind  JRj  lind  i?,  die  Krümmungshalbmesser  der  durch  diese  Tangenten 
bestinunten  Nonnalachnitte  der  Flache,  so  haben  wir: 
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Yl±£±£  +  roi»  +  2$u,ß,  +  0 

und  wir  köiuien.  Tenachai,  zwei  Hnltiplikatoreii  Ji^  und  ao  m  bestimm 
mm,  daft: 

wild.  Durch  Elimination  der  À,  Mgibt  sich  jetst  noch  eine  Bedingung 
für  «i,  ßit     ßit  nSxnHch: 

ÄftA  -  Äf(%A  +  «.  A)  +  -  0 
und  dieee  ngt  ans,  daß  die  beiden  in  der  Tangentialebene  dea  Ponkiea 
X,  y,  z  liegenden  Biehtnngen  /S^  nnd  o,,  /3,  zu  den  beiden  charakfce- 
riatiadien  Bichtungen,  die  die  Differentialgleichung  B,r-\-%8B-\-Tt'\-  Ü^O 
dem  Elemente  x^y^MfP^q^  zuordnet^  haimonisoh  sein  mflasen,  denn  diese 
eliairakterietiechen  Biehtnngen  sind  durah  die  Gleichung:% 

Rdy^-2Sdxdy-^Tdx*^0 

beeianunt. 

Im  ganzètn  mfissen  also  c^,  a^,  drei  von  nnd  freie  Re- 
lationen befriedigen,  wenn  es  möglich  sein  Boll^  nnd in  der  Tsrlaagten 
Weise  SU  bestimmen,  aber  aoeh  nicht  mehr  als  drei,  denn  in  der  Matrix: 

:    ttj         ttj       it  I 

A*    A»  Ti 

Terschwinden  nicht  alle  sweiidhigen  Detenninante%  wenigstens  wenn  man 
▼oranssetst,  daß  zwn  yevsdiiedene  charakteristisehe  Biehtnngen  TOrhaDden 
sind,  daß  also  BT—  8*  nicht  Terschwindet 

WShlt  man  nun  cti,  ßi,€Cg,ßf  so,  daß  diese  drei  Belationen  befriedigt 
werden,  was  auf  oo^  Yersehiedene  Ai*ten  möglich  ist,  so  sind  nnd  JL| 
Tollstündig  bestimmt,  etwn  durch  die  Gleiehnngen: 

X,  +     ^  Ä(l        +  28pq  +  r(l 

denn  «5'  kann  als  verschiedoii  vou  a^^  angenommen  werden. 

i)('mnach  kann  jede  Imeaie  Monge -Amperesch  e  Gleichung  auf  cv^ 
Arien  so  gedeutet  werden,  daß  sie  ausdrückt,  daß  auf  Jeder  ihrer 
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Integralflächen  die  Erümmungeii  zweiet*  zu  den  beiden  charakteristischen 
Richtungen  harmonisch  liegender  Normalseh nitte  eine  lineare  Relation 
erfüllen,  deren  Koeffizienton  Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  q  sind.  Diese 
Funktionen  sind  beJoumt,  sobald  mau  dai  Paar  toh  ^ormaUcimitten 
gewählt  hat. 

Mau  kann  alier  auch  den  Größen  und  von  vornherein  noch  eine 
Relation  Torschreibeu,  zum  Beispiel     =  A,.    Dann  hat  man: 

2^  -  Ji(l  +JP«)  +  28pq,  +  T{\-\-f) 

feiner: 

also  ergibt  sich: 

(I)  W  +  «.0 1^(1        +  4-  Til  +  a^))  -  2Ä 
wozu  noch  kommt: 

(II)  Äft A  -  SKA + A)  +  Tu,u,  -  0, 
(ID)                «1*  +  A*  +  - 1, 

(IV)  V  +  ^,«  +  (p«,  +  ryA)«=-l. 

Es  ist  a  priori  klar,  daß  die  aus  (TI),  (III),  (IV)  hervorgehende  Relation 
zwischen  et,  nicht  mit  (I)  zusammeufalleu  kann,  sonst  könnte  man 
nUuiluh  die  beiden  Richtungen  «j,  ß^,  j'j  nnd  a«,  ß^,  zueinander  senk- 
recht wählen  und  es  wäre  dann  die  mittlere  Krümmung  eine  Funktion 
der  Lagt-  don  Flächeiieleineiites,  was  nicht  der  Fidi  ist.  Folglich  kann 
mau  jede  lineare  Monge-Ampèresche  Gleichung  auch  so  deuten: 

Die  Summe  der  Krümmungen  von  zwei  bestimmten,  nicht  aufeinander 
senkrecht  stehenden  Normalschuittea  ist  eine  bestimmte  Funktion  von 

y  y     P,  «- 

Kapitel  m. 

Die  BarfllirmigBtraiiafoEiiiatianea  das  Banmee»  die  dnroh 
Bwei  Olelohungen  swlsohen  x,  y,  g,  x^,  y,,    definiert  werden.*) 

§  1. 

Surensytteme  imd  Enrvenkomplexe. 

Eine  Kurvenschar,  die  aus  oc-  den  Raum  ausfüllenden  Kurven  besteht, 
bezeicliiieu  wir  als  ein  KurvensyakiH.  iSiiid  die  Kurven  j^enule  Linien,  m 
haben  wir  ein  Siraìdausystcìn.  Den  von  Plücker  eingeführten  Ausdruck 
Linienkongruenz,  den  ich  von  1870  an  benutzt  habe,  lasse  ich  fallen,  du 

*)  Im  Manuskripte  trftgt  dieMi  Beitel  nnr  die  Nommer  m,  die  Obendirift 
fehlt  Bngel. 
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die  Besdohiiiiiig  StnJiIfiiiiTBteiii  nicht  bloß  älter  aondeni  im  Gronde  auch 
suedmokfToIler  ist. 

Die  Gleifihnngen  einee  KurrensysieniB  lubeo  die  Form: 

9  {x,  y  y  e,  Gy  h)  «  0,      ^(^(a;,  y,  5,  a,  h)  =  0, 

lassea  sick  aber  auch  in  der  Jb'orm: 

flclneiben;  die  Kurven  dea  Syeteme  laesen  sieh  al»  die  IntegralkorYen 
eines  simultanen  Systems: 

dtf  dy  di 

definieren  oder  als  die  Charakteristiken  der  linearen  partieUen  DiffBzential- 

gleichung: 

«j»  +     —  y  —  0. 

Hier  wollen  wir  jedoch  die  Gleichungen:  9>  —  0,  ^  «  0  sugninde  legen. 

Yeriangt  man,  daB  die  Enrre  h  von  einer  nneadlkh  benachbarten 
Eure:  a  +  da,  h-^äh  geechnitten  werden  soll,  so  maß  werden: 

und  eliminiert  man  x,  ?/.  z  aus  diesen  Tier  Gleichungen,  so  kommt  im 
allgemeinen  eine  Gleichung: 

Nun  liefert  jede  Gleichung  h  —  ;t(o)  =  0  eine  Fläche,  die  von  c»^  Kurven 
des  Systems  erzeugt  ist  Wird  daher  die  Differentialgleichung  q  0 
durch  die  Gleichung: 

mit  der  willkürlichen  Konstanten  K  iutep^ert,  so  erhält  man  ou^  l^'lächen, 
die  von  Kurven  des  Systems  erzeugt  hind  und  aui'  deren  jeder  je  zwei 
benachbarte  Kurven  einander  schneiden  und  somit  eine  Umhüllungskurve 
ü  bestimmen.  Man  bekommt  so  oo*  Kurven  U,  die  eine  Fläche  f  erzeugen, 
und  diese  Fläche,  die  vtrir  als  die  Brennftäche  des  Systems  bezeichnen, 
wird  Ton  jeder  Eorre  des  Systems  herfihrt 

Setaen  wir  s.  B.  Tonns,  daS  die  Gkiehoagen:  q>  '^O,  ^  —  0  in 
X,  y,  e,  a,  b  algebraisch  sind,  so  ist  die  Biffuential^elnuig  o  »  0  aneh 
algebraisdi,  liefert  aber  im  allgemeinen  mehrere  Bertimmongoi  für 
dhida.  Sind  die  Kurven  insbesondere  Gorade^  so  hat  dh  :  da  hekaantlich 
awei  Werte,  und  das  sagt  ans,  daß  jede  Gerade  eines  Strahlensystema 
Ton  swei  benaehbarten  geacfanittan  wird. 

Im  allgemeinen  wird,  wenn  ein  Kurrensystem:  9  —  ^*-iO  ?or- 
lisgt,  jede  Knrre  a,  h  von  mehreren,  etwa  Ton  m  Tersehiedenen  benaeh- 
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baiien  Eorven  des  Systems  gesclmitteiL  In  diesem  Falle  lassen  sidi  die 
Ennren  des  Systems  auf  m  Arten  zu  je  oo*  FKoluni  imiammmifhnflfui 
denity  dftß  die  auf  jeder  deiwtîgen  FlSehe  gelegenen  Kuren  eine  Um- 
hfUlangskurfe  liaben.  Dann  wird  ako  jede  Enire  des  Systons  tob  m 
yerschiedeneiì  Knnren  U  berOlirt  und  sie  wird  dementsprechend  die  Brenn- 
fliche  in  m  Flankten  berllliren;  wobei  die  Brennfliebe  nnfter  TJmstlnden  in 
mehrere  nnd  swar  hOehstens  in  m  yersebiedene  Flächen  serfallen  kann. 

Sind  die  Gleichungen:  7  »  0,  ^  —  0  nickt  aUgebraisch,  so  werden 
doch  die  Enrren  des  Systems  im  allgemeinen  ebenfidk  anf  mehrwe  Arten 
an  je  oo*  Flachen  snsammenge&ßt  werden  kdnnen,  und  jede  Emre  des 
Systems  wird  die  Brennfl&che  in  mehreren  Punkten  berflhren. 

Eine  Schar  Ton  00*  geraden  Linien  beaeichnete  Plfioker  als  einen 
Linienkomplex.  DemMitsprechend  bezeichnen  wir  eine  Schar  Ton  oo* 
Klirren,  die  den  Ranm  anafUleu,  als  einen  KurtmikomplegB.  Die  Glei- 
ehmigen  eines  sdchen  Komplexes  haben  die  Form: 

(1)  9(p^,  Vt  '»    h  c)  -  0,      ♦(ä,  y,  »,  «,  &,  e)  -  a. 

Wählen  wir  eine  bestimmte  Enxre  dee  Komplexes,  etwa  die  Kurve  <i,h,c, 
80  k&men  wir  aUe  benachbarten  Ennren:  a  -\-  da,  b  dh,  c  de  anehen, 
die  diese  Eorre  achneidsBL   Whr  finden  sie  duxdi  Bildung  der  01ei- 

diuugeu: 

(2)  tp^da-\- (p^db-\- tp^dC'-O,     ta^a -\- t^db -i- i>^dc 0. 

Indem  wir  sodann  die  GroBen  x,  y,  e  zwischen  den  vier  Gleichungen  (1), 

(2)  eliminieren,  eriiaiten  wir  eine  Mongesche  Gleichung: 

(3)  üia,byC,da,dh,dc)~() 

ab  Autwort  auf  uusre  Frage.  Wir  sehen  also,  daß  jede  Kurve  des 
Komplexes  Ton  00*  benachbarten  Kurren  des  Komplexes  geschnitten  wird. 

§2. 

Ein  Entsprechen  iwlseheu  zwei  Kurrenkomplexen. 
Wir  betrachten  jetzt  zwei  Gleichongen: 

nnd  deuten  x^y,»  9àa  Koordinaten  einea  Pnnktes  in  einem  Banme,  x^,  y^,  j?^ 
als  Koordinaten  eines  andern  Punktes  in  einem  andern  Baume.  Wir  setaen 
dabei  Torana^  daß  sidi  aus  (4)  weder  die  GrSßen  g,    #  noch  die  Größen 
Vif     eliminieren  lassen. 

Erteilen  wir  a;,  y,  #  beliebige  Werte  a,  h,  e,  so  eriialten  wir  die  Kurre: 

(5)  Öi(a,  Ò,  c,  Xi,  y,,  ÄTj)  -  0,     QJa,  b,  c,     y,,     =-  0, 

die  wir  mit      bezeichnen.   Im  Räume  x^,y^,£^  treten  somit  Kurren 

19* 
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auf,  tind  Ewar  kdnnen  wir  «0  so  auffiuMcn»  daß  dem  Pnnkfce  x^a,p^h, 
#  —  c  des  eratan  Baumes  die  Eiirre  (5)  dee  sireiteii  Bmunee  sagaordxiet 
ist  Die  ZaU  der  Kurren  ft^  irt  im  aUgemeineu  00*,  sie  kann  aber  auch 
geringer  sein,  indem  immer  unendlich  ^elen  Ponkton  x,  ff,  »  dieselbe 
Surre  Ji^  zugeordnet  isi 

Dementepreehend  liefern  die  C^leidrangen: 

(6)  Ö,(a:,  y,  z,  a,,  6„     -  0,  y,  z,  a^,      c^)  -  0 

gewisse  Kiirren  k  im  Räume  x,  y,  s.    Jedem  Punkte:      =  a^, 

q  eutspricht  eine  Knrre      und  daher  ist  die  Zahl  der  Kurven  k 

gleich  00^  oder  kleiner. 

Führen  wir  nun  die  Redeweise  ein:  Die  Punkte  2,  y,  und  x^^y^fZ^ 
sind  konjugiert,  wenn  ilire  Koordinaten  die  Gleichungen  (4)  erfäUen^ 
so  sehen   wir,   daß  jeder  Punkt  X,y,z  koü jusjrierte  Punkte  besitzt^ 

deren  <  )it  eine  Kurve  L\  ist,  Demeutsprechi  inl  hat  jeder  Punkt  x^,y^,gi 
00*  kl  injacrierte  Punlcte,  die  eine  Kurve  k  biideii. 

Da  wir  vorausgesetzt  haben,  daß  sich  aus  (4  )  weder  die  x,  y,  g  noch 
die  x^,  y^,  eliminieren  lassen,  so  ist  klar,  daß  weder  die  Kurven  k  alle 
anf  einer  Fläche  des  Raumes  x,  y,  e  liegen,  noch  die  Kurven  alle  auf 
einer  Fläche  des  liauines  .r, ,  ;/,  daß  also  jede  der  beiden  Kurven- 
schareu  ihren  Kaum  ganz  ausiüllt  und  aus  mindestens  00'  versdiiedenen 
Kurven  besteht.  Euthieiuj  uun  eine  der  beiden  Scharen,  etwu.  liie  iiu 
Haume  x^y^s,  bloß  oo'  verschiedene  Kurven,  so  würden  wir,  wenn  wir 
(4)  nach  zwei  der  Größen  x,  y,  0  auflösten,  etwa  nach  y  und  zwei 
Gleichungen: 

y  =  w^{x,  x^,y^,  z^),     s  =         x^^y^,  ^ J 

erhalten,  in  denen  die  drei  Parameter  w^,  yi,  #|  nièkt  wesentlidi  wires, 
die  sich  also  auf  die  Form; 

y   î^ii^y  ç'f^i.yi,  ^1),  xi^t^  Vi,  n)), 

bringen  liefien.  Da  a^tt  Vi}  h  niebi  eUminierein  lassen,  so  mäßten 
diese  Gleichungen  nach  ^  und  %  aoflSebar  seini  und  es  wflide  demnach 
aach  die  Knrfensohar  im  Baume  Xi,yi,Zi  bkiA  aas  oo'  yenehiedenoi 
Enrren  bestehen.  Wir  kCnnen  dazans  sohlieBeny  da6,  sobald  die  eine 
Enrvensebar  00*  yenchiedene  Enrreii  enthfilt,  Ton  der  andern  daaselbe 
gelten  maß.  In  jedem  der  beiden  Biome  gehen  dann  doieh  jeden  Pnnkl 
des  Baames  00'  verschiedene  Karren  éat  betreffiooden  Sdiar. 

Wir  dfirfen  also  jetst  annehmen,  daß  die  Kurven  k  sowohl  als  die 
Karren  kg  00*  an  der  Zahl  sind.  Dann  sind  die  Kunroi  k  IntegraUrarren 
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einer  ganz  bestimmten  Mongescheii  Gleichung,  die  man  findet  indem  man 
swÎMhen  den  Gleichongen: 

I  Q,-0,  0,-0 

die  Größen  Xg,ffifMi  eliminiert   Diese  Mongesehe  Gleichung: 

(8)  l\x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  «  0 

ordnet  jedem  Pimkte  x,  yy  z  einen  Elementarkegel  zu,  der  auch  als  Ort 
der  Tangenten  aller  hindurchgehenden  Kurven  /:  definiert  werden  kann. 
Dein  entsprechend  sind  die  Kurven  die  Integralkorven  einer  Mongeschen 
Gleichung: 

(8j)  rf-q,  fiyx,  (i^i)  =-  0, 

die  man  findet^  wenn  man  zwischen  den  Gleichungeii: 

die  Grdfien  x,  y,  m  eliminiert»  Hier  isl  der  einem  Punkte  Xi,y^,  z^  zuge- 
ordnete Elementairkegel  der  Ort  der  Tangenten  aller  durch  x^,y^j  gehen- 
den Kurreii  A^. 

Nach  den  letiten  Entwicklungen  des  §  1  hahen  aber  diese  Monge- 
schen Gleichungen  noch  eine  andere  Bedeutung.  In  der  Tat,  nicht  man 
die  Bedingung  daftlr,  daft  die  dem  Punkte  x^^jy^yg^  zugeordnete  Kurve  X; 
Ton  einer  unendlich  beoadlibaiten  Kurve  h  geschnitten  wird,  so  kommt 
man  wieder  gman  zu  der  Uongesehen  Gleichung  (S^).  Dementsproehend 
üefert  die  Mongesehe  Gleichung  (8)  die  Bedingung  dafür,  daß  die  den 
beiden  Punkten  9  und  X'^'dx^ y^äy, M-^dM  zugeordneten  Kurven  kg 
euunder  schneiden. 

Wenn  wir  daher  toh  Ausnahm^Rmen  absehen,  die  wir  spiter  h^ 
sprechen  werden,  so  kdnnen  wir  sagen: 

Die  Gleichungen: 

(4)         Qi(ap,  ff,  g,  aUg,  y„  i^)  -  0,  y,    a^,  y»,  0^)  -  0 

ordnen  jedem  Punkte  x,ff,M  eine  Kurve  A^i,  jedem  Punkte  x^^,  yi,z^  eine 

Kurve  k  zu.  Die  oo'  Kurven  ^  erfOllen  eine  Mongesehe  Gleichung: 

(8,)  /; {Xi ,y^,z,,  dx^ ,  dy, ,  dz^  -  0 

and  die  Kurven  k  eine  Mongesehe  Gleichung: 

f{x,  y,  z,  dx,  dy,  de)  =-  0. 
Wihlen  wir  irgend  eine  Integralkurre  JTj  der  Mongeschen  Gleichung  (BJ, 
so  sind  deren  oo^  Punkten  oe^  Kurven  k  zugeordnet,  die  eine  Kurve  K 
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umbüUeu,  und  ^war  ist  diese  Kurve  K  ihrerseits  eine  Intef?Tai kurve  der 
Mongeschen  Gleichung  (8).  Ist  andererseits  K  eine  beliebige  inttgral- 
kiirve  der  ^1  ungesehen  Gleichung  (8),  so  entsprechen  iliren  cx3^  Punkten 
c»*  Kurven  }i\  des  Raumes  x^yy^fg^,  die  eine  Kurve  Kj'  umhüllen,  und 
zwar  ist  Kl  offenbar  eine  Integralkurve  der  Mongesclien  Gleichung  (Sj). 

Auf  die  angegebene  Weise  erhält  man  nun  aas  jeder  Integralknrre 
▼on  (Sj)  eine  bitegialkurve  K  von  (8)  und  ans  dieser  wieder  eine  ÜDtegrsl- 
kurre  È^'  Ton  (^8J.  Es  IftBt  sieh  aber  zeigen,  daß  die  beiden  Kurven 
ond  K^'j  die  in  der  eben  geschilderfcen  Beiiebang  an  einer  Integralkiim  K 
■tehen»  identisoh  sind.  Versuchen  wir  dies  anslytiseh  m  beweisen. 

Ss  seien:  x  ^  Xy  y  =  Y,  z  =  Z,  wo  X,  Yy  Z  Ehmktionen  Ton  I  sind, 
die  Gleiofanngen  einer  IntegraUnnre  K  Ton  (8).  Die  Karre  ist  die 
UmhUllangskarre  der  oo^  Karren  h{t 

Ql(Z,    Yy  Zy  X,y  ^.y»^   -  0,  Q,(X,    Yy  Z,   X.y^.y  fS^   =  0, 

die  den  Punkten  von  K  entsprechen,  ihre  Gleichungen  werden  daher  ge- 
funden, wenn  man  t  aus  irgend  drei  unter  den  vier  Gleicliungen: 

Q,(X,  Yy  Zy  x,y    ,     «  Û,     Q,(X,  Y,  Z,  x,yy„  z,)  -  0 
eliminiert. 

Andererseits  haben  wir  unter  den  Kurven  V  alle  die  auszuwählen, 
die  K  borühren.  Nun  ist  die  Tangente  einer  beliebigen  Kurve  k  in  dem 
Punkte  X,  y  y  z  bestimmt  durch: 

Qi(a:,  y  y  Zy  x^y  y^y     «  0,     Q,(a;,  y,  Zy  x^,  y^,  £r,)  «  0 

ao,  ,  ,  aß,  ,  ,  aß,       n    ^Qi  j  •  ^ßt  j  ,  so, ,  ^ 

JÌCÌX  +  y  y  cl  y  +       dB^Oy     ^dx  +  -^dy+.^fäg^O, 

soll  daher  diese  Kurve  k  die  Karre  K  oder:  x  =  y  —  ;r-«Zim 
JPnnkte  x,  y,  z  berühren,  so  müssen  wieder  die  Gleidiangen  (9)  bestehen, 
man  erhält  demnach  als  Ort  der  Punkte  x^yy^g^t  die  den  A'  berühren- 
den Kurven  Ic  entsprechen,  wieder  die  Kurve  K^,  das  heißt,  die  beiden 
Kurven       und  A'/  fallen  wirklich  zusammen. 

Hierdurch  ist  gezeigt,  daß  zwischen  don  Integralkurven  der  beiden 
Mnnr^eschen  Gleichungen  (8)  und  (S^)  ein  Entsprechen  der;irt  stattfindet, 
dab  jeder  Inteifialkurve  der  einen  Gleichung  eine  ganz  bestimmte  Intpfrral- 
kurve  der  andern  zuejeordnet  ist,  und  zwar  ist  dieses  Entsprechen  reziprok, 
das  heißt,  wenn  Aeme  Inte^alkurve  von  (H)  ist  und  die  ihr  zugeordnete 
Integralkurvc  von  (8j),  so  ist  die  der  Kurve  entsprechende  Iiiti  irralkurvc 
von  (8)  keine  andere  als  K.  Dieses  Entsprechen  zwischen  den  Intec^ral- 
kurven  kann  nun  aber  einfacher  ausgedrücivt  werden  durch  ein  Entspreciien 
zwischen  den  Linienelementen  der  beiden  Mongeschen  Gleichnngeu. 
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In  der  TtA,  dtmkea  wir  ani  «ìnB  Integtalkorve  toh  (8)  in  der  Weiee 
daigeetelli^  daß  x,fffg  Funktionen  Ton  i  gegeben  eìnd,  eo  kOnnen  wir 
neek  den  eben  dnrckgeftüirten  Betraektimgen  anek  die  entipieehende  in- 
tegrelkorve  von  (8|)  eo  daretoìlen,  dafi  gewiese  Fonktionen  Ton  i 

worden.  Beieichnën  wir  dann  die  Ableitongen  nach  t  durch  Akiente^  eo 
kaben  wir  die  Gkidrangen: 

Q,(ar,  y,        y„  ä,)  -  0,     Q,(a;,  y,    x^,  y^,  g^)  -  0 

(10)  ^•+'^»<  +  ^^-<>.         +  + 

also  eeohs  Relationen  swiicken  den  sehn  GrSfien:  x,  y,  g,  x^,  y^,  g^^ 
x'zff'i/,  ^i-yi-^t'  nnter  dieaen  aeche  Relationen  kOunen  doroh 

die  beiden  Mongeeehen  Oleicknngen  (8)  und  (8|)  enelat  werden,  demnach 
iind  die  oo*  Llnienelemente  x,y,9f  i\jf\d  der  Glmcknng  (8)  mit  den 
oo*  Linienelementen  s^if^iM{  der  Gleiohung  (8|)  durch  vier 

unabkSi^ge  Relationen  Terbunden,  wodnrek  eine  nach  beiden  Seiten  auf* 
iSebare  BezîebuDg  iwiaeben  den  Idnienekmenien  beider  Oleichungen  be- 
fltinunt  ist 

Sfshrttben  wir  die  Mongeaohen  Oleichungen  tn  aia%el8ater  Foim, 
etwa  io: 

(")  l-^C*.».'!) 

und 

und  betrachten  wir  demnach  y,  g,  ^itd  ale  Beetimmungsstfieke  der 
00*  Linienelemente  Ton  (8)  und  ^yffi^J^y  y/«  V  ^  Bestimmungietttoke 
der  OD*  Linienelemente  von  (8|),  eo  finden  wir  durch  Auflötung  dner^ 
eeits  vier  Oleichungen: 

Xy~A{x,  y,  yi  -  b(x,  y,  g,  g^  -  C{x,  y,  g,  ^) 

und  andenneiti  vier  Gleichungen: 

(13)         a;  -  A  (xj,  y^,  g^,  j^,),  •  •  -,     Jjl  «  A  (a^, y^,  ä^,  • 

Damit  haben  wir  den  analytischen  Ausdruck  fitr  die  Bexiehung  ziriachen 
den  Linienekmenten  der  beiden  Mongeschen  Oleichungen  gefunden. 

14'ehmen  wir  jelst  eine  beliebige  Integralkurre  der  emen  Mongeeehen 
Gleichung^  etwa  die  Eunre     so  wissen  wir,  daß  ihr  eine  IntegraUEurre 
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d«r  andern  Mongeschen  Gleichung  entspricht.  Um  diese  zu  finden,  he- 
stimmen  wir  die  c»'  Linienelemente  x,y,ss,  x':y':  2'  Ton      und  erhalten 

durch  die  Formeln  (12)  und  (llj)  die  cx)'  Linienelement«  der  Bildkurrc  Ky 
Da  jedfi  Integralknrve  der  einen  Mongeschen  Gleichung  durch  die  ge- 
fundenen Transformationsfnnnfln  in  eine  Tntegralkurve  der  zweiten  Monge- 
schen (fleichung  übergeführt  wird,  so  sehen  wir,  daß  unendlich  henadibarte 
vereinigt  liegende  Linicnelemente  der  einen  Mongeschen  Gleichiüig  fu  sokhe 
unendlich  benachbarte  lAnieneletnerUe  der  andern  über  gelten ,  die  ebet^aUs 
vereinigt  liegen. 

Wir  sehen  ferner,  daB  unsere  Fornichi  oiue  solche  Transformation 
zwischi  II  (U  n  Linienelenienten  der  beiden  Mongeschen  Gleichungen  be- 
stimmen, bei  der  Integralkurven  der  ersten  Mongeschen  Gleicliung,  die 
ein  Linienelement  gemein  haben,  da»  lieißt,  die  einander  berühren,  in 
Integralkurven  der  zweiten  Mongeschen  Gleichung  übergehen,  die  ihrer- 
seits ebenfalls  ein  Linienelcment  gemein  haben. 

Der  durch  die  Gleichungen  (10)  oder  (11),  (Hi),  (1^)  vermittelte 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralkurven  der  beiden  Mongeschen  Glei- 
chungen besitzt  somit  die  wesentliche  Eigenschaft,  duß  BerQhrung  eine 
inrariante  Beziehung  ist 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Flache  tp  im  Räume  y,  B.  Diese  wird  Ton 
Integralkorveii  der  Mongesch^  Qkiehiing  (8)  Überdeckt  Ist  zum  Bei- 
spiel  (8)  in  ué\^x^  Tom  zweiten  Grade,  sind  also  die  Elementarkegel  im 
Baume  a;,  t/,  à  vom  zweiten  Grade,  so  enthalt  die  lüche  9  in  jedem 
Punkte  zwei  Fortsdurettungsricfatungen  (zwei  Limenelemente),  die  (8)  er- 
f&llen,  und  wird. daher  zweiftch  von  Jntegralkmrren  der  Oleichung  (8) 
überdeckt  Überhaupt  wird  jede  Flache  9  des  Baumes  y,  $  mehrfiush 
Ton  Integralkurren  der  Gleichung  (8)  fiberdeckt,  wenn  nicht  (8)  zufSllig 
eine  F  faff  sehe  Gleichung  ist 

Wir  wollen  annehmen,  dafi  die  Fliehe  9)  in  jedem  ihrer  Punkte 
gerade  m  Linienelemenie  enthalt,  die  der  Mongeschen  Gleichung  (8)  ge- 
nfigen,  so  daB  die  00^  auf  der  Fliehe  liegenden  Integralkurren  Ton  (8) 
in  m  Sduoen  zerialleni  die  wir  mit  jb",  h*\  •  •  •  Ä^"*)  bezeichnen.  Dann  gehen 
die  00^  Eurren  h*  in  00^  Integralkurren  der  Mongeschen  Glei<^ung  (8|) 
fiber  und  diese  00^  Kurven  A:/  bilden  eine  Fläche  <p/  d^  Baumes  d^,  yj,  i^. 
Entsprechend  gehen  die  c»^  Kurren  Ä"  in  00^  Integralkurven  Ä^"  von  (8,) 
über,  die  eine  Flwdie  t^'  bilden,  und  so  weiter.  Auf  diese  Weise  wird 
der  Fläche  tp  eine  ganze  Anzahl  Ton  Flachen  des  Baumes  ^Ct,  y^,  «|  zu- 
geordnet^ nämlich  die  m  Flächen  9/,  9/',  •  •  •  ip^^\ 

Wir  wissen  andererseits,  daß  die  Gleichungen:  Qj  =  0,  Qj,  =  0  eine 
Berührungstransformation  bestimmen,  die  jede  Fläche  fp{x,  y,z)  =^0  in 
eine  Fläche  ç^C^i^yi^'i)  =  ^  überffihrt.   Wir  behaupten,  daß  diese  Be- 
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rOhmngitzaiuifoimalion  die  firtthar  betrachtete  FlSdie  ^  gerade  in  die 
m  Fladien  9,',  •  •  •  ^^(">  flberfBlut,  die  fibzîgene  unter  ümst&nden 
Teile  eines  irrednzibeln  Gebildes  sein  kdnuaiL 

Der  Beweis  ist  leidit  za  führen.   Der  Ptmht  x^a,  y  — 
tadgettSi  als  ElementreFein,  geht  ja  über  in  die  Elemente  der  Knrre: 

Nehmen  wir  min  eine  Intei^ralkurve  K  der  Mongeschen  Gleichung  (8), 
00  hat  sie  mit  jedem  auf  ihr  gelegenen  Punkte  oo^  Flachenelemente  ge- 
mein. Daher  führt  unsere  BerOhrungstransformation  die  Kurve  K  mit 
ihren  00^  Punkten  über  in  einen  Elementrerein  U  mit  00^  Kurven  k^ 
und  zwar  so,  daß  U  mit  jeder  dieser  00*  Kurven  oo^  Fläclunielemente 
gemein  hat.  Kurz  die  Flächenelement«  der  Kurve  K  gehen  Aber  in  die 
00'  Elemente  der  Kurve,  die  wir  früher  mit  iTj  bezeichnet  haben. 

Nun  ab(»r  luit  eine  Fläche  tp  mit  jeder  auf  ihr  gelegenen  Integral- 
kurve K  von  (Sì  Fläclienelemeiitp  gcmHn,  da  nber  K  von  der  Bo- 
rührunp^strausfonuiition  in  die  Kurvi^-  übergeführt  wird,  so  imiÜ  Â\ 
auf  der  Fläche  liegen,  iu  die  q>  übergeht.  Mithin  geht  q>  über  in  die 
m  i^lächeu  gn/,  9?,",  •  •  ■  q}^^"*\ 

Man  kann  jedoch  auch  auf  andere,  in  gewissem  Öimie  noch  ein- 
fachere Weise  eine  geometrische  Deutung  unserer  BeriUmmgetraDsfor- 
mation  erhalten. 

Die  Fläche  cp  hat  mit  jedem  auf  ihr  gel 'u^*  m  en  Pnnkte  p  ein  Fiacheu- 
element  gemein.    Da  nun  unsere  Beriiliningblraust mnation  den  Punkt  p 
iu  eine  Kurve  A',  verwandelt,  so  muß  die  Biidfläche  çpj  vnu  çp  die  Kurve 
berühren,  indem  sie  mit  ihr  ein  Fliichenelement  gemein  hat. 

Die  X,  PtotJäc  einer  Fituhr  çp  transformieren  8Ì4'h  daìicr  in  co' 
Kurven  l\ ,  der  m  jede  die  Bildflärhe  cp^  mu  (p  berührt.  Aüe  diese.  Kurven 
bilden  an  Kurvcn.siji>fem,  dessen  Brennjläehe  gmide  aus  den  Flächen  bestdU, 
die  wir  früJter  mit  (p^\  cp^',  -  •  •  ç>/'">  bezeichnet  habcik 

Halten  wir  uns  daher  innerhalb  eines  passend  gewählten  Bereiches 
des  Punktraumes  y,  z,  so  werden  die  in  diesem  Bereiche  liegenden 
Linienelemrate  der  Mongeschen  Gleichung  (8)  eiu-eindeutig  auf  die  Linien- 
elemente  der  Mongeschen  Gleichnng  (8^)  in  dem  Räume  ^r^,  y^,  bezogen. 
Dagegen  werden  die  FlSchenelemente  jr,  z,  p,  q  dieses  Berei<^es  nidit 
ein-eindeutig  auf  die  Flachenelemente  des  anderen  Raumes  bezogen.  Ist 
die  Hongesche  Gleichung  (8)  in  bezug  auf  x'iy'iM  vom  m*™  Giade, 
so  entbüt  jedes  F18chenelement  des  betreifenden  Bereiches  m  Linien- 
elementoy  die  der  Gleichung  (8)  genügen;  diese  m  Linienelemente  gehen 
fiber  in  m  Linienelemente  der  Enrre  Xii,  in  die  der  Ptmkt  des 
Flachenelemciites  x,  ff,  m,  p,  q  bei  der  BerOhrongstiansfonttation  fiber^ 
gefOhrt  wird.  Demnach  verwandelt  sich  das  Flächenelement  x,yfgfP,q 
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in  HI  ilächenelemente  der  Kurve  k^^  deren  jedes  eines  der  eben  bespro« 
ebenen  m  Linienelemente  von  enthält. 

Jede  Flicbe  tp  des  Biiiimes  ff,  »  gebt  also  fiber  m  m  Flächen 
9t 7  9^1 '  '  '  ^i^^^  Baomei  x^^fy^iti-  Demenispiecheiìd  wird  die  in- 
verse Berührungstransformation  jede  Fläohe  des  sweiten  Baumes  in 
Flächen  des  ersten  Raumes  flbeif&bren,  unter  denen  eieb  selbstrer- 
sländlich  die  Fläche  <p  befindet. 

Bezeichnen  wir  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  ein-eindeutige 
BerÜhrungstransformation,  bei  der  çj  in  ç)/  übergeht,  mit  S^,  femer  die, 
bei  dor  ç  in  cp^'  übergeht,  mit  B',  und  endlich  mit  B'~^  die,  bei  der 
^  in  9  übergehl^  so  ist 

das  Sjmbol  einer  BerÜbrungstrsnsformation,  die  9/  in  <p^'  verwandelt 
and  so  weiter. 

Unter  Ums^den  kann  man  sich  die  Sache  vorteilhaft  auch  folgender* 
ma&en  veranschaulichen. 

Die  Fläche  cp  enthält  oo*  Linienelemente  x'iy'',z\  die  \f*i) 

erfüllen.  Die  Linieuelementtranaiormation  (11),  (Hi),  (12)  führt  diese 
00'  LiiiK  iielemente  in  00*  Linienelemente  x^^yu^it  x{'.y^'.z^  über,  die 
(8j)  erlullen.  Der  Punktort  dieser  neuen  Linienelemente  ist  das  Bild  der 
gegebenen  Fläche  9. 

Betrachten  wir  nun  im  Rmime  x,y^s  eine  Kurve  /,  die  der  Munge- 
schen  Gleichung  (8)  nicht  genügt,  und  wollen  wir  das  Bild  dieser  Kurve 
im  Räume  x^,y^^z.^  finden,  so  stehen  uns  mehrere  Wege  offen. 

Die  Kurve  l  hat  mit  jedem  auf  ihr  liegenden  Punkte  p  00*  Flächen- 
elemente gemein,  folglich  hat  ihr  Büd  \  mit  der  Bildkurve  "k^  des  Punktes  p 
ebsoftlls  oo^  FIftebenelemente  gemein  und  enthält  somit  die  Kurve  h^. 
Also  fttbrt  unsere  Berfibrungstransformation  jede  Kurve  I  des  Ratunes 
x,y,Zf  die  der  Gleichnng  (8)  ntdtt  genügt,  in  «ne  Fläche  aber,  die  Ton 
00*  Kurven  ^  erzengt  ist,  nämlich  tou  den  Kurven  Jt^,  die  den  Ponkten 
von  l  entsprechen. 

§  3. 

fiiuige  SAtse  Uber  Mongesche  GleiehiugeB. 

Es  sei: 

/■(«,jf,ir,a5';y';*')-0 
eine  Mongesche  Gleiehong  mid  zwar: 

,     dx        ,     dy        ,  dz 
^  ^  ds'       ^  di'    ^  dï* 

WO  S  die  Bogenlänge  beseichnet   Ooreb  Differentiation  ergibt  sich: 
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abo  wird: 


wo  M  der  Krümmungshalbmesser  der  betreffenden  Integralkurre.  Die 
linke  Seite  ist  gleich  cos  ö,  wo  9  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Haupt- 
normale der  Integralkurre  mit  der  Normalen  des  Flächenelementes  bildet, 


und  liier  hingi  die  nchie  Seite  mir  von  jB,f,  t,  x,  y,  z'  sIk  Damit  haben 
wir  die  beiden  Sftbe; 

AB»  IniegräOtnnm  emer  Mongetehm  OUidtm^f  àie  em  lÂmmAmeHi 
mud  gkkkteUìff  die  OMaHonsébene  gemein  haben,  hetiteen  in  dem  le- 
treffenden  Fünhte  dietdbe  JSrUmmung. 

XhM  sìa  eme  Mene  mn  die  Gerade  eines  lÂmendmmka  der  Monge- 
adim  GIddmng  f^O,  und  koneirmeri  man  für  jede  Lage  der  Eben»  den 
gememtamen  ErimmmgemUiélfiiiM  oBer  InkgraOmven  ten  /—Oy  die 
dieeee  lÂmendemeid  «lAoMm  imi!  die  Utreffende  Ebene  msr  (kdndaMom- 
ébene  haben,  so  Uegen  «Me  ditte  ErUmmtngsmiUdpierd^  anf  emem  Erette. 

Hiermit  ist  eine  Bnreitenuig  dee  Hensniericlien  Theoreme  ge- 
wonnen.*) 

Nehmen  wir  nun  one  beliebige  Flädhe  und  eine  beliebige  nicht 
lineare  Mongeeche  Gleichung,  so  enthält  die  FlSche  immer  unendlich  viele 
Ponfcte,  in  deren  jedem  sie  den  zugeordneten  Elementarkegel  der  Monge- 
sehen  Gleichung  berührt.  In  jedem  solchen  Punkte  fallen  zwei  von  den 
anf  der  Flache  liegenden  Linienelementeu  der  Mongeschen  Gleichung  vor 
eammen  und  durch  dieses  doppelt  zählende  Linienelement  geht  eine  auf 
der  Fläche  liegende  Integralkurve  der  Mongeschen  Gleichung.  Dabei  ist 
aber  wohl  zu  beachten,  daß  der  betreffende  Punkt  im  allgemeinen  kein 
regulärer  Punkt  der  hindurchgehenden  Integralkurve  ist,  ausgenommen 
wenn  die  Fläche  auch  in  dem  benachbarten  Punkte  der  Kurre  wiederum 
den  Elementarkegel  beriihi-t. 

Berührt  ahrr  die  Fläche  in  jedem  Punkte  einer  auf  ihr  iicgmden  Inte- 
ffrnlkurre  einer  nicJdUnearen  Mongesciien  Gleichumj  den  mujcordnden  Ele- 
•  wfntarì.r'V'ì ,  so  oskuliert  Rie  alle  JntegraHcurven  der  Mongeschen  GUichung, 
die  jene  erste  Int^olkurve  berühren. 


*)  (  Vgl.  die  Note:  ^nr  GecmetEÌe  «imr Mongesoliea OMdmng",  Leipz.  BeK;  1898, 
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(Es  sei  D&ffllicb,  indem  x  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wird, 

(A)  «(«,y,»,îO 

die  nirhtlineare  Mongeschc  Oleichunp  und  $~fp{x,y)  f"!'^"  iM'Hebipti  Fläche.  Soll 
dicRo  in  dorn  Punkte  ;);, y,  2  ^  (o;,  den  zugeordneten  Elemeutarkegel  berühren,  so 
muß  die  Gleichung 

(B)  i^'-qr^  +  tTy!/', 

die  alle  auf  der  FlÄche  z=*qp(x,y)  liegenden  Linienelemeute  x,y,z,ij\s'  bestimmt, 
wenn  man  y  und  z'  als  rechtwinklige  Koordinaten  deutet  nnd  x,y,t  ah  Parameter 
»offikBt«  die  Tangente  der  Karre  «''^«»(«iytir,y^  dantcUen,  ee  mfiaseii  «lao  die 
beiden  Oleiohimgeii: 

(0)  y.  +  V,!^— •(«iy»*»A  y,  — «^t 

wemi  mm  in  ihnen  «  —  ^  («,  aetit,  dnrch  geeignete  WaU  T4m  befriedigt  wetden 
können.  Hau  «ridlt  daliei  an«      èaxdti  BUanaatioii  vmi  y'  eine  Bdalion  swiseben 

X  nnd  y,  die  den  Ort  aller  Punkte  bestimmt,  in  denen  die  FUtche  den  mgeordoetoB 

Blementarkotjel  der  Mon<»est'hen  Gleichung  (A)  beriihrt 

Wir  wollen  nim  annehmen,  dt^x,y,  z  ein  Punkt  ist,  in  dem  die  Fläche  j:»9)(x,t/) 
den  zugeordneten  Elementarkegel  besOhrt^  so  dafi  also  für  dieieik Punkt  a;,    c  «^s  9  (o^ 
die  OWhongen  (A),  (B)  und  (0)  durdi  gewisse  Werte  too  y^  und    befriedigt  weiden; 

die  Tangentialebene  der  FlUche  r  =  qp  (r ,  y;  in  dem  Funkte  x,y,z  berührt  dann  den 
dieeem  Pnnkto  zugeordneten  Elementarkegel  iSn^  der  Oeraden  des  Linienelementcn 
.T,  j/,  z,  ?/',  z',  und  X  4  fi  r.  if  -\-  y'dx,  z  -\-  z'dx  ist  daher  ein  dem  Punkte  x^y^t  un- 
endlich beuachbartet  Punkt  der  Fläche. 

Verlangen  wir  jetat  noch,  daft  die  FUohe  auch  in  dem Pmktex  +  li«,  y  -(-  y'dx,, 
$-\-  /  dz  den  zugeordneten  Elementarkegel  berühre,  so  iai  daau  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Gleichungen  (C),  wenn  man  in  ihnen  .r,]/,  durrh  x-^dr, 
y  -\-  y'dXf  z  -f  /dx^  V  -{-dy  ersetzt,  durch  geeignete  Wahl  von  dy  befrit  digt  werden 
können.    Die  erste  der  Gleichungen  (C)  ergibt  bei  dieser  Operation  die  folgende: 

+  y  V»,)    +  9^  <^y'=  + »y<*y'. 

die  wegen  der  aweiten  Oleiebung  (G)  tob  gana  frei  wird  und  sidi  anf  die  Be- 
dÌBgni»g{ 

(0)  •,+îf'«,+««», 

reduziert,  wo  natürlich  immer  (p{x,y)  für  a  in  selaeu  ist.  Ist  die  Bedingung  (D)  er- 
fi'illt,  so  ist  offenbnr  auch  unsrc  Fordcrung  erfüllt  und  die  zweite  der  Qleiohungen  (C) 
liefert  durch  die  angegebene  Operation  den  betretfenden  Wert  von  dy. 

Die  Bedingung  (D)  hat  nun  den  begrifflichen  ginn,  daß  alle  dem  Linienelemente 
Xyy,z,y\  z'  nnendlioh  benaohbarlen  lanienelenieiite,  die  der  Mongesohen Glttehung  (Â) 
genügen  und  deren  Punkt  der  Punkt  y  +  S^^^»  u-^i^àx  iafc,  anf  der  FUtche 

2  =  qp(x,y)  liegen.   In  der  Tat,  ist  a:-|-da:,  y-\-ydx,  s-\-z'dx^  !f'H-*!>^i 
em  beliebiges  Linienelement,  das  der  Gleichung  (A)  genügt,  so  ist: 

9z  ^  («.  +  y'«y  -I-  ••.)  Ja  -Î-  »^dy' 
oder,  wegen  (Ç)  ond  (D): 

was  eben  naoh  (B)  aussagt»  dafi  dae  Ltnieneleninnt  tz  -|-  dsz^  , . di'  auf  der 
n&che  s  — liegt. 
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Wenn  daher  die  FUohe  «  b  9  («,  y)  ia  den  beiden  mmidlieh  beniehbartea 

-  Punkt<»n  x,  y,s  und  x-{-dx,  y-\-y'dx,  s-\-e'dx  den  zugeordneten  Elementarkegel 
berührt  und  dabei  j-.v,  '  der  Mongeacheii  Gleichung (A)  genü^jendeti  Linien- 
eiemeut  ist,  so  hat  jede  iutegialkurve  der  Mongescbeu  Gleichung,  die  das  Linien- 
element Xfy,x,y\g'  enthält,  auch  das  benachbarte  Linienelement  mit  der  Fl&che  ge- 
mein, daa  li«i6t,  lie  wird  von  der  lUohe      9(a;,y}  oakoliert*). } 

Zugleich  orgibt  aich  noch  der  Ssls: 

Lie/fi  eine  Fiädie  vor,  die  in  jedem  ikrer  Punito  den  miffeordneien 
limenMtegd  "beHäuiy  so  eànUìiiert  eie  aUe  sie  leHänrenden  JbUegraiBmnen 
der  Mtmgeaàien  Qìeidiung. 

Eine  SlMse  ron  Mons^^lmp^resdieii  Gleidmngen  2*  Ordnung 

mit  intermedilren  Integralen« 

Lie^t  eine  Celiar  von  oc'  Kurven  vor,  die  tleu  Kaum  auafüUeu,  so 
liuiltt  man  alle  Flächen,  die  ili  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Kurve  der 
Schar  oskuliert  werden,  durch  Integration  einer  partiellen  Dift'erential- 
gleicbung  zweiter  Ordnimg  von  der  Form: 

(14)  r-^2IÌ8  +  NU  +  ü(x,  y,  f,  jp^  j)  -  0. 

(  In  der  Tat,  die  betr^fonde  Korvenaehar  ttüd  dturdi  swei  DiffiaieDtialgleicInmgen 
von  der  Form: 

definiert,  aus  deueu  folgt: 

Verlangt  man  nun,  daß  dio  b  l&che  t  ^  f  {x^y)  in  jedem  Funkte  von  einer  Kurve  der 
Schar  oskuliert  wird,  so  müssen  fiberdie«  die  Gleichungen: 

erfiQlt  sein,  es  muß  abo  werden: 

(16)  l^  +  ay'  — •(«.y.«,y').  »-  +  2«y'+<y'*  +  «  — ^(x,y,r,y') 

woiaw  dardi  EUmioation  voit  y*  eine  partielle  IKffereiitialgleidHiiig  von  der  Form  (14) 

herroigehi  ErUQt  man  ana:  1»H~9!^~*  doreh  AaflOnmg: 

so  ist  N  im  allgemeinen  eine  regottxe  Funktion  aeincr  Argumente,  nur  wenn  das 

Flilthenelcment  J,  y,  r.  jj,  (7  den  seinem  Punkte  zrtpeordneten  Eiementarkegel  berührt, 
wenn  also  sogleich  die  Jäelation:  erfCUlt  ist,  verhält  sich  ü  sicher  nicht  mehr 

reguULr. 


*)  In  einem  andern  Eonvolot,  daa  eine  Menge  voriftofiger,  noch  nicht  suaamaeD- 
hängend  redigierter  Aufteiohnnngen  enthält,  spticlii  Lie  den  folgttiden  Sats  ans: 

,36rfihrt  eine  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  den  angeordneten  Elementarkegel  und 
ogkuliert  sie  eine  durch  den  Punkt  flehende  Integ^ralkurre,  so  oskuliert  sie  alle  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Integralkurven,  die  die  erste  berühren/'  Man  überzeugt  sich 
leidit,  dftS  dieier  Sate  mit  den  ébea  bewieeenen  gkidibedeatend  iai 
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Erwähnt  sei  noch  folgendes:  Ist  x,ff,z^p,q  ein  FUcIienelemeiit  einer  Itttegzal- 

flache  von  (14),  »o  ist  die  daroh  den  Prinkt  x,y,s  gehende  Komplexkurve,  dÌ6  dl©* 
Fläche  inx,y,]v  oskuliert,  vollständig  bestimmt  und  zwar  dnich  die  Werte: 

die  yf  und  $  im  Punkte  x,y,z  haben.  ) 

Die  Gleichung  (14)  hat  intennediäTe  Integrale  und  deren  sdogar  drei, 
u^XfiffßfPfqj^a,  V  =^bf  w  ~  c,  so  daß  also  (vgl.  S.  28U;  auch 

ß  (u,  t;,  to)  =»  0 

bei  beliebigem  Sl  stets  ein  intermediäres  Integral  ist 

{Offenbar  befriedigt  nämlich  jede  Fläche,  die  von  oc'  Kurven  unsrer  Schar  er- 
ü^agt  wixd,  die  Differentialgleichung  (14).  Nun  aber  werden  (vgL  S.  226)  unsre 
0»*  Knxven,  aufgefaftt  ils  BLemeiitTersiii«^  doreh  diei  Glndimigeii  von  der  Fom: 

dugeitellt,  wo  «,  «,  to  pMunraue  in  Invention  Uegea.  Dttnnedi  beeitrt  i.  B.  die 

Gleichung:  m»«  eine  vollständige  LQmuig«  die  dnxoh  «p*  unsrer  ob*  Knrven  dar- 
gestellt win!,  nntl  jetle  Fläche,  die  von  oo*  tinter  diesen  »•  Kurven  erzengt  wird, 
ist  eine  Integmltiuche  von  «  =  a,  woiaus  hervoxgeht,  daß  «  — a  eine  intexmediftxe 
Integralgleichung  von  (14)  ist. } 

Soll  nun  aber  F{x,  y,  z,  p,q)  ^  a  ein  intermediäres  Integral  von  (14) 
seiii|  BO  muß  (14)  eine  Folge  der  beiden  Gleichungen: 

i;«  +     ri- -f;  +  a-F.  -  0 

ei  niiifl  also: 

F*r  +  2  F,F^8  +  F,«  ^  +  F^  (F. + pFJ  +    (F,  +  jf^  = 
Min,  das  heifit: 
oder: 

F^-NF,^0 

+       +  N(F^  +  qF,)  -UF^^O. 

Diese  beiden  linearen  partiellen  Dirt'ereutialgleichungen  für  F  müssen  drei 
miabhängige  Lösungen  besitzen,  sie  müssen  also  ein  zweigliedriges  voll- 
stündiges  Hystem  bilden  und  da  sie  nach  F^  und  F^  aufgelöst  sind,  so 
niiiB  der  aus  ihnen  gebildete  Klanimeransdnick  identisch  versehwinden. 
Für  die  beiden  Funktionen  N  und  U  ergibt  das  die  Bedingungen: 

■^pN,  +  N(N,+  qN,)  -  UN,--  ü;+  NU,  -  0. 

Um  den  begrifflielien  Sinn  der  beiden  Bedingungen  (17)  bxauchen 
wir  uns  eigentlioh  nicht  za  kfimmera,  sie  sagen  eben  ans,  daß  (16)  ein 
zweigliedriges  rdlstiadiges  System  ist,  und  daß  das  Problem  sn  einem 
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Eumnkomplexe  gehdri  Zum  Beispiel  bedeutet  die  erste  der  Glei- 
ohnngeii  (16),  daß  die  eingliedrige  Grappe^  die  ron  der  infiniteeimalen 
Tnnafmistion: 

erzeugt  wird,  jedes  eine  intermediäre  Integralgleichung  erfüllende  E'euicnt 
X,  y,  z,  p,  q  Iii  ein  eVjensolches  Element  überführt.    Nun  über  haben  die 
beiden  unendlich  benachbarten  Elemente  2C,  y,     p,  q  und  z-^âx, 
q  i-  ôq  den  Paukt  x,y,e  gemein,  und  ibre  Ebenen,  die  durch  die  Glei> 
cbungea: 

dg  —  pdx  —  qdff^O 

und 

d#  —    +  ôp)dS''(q  +  dg)<{jf  —  0 
bestimmt  sind,  haben  die  Biohtiing: 

âp  (ix  4-  àq  dy  —  0,    de  '^pdx  +  q  dy 

gfuif in,  also  ist  jedem  Element  x,  y,  p,  das  einer  intermediären  Inte- 
graigleicbong  genügt^  die  in  ihm  enthaltene  Kichtung: 

dy  —  NdXf  d0^(p-\-  Nq)  dx 

derart  zugeordnet,  daft  das  ganse  Bllsehel  aller  dmeh  diese  Richtong 
gebenden  FlieheDelemente  eben&Us  der  intermedi&ren  btegralgleidinng 
genügt  Dabei  ist  aUerdings  die  YoraoBsetEung  gemacht,  daft  sich  N  ÜBr 
das  Element  rr,  y,    p,  q  regoUr  TerhSlt 

Hierin  liegt  nim,  daft  jede  intermediSre  Integralgleichmig,  fOr  deren 
Elemente  sieh  N  im  allgemeinen  regnlSr  yerhSlt,  eine  lineare  partielle 
BifiiBrenttalgleiehnng  ist  Jede  lineare  partielle  intermedi&re  Integral» 
gleiehnng  kann  aber,  das  ist  begrifflich  klar,  an  Charakteristiken  nnr 
Kurven  des  Xompl^ceB  haben,  demnach  sind  die  Integralflishen  jeder 
solchen  intmnediSren  Integral^eichimg  von  Surren  des  Eamplezes  er- 
sengt. 

{ Daß  die  CharakterÌBtiken  jeder  linearen  partiellen  intermediären  Integralglei- 
chung Kurven  des  Komplexes  sind,  siV-ht  man  so  ein:  Ist  x,y,z,  p,q  ein  beliebiges 
Flächenelement  einer  sukben  Integralgleichung,  fOi  das  sich  N  regulär  verhält,  so 
geht,  irie  ëbea  gezeigt,  doreh  den  Punkt    y,  «  die  Bichtqng: 

dy  =  Ndx,   dg  ^  (p Nq)dx, 

die  diesem  Flächenelemeute  angehört,  und  alle  o»  '  der  intermediarmi  liitegnilgleichnng 
genagendsn  Flftehenalemenie,  die  x,y,£  zum  Punkte  haben,  gehen  anob  dnxoh  diete 
Blditung,  die  infolgedeteen  die  Tangente  d«  dnioh  den  Punkt  o;,  «  gehenden 
charakteristischen  Kurve  C  unsrer  intermediären  Integralgleichung  ist.  Nun  aber 
ist  nach  S.  Soi  f  (Ii«  pImui  besprochene  Richtung  zugleich  die  Taugente  einer  be- 
Btinuuten  Kompioxkurvu  A',  und  K  oskuliert  jede  IntegralÜächä  vun  (14),  also  auch 
jede  Litegislfflklie  nnuer  întemedAien  Integralgleichung,  die  deich  eine»  jener 
Fttchenelenunte  geht,  aleo  fiberlunipt  aUe  durch  den  Punkt  gehenden 
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IntegralflSchen  der  intemediìireu  lulegralgîoiclinng.  Ihfse  von  Cuarakteristiken  er- 
zeugten iQtegialûàcheo  enLbalteu  aümtlicli  die  charakteriâtische  Kurve  C;  sie  köuuen 
«Lahor  TOn  K  dum  und  mir  dum  oekaUert  werden,  wenn  C  ▼on  K  odralierb  vird. 
Demnncli  tnxd  jede  charakteristiBcbe  Kurve  uusrer  intermediären  Integralgleiehiuig 
in  jedem  ihrer  Punkte  von  ciucr  Komplexkurvc  nicht  bloß  berfihrt,  eondem  nii^eidi 
oskulieri,  daa  heißt  sie  ist  selbst  oin--  Komplpxknrve.  ) 

Die  einzigen  Flächeneleruente,  für  die  sich  N  nicht  regulär  verhält, 
sind  die  Flächenelemente,  die  die  ihren  Punkten  zugeordneten  Elementar- 
kegel der  Mongeschen  Gleichung  berühren,  die  durch  unsern  Kurven- 
komplex  bestimmt  ist.  Der  Inbegriff  dieser  Flächenelemente  bestimmt 
aber,  wenn  die  Mongesche  Gleichung  keine  Ffaffsche  ist,  stets  eine  nitjht 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Intei^raltliichen 
in  jedem  T  unkte  den  zugehörigen  Elementarkegcl  berüiiiüu  und  also  liach 
dein  Früluien  von  jeder  sie  berührenden  Integralkurve  der  Mongeschen 
Gleichung,  mithin  insbesondere  von  jeder  sie  berührenden  Komplexkurve 
oskuliert  werden.  Demnach  bildet  in  diesem  Falle  der  besprochene  In- 
begriff von  Flächenelementen  immer  eine  singalfire  intermediäre  Integral- 
gleiehiuig. 

Damit  haben  wir  ctae 

Theorem  X.  Eine  Mcnffe-Ampèresàie  Glekhtng  von  der  Farm: 

r  +  2  N{x,  II.  r ,     ^)s  +  N*t-\-i'  *  ,     z,  p,  q)  =  0 

besitzt  dfifin  und  nur  dann  eine  intertnediarc  Itdtgf  ahjlvidmng  von  der  Fann 
Sl(u,  V,  14;)  ^  0,  wo  Sl  eine  uillkiirlir/tc  Fuu/äion  von  u,  v,  w  hezeidmet 
und  u,v,w  drei  unahhämjige  Fuuktiomn  von  x^y^eyp^q  sind,  wenn  das 
Froblem  in  folgender  Weise  von  einem  Kurvenkomplex  abhängi:  Es  werden 
aUe  Fläciien  gesucht^  die  in  jedem  Punkte  eine  Kurve  des  Komplexes  osku- 
lieren.    Werden  die  Kurven  (ds  EkmentmaunigfaUiykeiieu  daryostdli  durch: 

«(«»y,*>JP>«)-»#   «C^iy,^»i',2)-&,  i^i^»!f,e,p,ç)'~c, 
so  igt: 

Q  (m,  V,  tv)  =  0 

die  ailgemeine  Form  einer  intermediären  Integralgleichung.  Außerdem  gibt 
es  noch  eine  singidäre  intermediäre  hdegralgleichung ,  die  (jehildet  wird  von 
dem  Inbegriff  nlhr  FUiclieneiemeide,  die  zu  der  dm'clt  den  Kurvenkomplesc 
bestimmten  Motèyescìicti  Glciciiuìig  geitören, 

§5. 

Weitem  Aber  die  in  §  2  bespmliene  BerlUinuigstnuisfbriiuttios. 

Es  seien  jetzt  wieder  zwei  Gleichungen: 

y>         2/1»  ^i)  =  ^>         C^»  Vf  ^>  ^i;  yi»  *i)  =  0 
Toxgelegty  die  râie  BerQhraiiiptranefoniiatioii  bestimmai.  In  jedem  der 
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bttden  Bamne  x,  m  and  ^e^,  y^,  Mg  tritt  dann  ein  KiiTT€iikompl«z  «nf  mit 
einer  Mongescheii  Gleichong: 

f{x,  y,  M,  dxidffi  dß)  —  0 

und: 

fi  («i»  Vi,  ^i,      :      :       -  0; 
an  jeder  dieser  beiden  Mongeseheu  ôleiehnngen  gehört  eine  partielie  Diffe 
zeutÎBlg^Ghimg  sireiter  Ordnong: 

und: 

nnd  jede  dieser  Differentiaigleidiangen  beutst  eine  singnlSre  intermediSie 
Integpralgleichimg: 

und: 

die  darch  die  zu  der  betreffenden  Mongeschen  Gleichung  gehörigen  Flächen- 
elemento  bestimmt  ist 

Die  beiden  partiellen  Differeatial^eicliangen  swelter  Ordnung  ent- 
■preehen  mm  einander  witài  bei  der  BerUhrungstransfonnation,  dagegen 
wollen  wir  beweieen,  daB  nnsere  BerQhnmgvtnmafonnation  die  Okichnng 
erster  Ordnung  F^O  in  die  Gleiehnng  JP^    0  flberftbrL 

Liegt  nimlicih  im  Banme  x,  y,  m  eine  Fliehe  Tori  die  in  Jedem  ilizer 
Fmücte  den  sngehSrigen  Elementarkegeil  berfihrl^  alao  mit  andern  Worten 
eina  Integrelfliehe  Ton  F(x,  y,  Zj  p,  9)  —  0,  so  gibt  ee  anf  diesar  ilSehe 
nioht  wie  im  allgemeinen  FaUe  m  Schalen  Ton  Integtalkar^en  der  Monge- 
schen Gleichmig  f  {x,  y,  m,  dxidy,  dä)  —  0,  sondern  blofi  m  —  1  Scharen» 
unter  denen  aber  eine  doppelt  sShlt  Daa  den  00*  PtudEten  der  FiSche 
entapredicinde  Eorrensjatem  im  Baume  Xg,  y^,  Mg  (j^  S.  291  IL)  beeitot 
daher  »  —  1  Brennflächen  9tf9t"f-f  denen  eine  doppelt  aShli 

Diese  doppelt  sohlende  Bresmfl&ofae  wird  Ton  den  00*  Sarren  des  Systems 
oskolier^  und  da  die  Snnren  des  Systems  IntegrallrarTen  der  Mongeechen 
C^leicihnng  ft{Xi,yi,  m^, dx^  :  dy^  :  ds^  —  0  sind,  so  erfUlt  sie  augenschein- 
lich die  partielle  Differentialgleichung:  Fi  {Xg,  y^,  t^,  Çi)  =  0.  Also: 
Theorem  XI.  Unsere  Berühmngstraiuformatian  fiifirt  die  Gletdmng: 
(»»  tff       ff)  -  0     <^'^'  Gleichung     (a:, ,  y, ,    ,    ,     =  0  Uber. 

Anmerkung.  Bei  einer  BerOhrungstransformation»  die  nur  durch 
eine  aequatio  directrix: 

bestimmt  ìsl^  gelten  aimliftha  Beaiehungen. 

Auch  hier  treten  swei  Mongesehe  Gleichongen  auf: 

f(x,  y,  0,  dxidy:  d$)  -  0,  /;  (x^,  y^,    dx^  :  dy^  :  dMg)  -  0, 
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TOn  denen  zum  Beispiel  die  erste  die  Bedingung  dafBr  iti,  daß  im  Baume 
^itVu^i      beiden  onendlich  benachbarten  FU&chen: 

ö (ä  ,  y,  s,  x^,  j/i,      =  0,    Q(x-j-  dx,  y-{-dy,£  +  dz,  x„  y,,Zi)  -  0 

einander  berühren;  femer  geböreoDi  zu  diesen  Mongeeehen  Gleichimgen  swei 
partielle  Differential^eichnngen  enter  Ordnung: 

^{(e,  Sf,    P,  q)  =  0,  y„     p,,     -  0. 

Wird  nun  eine  beliebige  Fläche  von  lutegralkui  .  eu  der  Mougescheu  Glei- 
chung =■  0  geriide  >/<-facli  üliordeckt,  so  wird  eine  iütA.'giaitläche  der 
Gleichung  7*'^  ü  gerade  («i  — l}-facli  überdeckt  und  eine  der  t/i  —  1  Scharen 
von  lut  eg  rul  kurven  zahlt  doppelt.  Das  System  der  oo*  Flächen,  die  im 
Räume  x^,  y^,  den  Punkten  unserer  Integralfläche  entsprechen,  besitzt 
daher  m  —  1  Breuoflachen,  unter  denen  eine  doppelt  zahlt 

Dm  Integralffichen  von  F^O  aind  diejenigen  FtScben,  die  von  den 
FISeben  dea  Flacbenkomplexe«  ^{x,y,Zy  x^,  y^,  z^)  —  0  oakuliert  werden. 
Stellt  man  die  FKieben  des  Komplexes  dnrch  drei  Gleiobnngen: 

y,  ^,  P,  9)  =  a,    t'  {x,  y,  z,  p,  q)  -  h,    w  {x,  y,  ^,     q)  ^  c 

dar,  so  aind  nach  dem  Früheren  (vgl.  S.  204, 274)  alle  Oleicliuugen  von 
der  Form:  !  ,  )  — 0  intermediäre  Integralgleicbongen  einer  Monge- 
Âmpëreschen  ûleiekong: 

uud  diese  Gleichung  hat  eiue  singulare  intermediäre  Integralgleichung, 
uüadich; 

^(^,  y  y  «1  ih  î)  -  0. 

I  Ist  f  B  w  (x,  y ,  X| ,  y, ,  £,      su  iindet  uiau  die  eiue  der  beiden  Mongeachen 
GleicLuu[^n,  indem  man  x,,  y,,     />|,     aus  fünf  der  sechs  Gleichougen: 

«I  •.^+ (•,^+ «k  V.)  -  ^ 
alt  Fimktioneii  von  ic,  y,s,y'  beatîniml  und  die  gefimdeuen  Wette  ia  die  aeehtke  dei- 
chuBg:  s^-B    +  S^*y  täiMML  Dabei  werden         <,  aoldie  Fnnktìooen  von  j^«  daB: 

ist  und  infolgedeMea: 

Die  Fttehenelemente  a;,y,£,|),9,  die  sa  dar  so  gaAmdenen  Hongescbea  Oleichaag 
gehfiien,  erf&Uein  die  Bedingung,  die  am: 
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dmeli  Bliniiimtion  toa  |^  borvotgeht;  »ber  dkie  beiden  Gleidnuigeii  redtuieren  eiclk 
▼exmSge  (F)  und  (E)  auf:  j»*"«^,  l^^uu^        «odi  aagen,  dtS  dime 

Blftehenelenieiiie  die  Gleiebmiff  exfUleiu  Âe  ftm  und: 

dmnk  EUminatiea  von  a;„y,,«n  p„gt,y',/  b«rrorgeht,  oder  ktaar  die  ffleWiimg, 
die  tua: 


CO) 


-«JH  -»Ifc 

Û)  fli)  fl> 

r*i    »ri  »»i 


dnrcb  Elimination  x^^y^^^^  erholten  wird.  Demnach  kOuncn  die  Flächenelementä 
der  Mong«schaii  Qleiehung  audi  deEniert  ««den  ale  diejenigen,  für  welche  sich 
die  AnfUemigeD  der  drei  enien  Qleiebnngeik  (G)  iiaeh  «|,y„«|  niebt  inebr  regoUr 
verhalten. 

Ist  nnn  s  ^  ^  {x,  ij)  <^ii)0  Tidêgralfliiclie  der  partiellen  DitTcrentialgleicLung  erster 
Ordnung,  die  aus  (i)  durch  Elimination  von  entsteht,  so  kann  man  .T,,i/,,r, 

derart  als  Funktionen  von  x  und  y  bestimmen,  daß  tiicb  die  Gleichungen  (G)  bei  der 
Siibittintion: 

in  IdenÜtMen  verwandeln.  Dann  alio: 

tö^  dx,  +      cfy,  -f  m^dz^  0 

bei  beliebigen  dx  und  thj,  und  man  erkennt,  daß  man  wegen  der  letzten  der  Glfii- 
chungeu  ^G)  das  VerbäUniü  dx-.dy  immer  ho  wäblen  kann,  daß  die  beiden  Glei- 
chungen: 

«lAlttt  eind.  ]Qt  andern  Werte;  Die  fUebe  è  ^  7  (Si  9)  bat  in  d«in  Punkte  «,y,« 
mit  der  Kompleadtecbe: 

»  —  •  ft.  »Ii  «(^e»^.  P».  SÖ,  yOP,  JÖ) 

die  beiden  nnendlidi  benacbberten  Iliebenelemente:  «,y»«,i»,t  nad 

q,-\- dq  gemein,  wo  natficUch  dem  Terhältuisse  dx  -.dy  der  eben  besprochene  Wert 
tu  erteilen  ist.    In  diesem  Sinne  ist  mithin  hier  das  Wort  osknlieren  zu  verstehen. 

Noch  ist  zu  bemerken,  daß  unter  Umätäudeu  bei  besonderer  Beschaffenheit  der 
Gleichong:  «  u  (x,  y,  ,  y,,  z^;  gar  keine  Mongesche  Qleichtuig  auftritt,  wie  schon 
dtta  Bebpid:  B^x^x-\-y^y-^»i^  ceigt} 


20^ 
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Die  beiden  Mongeschen  Gleichnngen^  die  zu  der  in  %  2 
besprochenen  Berfthmngstransformation  gehören. 

Ist  eine  Üerühruiigstraiiai'ormation  durch  zwei  Gleichungen: 
fli  («,  Sf,  *f  «1,  Vu  h)  -  0,   Q,(af,  f,    Äii,  jfi,  *J  -  0 

definiert,  so  tritt,  wie  wir  gesehan  haben,  in  jedem  der  beiden  Rinme 
Xfy,g  and  Xi,y^,Zi  eine  Hongesche  Qleichnng  aa£  Eb  ist  mm  nicht 
anegeMshloasen,  daß  die  eine  dieser  beiden  Mongeeohen  Gleichnngoi  eine 
FfolMe  iat,  aber  ea  ISBt  flieh  nachweinn,  dafi,  sobeld  die  euie  eine 
nicht  integrable  Pfidbehe  Gleiohnng  iet,  die  andere  keine  Ffiiffirahe  Qlei- 
drang  fldn  kann. 

Um  das  sa  aeigen^  denken  wir  nna  in  dem  Baome  X,  T,  Z  eine 
Schar  Ton  oo'  iìiichen: 

gegeben  and  selaen  Tonma,  da&  vermöge  a>  —  0  keine  Relation  von  der 
Fonn: 

«(X,  r, z)  1-^  +  ^ (X,  y,z)l^+r (x,  i;  ^)  ||  - o 

beeteht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  dafi  die  oo'  Fli4Sfaen  keiner 
linearen  partidlen  DifferentialgleiGhnng: 

a  (X,  J,  2)  II  +  ^  (X,  Z,  2)  II  -  y  (X,  r,  2)  -  0 

genflgen,  daß  sie  abo  nidit  toh  oo*  Karren  erzeugt  sind.  Die  oo*  Hichen 
der  Seher,  die  dorch  einen  Ponkt  X,Y,Z  gehen,  bestimmen  dann  einen 
wirkliehen  Elementsrkegel  and  die  FlSchen  erfüllen  eine  nicht  linewe  par^ 
tielle  Diffsrentialgleiohang; 

j-(x,r,2,||,||)-o. 

Diese  GleicLimg  bat  somit  nicht  bloß  c»'  charakteristische  Streifen,  son- 
dern auch  oo'  charakteristische  Kurven,  die  durch  die  beiden  Gleichungen; 

bestimmt  sind  and  die  IhtegndlnnTen  einer  nicht  linearen  Mongeschen 
Gleichnxig: 

r,  Z,  dxidy  i  dB)  -  0 

sbid.  Hit  andern  Worten: 
Liegt  eine  Oleidrang; 

«>(a:,y,X,r,Z)-0 
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TOVi  yemöge  deren  keine  Relation  Ton  d«r  Form: 

a(X,  Y,  Z)       ß{X,  r,  2)«,+  y  (Z,  F,  Z)  »,  -  0 
bwteht,  io  cn^bi  die  Elimination  Ton  x,  ff,  p  ana  den  beiden  Gleichniigen: 

©  (j-,    X,  y,    -  0,  0), -f  i)(Dy  s  5  ,  i),  X,  r,  z)  •  0 

und  den  durch  Düierentiation  hervorgellenden  Gleichungen: 

ateta  eine  niobi  lineaie  ICongMohe  Gleiehiing: 

f(X,  T,  Z,  dX,  dT,  dZ)  -  0. 

Dieaet  analytiaebe  Reanttut  Itti  ûdi  mu  aber  andera  geosietriaeh 
deuten: 

StelU  die  Qkichmig; 

a»(«,jf,  a,6,ß)-0 

in  der  Ebene  oo*  Tetaebiedene  Enrren  dar,  daa  beißt,  gibt  ea  keine  drei 
Funktionen  ß,  y  Ton  fi,  e  allein  derart,  daB  Teimüge  o>  »  0  die 
Belation: 

«  (a,  b,  e)m^-^ß  (a,  b,  c)  ti»  +  y  (a,  b,  0 

beetebt,  ao  findet  die  Bedingmig  für  die  Berllbmng  iwiaeben  zwei  nn- 
endlicb  benaobbartsn  Korven  der  Schar  o  —  0  ibren  analytiacfaen  Ana- 
dmek  dnicb  Elimination  Ton     tf^p  iwiaeben  den  Tier  Oleiebiingen: 

ca  (x,  y,  a,  6,  c)  =  0,  cj,  +  s  5  (a;,  y,p,  o,  6,  c)  -  0 
m^da  -f  Gif^dh  +  a^dc  =  0,    &^da  +  w^dè  +  o>«dc  0 

nnd  dieae  Elimination  führt  auf  eine  einaige  and  awar  anf  eine  nicht 
lineare  Mongeeche  Gleichung: 

({a,  Ò, Cf  daidhi  de)  —  0. 

Beachtet  man  nnn,  daB  die  PfidBbebe  Glaiobnng:  dy—pdx^O  ala 
Nonnalform  ftr  jede  nicht  integrabile  Pfiiflbehe  Gleicbnng: 

(fj{x,y,B)dX'\'%{x,yj  z)dy  +  M}{Xyy,z)d§^0 

aufge&ßt  werden,  kann  und  dafi  mithin  jede  Schar  Ton  oo'  IntegraUnuTen 
einer  aolcfaeu  lüeht  integnblen  PM^ohen  Gleiehtmg  auf  die  NormaUbrm: 

gebracht  werden  kann,  so  •  rh;iU  man  nnmittelbar  den 

Satz  30.  Liegt  m  dm  V&räi^dwUchen  x,  g  eine  ntchi  wkgroMe 
Pfaffsche  Gleichung: 

ip{x,y,z)dz  +  x(Xfjf,g)dy  '\-ilf{x,y,s)de'mO 

vor  und  toird  eine  leliébi^  Sdnar  vm  oo'  hikgrsXkmvm  dm»  QiMkmg 
dmé^  di»  beidm  Gleichungen: 
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7)1  it  dcti  drei  wcsmtliclifn  Paraniffnn  X.  F,  Z  dargeskJlt,  so  fiiidd  din  Be- 
dingung des  Schneidens  su  eier  uuetidlidi  hmachharùr  Knrre-n  X,  Y,  Z  und 
X-^  dX,  Y    d¥,  Z  -\-  dZ  ihren  Ausdruck  in  einer  Mongesdien  GleidiMng: 


die  nicht  linear  ist. 

Wird  daher  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  zwischen  den 
beiden  Räumen  r,  y,  z  und  X,  Y^  Z  eine  Berührungstransformation  dareh 
die  beiden  Qkichmigen:  Q,  »  0,  ^••0  bestimmt,  so  besteht  der  Eurren- 
komplex  im  Räume  X,  Y^  Z  aus  den  oo'  Ghankkteristiken  '  der  nicht 
linearen  partiellen  Differeiitialgleif.hnng; 


die  m  der  Mongeschen  Gleichung      0  gehSit 

In  diesem  Falle  sind  Ibitvfthzend  die  Linianelemenie  der  Hongeschen 
Gleichnng  0  innerhalb  eines  passend  gewihlten  Bereiches  ein-eindeotig 
auf  die  Linienelemente  der  Pfafiischen  Gleichnng:  tpdx  xdy  'i'  ifdë  '^0 
bezogen.  Da  aber  die  Pfaffische  Glei<^ung  nnr  od*  Flächenelemente  ent- 
hält, die  Mongesche  Gleichung  dagegen  deren  oo^,  so  ist  die  Beiiehung 
zwischen  den  oo*  Flächenelenionten  der  Mongeschen  Gleichung  imd  den 
00*  Flächenelementen  der  Pfaffschen  Gleichung  ein-unendlichdeutig.  Die 
Integralflächen  der  partiellen  Differentialgleichung  F='0  gehen  der 
Berührungstransformation  Aber  in  Flächenelementstreifen  der  FfaSgehm, 
Gleichung. 

Sind  daher  iwei  Gkichnngen: 

Öi     y*  ^,  «1»     ^)  -  0,  Û,  (a?,  9,  M,  «i,  ff^,  J,)  -  0 
so  beechaffiBn,  daB  die  lugehSrigen  Mongeschen  Gleidiui^gen  heide  linear, 
also  beide  Pfiilbche  Gleichungen  sind,  so  sind  diese  Ffaflbchen  Gleichungen 
beide  integmbeL*)  Dann  tritt  in  jedem  der  beiden  Räume  ein  Btlschel 
von  oo^  Flächen  auf: 


Es  ist  femer  möglich  das  Gleichungens jstem:  Qj  »  0,  Q,  =-  0  auf  die 
Form: 

^     y,  f)  -  -Bfe,  yi,  ^i)  -  0,   W(x,  y,    x,,  y^,  z^)  -  0 
m  bringen.   Die  Flachen  der  beiden  Bflsdiel  sind  innerhalb  gewisser  Be> 

*)  In  dieser  Fanong  habe  ich  dea  Sala  ohne  Beweis  in  den  Math.  Ann.  Bd.  5, 
8.  IM  mitgeteilt 


f{X,  Y,Z,  <iX:(iJ:dZ)-0, 


und  die  beiden  FikflEsdien  Gleichungen  haben  die  Fonn: 
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reiche  em-eindeiitiLi;  aufeinander  bezogen.  Jode  Flache  ciwn  HupiIipIs 
enthält  cxd'  Linienelemeute,  die  innerhalb  gewisBPr  Bf  n  i  ii.'  *  m  (MiKÌentii:? 
auf  die  oo*^  Lmienelemente  der  zugeordneien  Fläche  des  zweiten  Büschels 
abgebildet  werden,  und  zwar  wird  die  Beziehimg  zwischen  den  Linien- 
elementen dieser  beiden  zweidimensionalen  Gebiete  durch  eine  Berüimmgs- 
transformation  des  Raumes  von  zwei  Dimensionen  vermittelt. 
Âls  Beispiel  mögen  die  beiden  Gleichungen: 

dimiiy  ilie  SD  der  Bertthningrtranafonnatioii: 

fthren.  Die  beiden  P&fiBehen  Gleichniigeii  eind  hier:  <ly  »  0  und  dif^  —  0 
und  die  BeriUmmgrtmuforaiation  beetimmi  vai  jeder  Ebene  y  »  eonet 
eine  gewobnlidie  Dualität. 

Hiennit  ist  flbrigwu  ein  Schritt  getan  sur  Beetimmnng  der  ein-ein- 
dentigen  olgebraÌBchen  BerQhnmgetruufoxmBtionen  dee  Ranmee. 

Soll  eine  eolehe  Berfihrnngstmiafomiation  dnreh  swei  algebniache 
Gleichongen: 

Ol  («>  9,  'f  «i»  9i .  'i)  -  0»  Q|  («*  «it,  Pu  «t)  -  0 
beetimmt  sein,  so  mtiB  jede  FlSehe  jedes  der  beiden  Räume  einfach  von 
IntegraUnnren  der  begreifenden  Mongesohen  Gleichling  ttberdeckt  seîni 
daher  müssen  beide  Mongesehe  Gleidumgen  PfidEidie  und  deshalb  beide 
integrabel  sein.  Demnach  kann  man  eine  der  beiden  Gletcbuiuwin  ;  Q«  ^  0. 
Si  *  0  in  der  Form: 

v(«>y,')-*(«i»yu'i)-o 

annehmen.  Da  jede  der  oo^  Fläohen:  ^  —  a  imendlieh  viele  algebraische 
Eurren  enthalt,  so  maß  sie  wohl  selbst  algebraisdi  sein.  Hiermit  wird 
es  wohl  mdglich  sein^  die  Frage  anf  die  entspreehende  Frage  in  der  Ebene 
zurflckznfHhien.  — 

Ferner  sei  noch  auf  eine  Tatsache  hingewiesen,  die  sieh  aus  den  an- 
gestellten Betrachtungen  ei^ibt:  Ist  eine  nicht  lineare  Mongesehe  Gleichung 
vorgelegt,  so  bilden  die  oo'  charakteristischen  Kurren  der  zugehörigen 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  eine  Kurvenschar,  bei  der 
die  Bedingung  für  das  Schneiden  zweier  nnendlich  benachbarter  Kurven 
der  S^har  durch  eine  nicht  integrable  Pfaffsche  Gleichung  dargestellt 
wird.  Die  Gleichungen  dieser  Kurvenschar  bestimmen  daher  eine  Be- 
rührungstransformatilon  des  Baumes  und  es  wird  zugleich  zwischen  den 
Integralkurren  der  Mongeschen  und  den  Integralkorren  der  Pfaffischen 
Gleichung  ein  Entsprechen  hergestellt,  bei  dem  zwei  einander  berOhrenden 
Kurven  der  einen  Art  zwei  einander  berührende  Kurven  der  andern  Art 
entsprechen,  während  die  Beziehung  des  Schneidens  nicht  erhalten  bleibt 
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Dagegen  kann  zwischen  den  Integralkiirren  von  zwei  nicht  integralilen 
Pfaffschen  Gleichungen  ein  Entsprechen  dieser  Art  nicht  hergestellt  werden, 
sondern  jedes  Entsprechen  /wf^rlipn  drn  hitegralkurven  zweier  solcher 
Gleichungen,  bei  dpm  Bc;  ühruuL,^  erhaltiMi  bleibt,  wird  notwendig  durck 
eine  Punkttransfon nation  des  Kaumes  vennittelt. 

Wir  haben  erkannt,  daß  bei  einem  Gleichungeusysienie: 

^li^,  y^y^,  Vu  ^i)  -  0,     Q,(a:,  y,  2,  x^,  y^,  xf,)  =  0 
drei  Fälle  wirklich  eintreten  können:  Erstens:  die  zwei  zugehörigen  Monge- 
lohcn.  GleichnngeiL  sind  beide  nicht  linear,  zweitens:  die  eine  ist  nicht 
linear,  die  andere  eine  nicht  integraUe  PfiifiEsche  Gkichiui|^  drittens:  beide 
sind  integrable  Pfaffsche  Gleichungen. 

Es  erübrigt  noch  zu  bemerken,  daß  mit  diesen  drei  Fällen  sämtliche 
Möglichkeiten  erschöpft  sind.  Ist  nämlich  eine  der  beiden  Mongeschen 
Gleichungen,  etwa  die  in  x,  y,  z,  linear  und  integrabel  —  der  Fall  der 
Nichtintegrabilitât  ist  ja  schon  erledigt  —  und  ist  u{x,y,  z)  —  const  ihr 
Integral,  so  kanu  man  eine  der  beiden  Gleichungen:       =  0,  ^  durch 

eine  von  der  Form:  uix,  y,  z)  —  vix^y  y^,  Zj)  ^  0  ersetzen,  und  die  zweite 
Mongesche  Gleichung  hat  daher  augenscheinlich  die  Form: 

ist  also  ebenfalls  integrabel.  Zu  den  drei  angegebenen  fMen  kann  dem- 
nach wirklich  kein  anderer  hinsukommen. 


§7. 

Gibt  es  Oskidatfonfftniigformatlonen  der  Kurven  einer  Ebenet 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  führen  leicht  zur  Be- 
antwortung einer  Frage,  die  ich  schon  ira  Jahre  1H74  aufgeworfen  habe 
(Math.  Ann.  Bd.  8,  S.  223  Anm.).  Meine  damals  ausgesprochene  Ver- 
mutung, daB  diese  Frage  mit  Kein  zu  beaulworteu  sei,  hat  Bäckluud, 
der  sich  unabhängig  von  mir  die  Frage  vorgelegt  hatte,  bald  darauf  be- 
stätigt (Math.  Ann.  Bd.  9). 

Es  handelt  sich  um  die  Frage,  ob  es  solche  Transformationen  der 
ebenen  Kurven  gibt,  bei  denen  erst  Berühruug  zweiter  Ordnung  eine  in- 
variante Beziehung  ist.  Eine  solche  Oskulationstransformation  mü^  die 
Form  haben: 

-  X{x,y,y\y") 

^^^^  h//  =  i^(-^,y,!^',y") 


Digitized  by  Google 


Drei  Ettpitel  nr  Geomelirie  d«r  BerOhnuigstniufiDmialiafieB^  Kap.  ID,  §  6, 7.  313 

und  müßte  Kuryen  im  all  gemeinen  in  Eurren  Terwandeln^  prisiBer  gMagfe, 
sie  mfißte  du  System  der  beiden  P&ffschen  Gleichungen: 

-  ^i»  -  0,    <?3f'-  0 

inTariant  Utfien»  eo  daB  also  TeimSge  (18)  Gleiohnngen  von  dar  Fonn: 

Mtx  -  Vx'dx^  =  a{dy     ydx)  +  ß{dy-y"dx) 

f^lfi'- yif^-^i  -  y{^^y  -  V'^^^)  +  ò(dy'—y"dx) 
beständen,  wo  a,  /3,  y,  ö  Funktionen  von  x,  y,  y\  y"  sind. 

Deuten  wir  x^y^y  und  j\,  yi,  y^'  als  Punktkoordinaten  in  zwei  ver- 
schiedenen Räumen,  so  erscheinen  alle  Kurven  der  a?,y- Ebene  im  Räume 
Xf  y,  y  als  Integrulkurven  dor  Pfaffschen  Gleichung:  dy  —  y  dx  0  und  die 
Kurven  der  iti,yi- Ebene  im  Räume  ^ij^j^y/  als  Integralkurven  der  Pfaflf- 
schen  Gleichung:  dy^  —  yi'dx^  =  0.  Die  Gleichungen  (18)  vermitteln  daher 
ein  Eütsjircclien  zwischen  den  Integraikurven  der  beiden  nicht  integrablen 
Pfaffschen  Gleichimgen:  dy  —  ydx  =  0  und  dy^  —  y^ dx^  =  0  und  zwar 
derart,  daß  solchen  Integralkurven,  die  einander  berühren,  wieder  einander 
berührende  Integralkurven  entspredien.  Wflrde  nun  dieses  Entsprechen 
nicht  durch  eine  Punkttransfoimation  zwischen  den  beidsai  RSnmen  x^y^y' 
und  x^^yii  yi  Tennittelt^  so  mftAian  jedesmal  gewissen  oo*  Integralknzven 
der  einen  PfiiffiMihen  Oleiohung  die  Pankte  des  andern  Baumes  ent^iechen. 
Da  aber  nnsere  beiden  P&flÌMliBn  Gleiebongon  nicht  integrabel  BÌnd,  so 
is^  das  aufgesehlossen»  die  Gleachnngen  (18)  definia«n  daher  eine  Punkt- 
transfonnaiion  awisohen  den  beiden  Bimnen  x,y,y'  und  x^fy^,y^f  das 
heiBt  Xf  Yf  P  sind  yon  ^'  frei  und  wir  haben  in  (18)  eine  gewSlmlidie 
BerOhnmgstranaformation  der  Bbene. 

Es  gibt  also  keine  (kktd(di<m^ran8f<mnaiion  der  ébenen  Kttrven. 
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Zur  Bolyai-LobatschefekyscheD  Geometrie. 

Von 

Vksùkob  Sohdb  in  Karlsnihe. 

Die  Begründung  der  Bolyai-Lobatschefskijschen  Geometrie,  <hp  Herr 
Hilbert  im  57.  Bande  dieMT  Amutien  S.  137  ff.  gegeben  hat  und  swar 
ohne  Ben&tznng  des  Raumes  und  einm  Stetigkeitsazionu,  wird  demjenigen 
Leser,  welcher  mit  der  projektiven  Grundlegung  der  nichteuklidischen 
Geometrie  weniger  vertraut  ist,  etwas  fremdartig  erscheinen;  nur  der 
spätere  Erfolg  wird  es  ihm  ver«täudJich  machen,  wiinim  Herr  Hilbert 
das  Rechnen  mit  Enden  gerade  so  und  nicht  and-^rs  definiert.  E?;  man- 
daher  nicht  obiip  Interesse  sein,  zn  zeigen,  wie  die  iiiibertsche  Bprri ;iiii!u;i^ 
sich  auch  im  engsten  Ânschiusse  an  die  Begründung  der  projektiven 
Geometrie  durchführen  läßt,  die  man  t.  Staudt,  Caylej  und  F.  Klein 
verdankt. 

Hilbert  ersetzt  das  euklidische  Parallelenaxiom  durch  das  ibigencle 

nicliteuididische: 

„Ist  h  eine  beliebige  Gerade  und  A  ein  nicht  auf  ihr  gelegener  Punkt, 
80  gibt  es  Htets  durch  A  zwei  Halbgerade  »1,0,,  die  nicht  ein  und  die- 
selbe Gerade  ausmachen  und  die  Gerade  h  nicht  schneiden,  während  jede 
in  dem  durch  Oj,  gebildeten  Winkelraum  gelegene  Ton  A  ausgehende 
Halbgerade  die  Gerade  h  schneidet." 

Nennt  man  duuu  -.i^  resp.  parnllel  zu  den  llalbgeradeu  resp. 
in  die  irgend  ein  Punkt  B  die  Gerade  b  teilt,  so  zwar,  daß  üj  und  6j 
sowohl  als  Ol  und  6,  je  auf  derselben  Seite  der  Geraden  AB  liegen,  so 
wird  zunächst  auf  die  bekannten  Sätze  über  parallele  Geraden  der  nicht- 
euklidischen  Geom^rie  hingewiesen,  und  von  allen  Halbgeraden,  die 
einander  pandkl  lind,  die  Definition  aufgestellt,  daß  sie  dassdbe  Ende 
bestimmen.  Das  nicfateaklidische  ParaUelenaxiom  sagt  hiernach  ans,  daß 
jede  Gerade  svei  Xbden  besitzt,  und  daß  jedes  Ende  mit  einem  eigent- 
lichen Funkte  durch  eine  nnd  nur  eine  Gwade  verbunden  werden  kaian. 
Kunmelir  kommt  allée  darauf  an,  zn  »igen,  daß  audi  wgend  moei  Bndm 
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eme  eigenÜkfie  Gerade  bestimmen.  Der  Beweis  dieies  Sstees  kaim  nach 
Hilbert  zarflckgefttlui  werden  auf  den  anderen  Satz: 

„Wenn  irgend  zwei  Geraden  a,  b  TorgaLegt  sind,  die  sich  weder 
Befaneidan  noch  zueinander  parallel  sind,  so  gibt  es  stets  eine  Qerade^ 

welc'he  aaf  beiden  zugleich  senkrecht  steht" 

Gerade  in  dem  Beweise  dieses  Satzes  ohne  Benützung  des  Raumes 
oder  eines  Stetigkeitsaxioms  liegt  das  wesentlich  Neue  in  der  Hilbert- 

schen  Abhandlimp.  Ist  aber  mit  seiner  Hilfe  die  Existenz  der  Ver- 
bindungsgeradeii  irgend  7vm>r  Enden  nachgewiesen,  so  befindet  man  sich 
wieder  auf  bekanntem  \md  wohl  vorbereitetem  Boden.  Man  wird  dann 
zuerst  den  Satz*)  beweisen. 

Jedes  Ikeiend  aßy  ist  jedem  andern  Dreiend  a  fi  y  miiceder  kongruent 
oder  symmetrisch. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  wei.sfn  wir  zunächst  darauf  hin,  daß  sum 
parotide  Geraden  Aa  und  Ba  stets  (/nrrh 
eine  Spieg flung  ineÌKau</cr  überfjefüint 
werden  können.  Da  nämlich  die  Halbie- 
rungslinie des  Winkels  BÄcc  (Fig.  1) 
die  Bce  triflPt,  so  wird  sie  aneh  von  der 
Halbierungslinie  des  Winkels  ABcc  in 
einem  Tunkte  C  getrotfen,  der  von  A  Ti 
ebenso  weit  absteht  wie  von  .4«  und 
B«.  Sind  daher  CP  =  CÇ  die  Lot« 
auf  Äa  imd  Ba,  so  ist  die  Senkrechte 
von  C  auf  die  gesuchte  Achse  der 
Spiegelung. 

Ist  nunmehr  a  die  Achse  der 
Spiegelung;  die  ßa  mit  ya  Tertaiischi^ 
so  geht  bei  ihr     m  sieb  fibers  so  dsB 
a  die  Mitte  A  swisehen  je  swei  Pnnkten  ^ 
▼on  ßy  enthslteiL  muß,  die  dmch  die 

Spiegelung  ▼ertsoflciht  werden  (Fig.  2).  Ebenso  werden  die  Achsen  è 
resp.  e  der  Spiegelaogen,  die  a/3  mit  yß  und  a  y  mit  ßy  resp.  verUiuchen, 
die  tty  imd  uß  resp.  in  Je  einem  Ponkte  B  nnd  C  resp.  treffen,  und  es 
ist  nnmitkelbar  Uar,  daft  durcb  die  Spiegelungen  an  o,  ò,  «  lesp.  die 
Ponkfce  der  Paare  B,  C;  (7,  A'^  A,  B  resp.  Tertanscbt  werden,  wibrend 
A,  S,  C  resp.  fett  bleiben.  Die  drei  Acbsen  sehneiden  sieh  daher  in  dem 
Mittolpnnkte  Jf  des  gleicbseitigen  Dreieeka  ABO  und  teilen  den  vollen 


*)  Vergi,  bism  Taorinns  in  Engel,  Stftokel,  Die  Theorie  der  PaiaUeUinxeii. 
8.  S78  und  Oait6*  Werke,  Bd.  Yin,  8.  »1  end  226/7. 
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Winkel  um  M  in  drei  einander  gleiche  Teile.  Eine  solche  Triluiig  k;uia 
aber  vom  Schenkel  a  aus  nur  auf  eine  Art  geschehen.  Denn  ware  auch 
^  (<^f  h)  "^(Kj  <^o^  ^  (co,  «)  und  etwa  ^('r,h)>^(a,  b),  so  wäre 
auch  ^(a,r^)>(n,r),  also  ^(6^c^)<(6,c),  folglich  auch  "^(a,èo)<(a,ò) 
gegen  die  Voraixsseizung. 

Sind  daher  31' a  =  a,  Af  =  b',  M'y'^  c  die  entsprechenden  Spiecel- 
achsen  für  irgend  ein  anderes  Dreiend  a  und  gehen  a\  h\  c'  bei  der 
Spiegelung j  die  M  mit  M'  Yertauscht^  in  a^^,  \y     über,  so  müssen  bei 

einer  Spiegelung,  die 
in  a  Überfahrt,  hy  und  q 
entwe  der  in  b  und  c  oder 
in  und  h  resp.  über- 
gehen, so  daß  man  m  der 
Tat  durch  die  Aufeinan- 
derfolge von  höchstens 
drei  Spiegelungen  das 
Dreiend  u'ßfy  'm  das  Drei- 
end  aß  y  venraudeln  kann. 

DoTch  wieviel  und 
WM  flir  Spi^^ungen  such 
diese  ÜberfUirung  dee 
Dmeaide  a'ff*  in  dai 
Dreiend  mßy  anch  ge- 
schehen mag^  80  muß  doch 
jedem  mit  «'/sy  Terbnndenen  Ptmkto  P'  stete  ein  nnd  derselbe  mit  aßf 
Terbnndene  Punkt  P  entsprechen.  Denn  sonst  ware  es  möglidi,  doroh  dne 
Anfeinanderfolge  Ton  Spiegelnngen  swar  das  Dreiend  »ßy*  nicht  aber 
sngileieh  jeden  andern  Pankt  P  in  sieh  flberznfthren.  Dss  ist  aber  aua- 
geschlossen,  weil  jedeu&Us  jeder  Pimkt  einer  der  drei  Seiten  des  Dreiends 
hierbei  sieh  selbst  entsprechen  mnft.  Denn  entspräche  einem  Ftnhte  Q 
▼on  «tß  der  von  ihm  verschiedene  Punkt  Q^y  so  wären  die  Qeradan  Qy 
und  Q^y  paraUel,  obwohl  -^^aQy  =  -^«Q^y  ist.  Es  müssen  daher  anch 
die  Lote  von  irgend  einem  Punkte  P  auf  die  Seiten  des  Dreiends  sich 
selbst  entsprechen,  also  anch  P  selbst. 

Bei  der  Überführung  von  aß' y  m  aßy  ist  also  auch  jedem  vierten 
Bnde  d'  eindeutig  ein  viertes  Ende  Ò  zugewiesen.  Nennen  wir  daher  eine 
Beihe  von  Enden  Kßyd  •  •  •  einer  anderen  Reihe  ron  Enden  aß^y^  •  •  > 
prqjàUw  oder: 

ccßyä  •  •  •  A  ttß'y'ö'  •  • 
wenn  die  Enden  der  ersten  Beihe  durch  eine  Aufeinanderfolge  von 
Spiegelungen  in  die  entsprechenden  Enden  der  zweiten  fieihe  abeigeführi 
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irardon  kdimon^  so  itt  hieniadi  àat  FmbdimentalBatB  der  Geometrie  der 
Enden  bewiesen. 

Bim  ^^rqjMvUät  mMIm  0wei  Sähm  wm  Eitdm  isi  ehidmtig  (e- 
sHmnU,  wem  drei  Enden  der  einen  Seihe  drei  Enden  der  amderen  eis 
enkprediend  eiigeuieaen  gind. 

Nmunehr  "kaasi  das  Rechnen  mit  Enden  systematindi  in  beksnnter 
Weise  begrfindet  werden,  s.  B.  so,  wie  ick  es  in  memer  Abhandlung 
^Über  die  Grondlagen  der  Geometrie^  (diese  Annalen  Bd.  55,  p.  281  fL) 
dargestellt  habe,  wobei  man  genau  auf  die  tou  Hilbert  angegebenen 
Regehl  kommt  Nor  ist  zu  bemerken,  daß  die  Sätze  über  die  von  mir 
dort  ProspektiTititen  genannten  Projektivitftten  auch  leioht  auf  dem  Gebilde 
der  Enden  selbst  begründet  werden  können. 

Die  einfachste  Projektivitat  ist  ja  die  Spiegelung  selbst  oder  die  In- 
volution, aus  der  die  Beziehung  (ccßyä)  A  iß^^v)  folgt.  Sie  ist  entweder 
die  Spi^^ung  an  einer  Achse  mit  swei  sich  selbst  entsprechenden  Ele- 
menten oder  die  Spiegelnng  an  einem  Zentrum  ohne  solche.  Unter  den 
Projektiyitäten,  die  aus  iwei  Spiegelungen  entstehen,  heben  wir  diejenigen 
hervor,  f&r  welche  die  spiegelnden  Achsen  ein  Ende  a  gemein  haben; 
wir  wollen  sie  Schiebungen  in  Tiezichnmj  auf  das  Ende  (o  nennen.  Bei 
einer  solchen  Schiebung  kann  m<r  das  Element  to  sich  selbst  entsprechen. 
Denn  wäre  r;  ein  zweitr-^  sich  selbst  entsprechendes  Ende  und  rf  sein 
Bild  in  der  forsten  Spiegehmg,  so  müßte  umgekclirt  r/  das  Bild  von  1/  in 
der  zweiten  »Spiegelung  sein,  diese  beiden  Spiegelungen  wären  also,  da  sie 
auch  C3  fest  lassen  sollen,  identisch ,  die  Schiebung  daher  die  Identität. 
Uie  Schiebuìif^en  sind  also  ProspektivitUten  (cfr.  a.  a.  0.  p.  282),  imd  es  ist 
auch  umgekehrt  leicht  zu  seheu^  daß  jede  Projektivitat  mit  nur  einem 
sich  selbst  entsprechenden  Elemente  a  eine  Schiebung  ist.  Ist  nämlich 
eine  solche  Projektivitat  durch  Zuordnung  der  Enden  »«„«i  zu  den  Enden 
C3u^a^  bestimmt,  so  entsteht  sie  durch  Aufeinanderfolge  der  Spiegelungen, 
deren  erste  a,  fest  läßt  und  Uq  mit  vertauscht  und  deren  zweite  a^ 
mit  ßj  sowie  oj  mit  oj'  vertauscht,  wenn  a>'  das  Bild  von  ìù  in  der  ersten 
Spiegelung  ist.  Da  aber  bei  der  Aufeinanderfolge  dieser  beiden  Spiegelungen 
auch  a  fest  bleiben  würde,  so  muß  oj'  mit  ©  zusammenfallen,  und  unsere 
Projektivitat  mit  dem  einzigen  sich  selbst  entsprechenden  Elemente  ist  in 
der  Tat  eine  Sohiebung.  Zugleicb  sieht  man,  daß  das  Spiegelbild  yon  0^ 
l&r  die  Aobse  o»«|  ist,  daß  also  eine  Schiebni^  in  bezog  anf  das  Ende  «» 
bestimmt  ist,  frUs  «inem  Ptoakte  der  entspreebende  %  angeordnet  ist 
Daraus  folgt,  daß  man  die  Schiebung  auf  mannigfaltige  Art  ans  swei 
Spiegelungen  an  Achsen  dnreh  o  ansammensetsen  kann,  und  zwar  so,  daß 
die  erste  Aehse  eine  beliebige  Gerade  dnroli  a  ist  Denn  ist  hierbei  fii 
das  Bild  von  o^,  so  gibt  es  ja  stets  eine  Spiegelung,  die  ß^at  mit  cc^m  rer- 
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teoBohi  Ift  ddt«r  àu  BUd  tob  oe^  in  der  ersten  Spiegelung,  so  geht 
dnrch  die  Schiebimg  in  über,  und  wir  erhalten  den  Satz:  Ver- 
wandelt eine  Schiebung  die  Enden  ciaf^ß^  in  »tt^ßi,  so  gehen  durch  eine 
Spiegelung  »«^ß^  in  o/^jOj  flbw.  Endlich  ergibt  sich  der  Satz,  daß  die 
Aofeiniinderfolge  zweier  Schiebungen  in  Beziehung  auf  das  Snde  cd  eine 
ebensolche  ist^  aus  der  Bemerkung,  daß  man  die  beidm  Schiebungen  durch 
die  Aufeinanderfolge  von  vier  Spiegelnngan  ersefasen  kann,  TOn  denen  die 
zweite  mit  der  dritten  identisch  ist 

ÂUS  diesen  Sätzen  kuin  genau  wie  a.  a.  0.  dae  Hc'chnen  mit  Enden 
entwickelt  werden,  und  man  sieht  leicht,  wie  hieraus  die  HUbertschen 
Definitionen  folgen.  Für  die  Addition  ist  das  ja  evident.  Was  die  Mul- 
tiplikation betrifft,  so  ist  der  von  mir  nach  v.  Staudt  gegebenen  Definition 
zufolge  das  Ende  y  gleich  dein  Produkte  der  Enden  cc  und  ß,  v:emi 
('■^01  ß)  y\  (fioO  ay)^  d.  h.  wenn  durch  die  Aufeinanderfolge  von  îSpie- 
t^eluugen,  bei  denen  die  Gerade  csjO  iu  •*'icli  übergeht,  die  Enden  \,ß  in 
tty  y,  folglich  auch  die  Strecke  zwischen  den  Fnßpmikten  der  Lote  von 
1  und  ß  auf  die  Gerade  oo{)  in  die  eulsprechende  Strecke  fÖr  die  Lote 
von  a  und  y  fi  hergehen.  Das  ist  aber  genau  die  Uilbertsche  Detiuition 
der  Multiplil- :iti»;n. 

ill  man  von  der  projektiven  Geometrie  der  Enden  zur  projektiven 
Geometrie  der  ganzen  Ebene  übergehen,  so  kann  mau  entweder  mit  Hilbert 
direkt  durch  die  Enden  Koordinaten  einführen,  in  denen  jede  Gerade  durch 
eine  lineare  Gleichung  dargestellt  ist,  oder  man  kaun  zuerst  die  Projek- 
tiwtäten  zwischen  einer  Geraden  und  einem  Strahlenbflschel  durch  die- 
jenigen auf  dem  Gehilde  der  Enden  definieren  und  dann  beweisen,  daß 
jede  Perspektivität  eine  Projektivitat  ist.  So  kann  miui  z.B.  jedem  Punkte  P 
einer  Geraden  ocQ  das  Ende  x  zuordnen,  das  das  Spiegelbild  des  Endes  1 
tfir  die  Senkrechte  in  P  auf  5cO  ist,  so  daß,  falls  |  und  —  |  die  Enden 
dieser  Soikrechteii  sind,  dP**  |^  ist  Ebenso  kann  mau  jedem  Strahle  dnnsk 
einen  Punkt  C  das  Spiegelbild  y  des  Endes  0  in  Beziehung  auf  den  Stmhl 
suoidnen,  so  dafi^  wenn    und  ^'  dessen  ßtiden  sind. 


ist.  Kunmehr  definieren  wir  eine  ProjektÌTÌtit  als  zwischen  der  Pnnki- 
leihe  auf  ooO  und  dem  StrshlmbOschel  durch  C  beatehendy  wenn  eine 
soldie  swischen  den  Enden  x  und  y  besteht^  oder  wenn  x  und  y  einer 
bilinearen  Gleichung  genügen.  Dann  ist  leidit  zu  zeigen,  daß  die  Per* 
apekHvm  mmaàim  der  Fmkfnihe  und  dem  ^mkleMstM  mek  eme  JPtih 
jdstwUäi  ÙL  Denn  die  Bedingungen,  daß  der  Strahl  ^  durch  P  reap.  0 
gàit,  sprechen  sich  in  den  Oleichnngen  aus: 

1»  —  ^^'    und    i}q'+a(i}  +  q') +  Ï  — 0, 
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.weil  jede  SpiegéLiing  an  einem  Punkte  rieh  dardi  eine  eymmetrisdie 
bilineaie  Gleiclmng  swieehen  jedem  Ende  nnd  eeinem  Spiegelbflde  ans- 
drQekt  Es  beeteht  daber  in  der  Tat  Bwiaehen  x  nnd  y  die  Gleichnng: 

Hiermit  ist  die  Grundlage  fÖr  die  projektive  Geometrie  der  Ebeue 
gegebeu,  wenu  mau  zuvor  noch  die  sogenannten  idealen  Punkte  und  Ge- 
raden eingef&hxt  liai  Diese  werden  hier  am  em&chsteu  dadurch  definiert, 
daB  man  aegt:  AUe  an  einer  Qeraden  aenkrediten  Oeradem  trefiE^  tkùi 
in  einem  idetUm  Ptmktef  und  alle  idealen  Ponkte^  die  to  au  den  Geraden 
dureh  ^nen  eigentlidiem  Ponkt  gehören,  liegen  auf  einer  idealm  Geraden. 
Dann  bestimmen  zwei  Ponkte  eine  Gerade  nnd  iwei  Geraden  einen  Punkt. 

Wie  nnd  inwieweit  hierana  die  Fcrmdn  der  Metrik  ohne  ein  Stetig- 
keiteaziom  abgeleitet  werden  können,  habe  ich  a.  a  0.  gezeigt  Ei  scheint 
mir  daher  nicht  ganz  TerstSndlicb,  weldie  Ableitung  Herr  Hilbert  im  Auge 
hat,  wenn  er  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  aagt:  i^nch  sind  dann  die 
bekannten  Formeln  der  Bolyai-Lobatsoheibkgschen  Geometrie  ohne  Schwie- 
rigkeit ableitbar.''  Denn  aUe  mir  sonst  bekannten  Formeln  der  nichtr 
euklidisdm  Trigonometrie  —  und  nur  diese  können  doch  gemeint  sein  — 
und  auch  ihre  Ablâtongen  «athalten  die  Exponentialfunktion,  könnui  also 
bei  Vermeidung  eines  Stetigkeitaazioms  nicht  in  Betracht  kommen. 

SehlieBlich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  daB  es  nicht  ganz  zutrijR, 
wenn  £^t  Hilberi  in  der  Einleitung  m  seiner  Abhandlung  sagt,  daß  die 
früheren  BegilUidungen  der  Bolyai-Lobatsehe&kijschcn  Geometrie  wesentlich 
den  Raum  sowohl  wie  die  Stetigkeit  beufitzeu.  Die  vuu  mir  in  Bd.  öl, 
S.  401  £  nnd  ebenso  die  spater  von  Dehn  in  Bd.  53,  S.  404  ff.  dieser  An- 
nalen  gegebene  Begründung  bouütat  zwar  den  Eaum  aber  kein  SteÜgkeiis- 
axiom,  dafür  aber  auch  nieht  das  von  Hilbert  Torausgesetaste  nichteukli- 
äische  Parallelenaxicm,  Meine  Begründung  führte  eben  das  von  F.  Klein 
Hufgestellte  Progamm,  alle  Sätze  abzuleiten,  die  vm  jeder  Annahme  Uber 
das  Schneiden  und  NichtrSchneiden  der  Geraden  ein^r  Ebene  frei  sind, 
zum  ersten  Male  ohne  ein  Stetigkeitsaxioni  durch;  und  daß  hierbei  der 
Raum  entbehrlich  sei,  ist  durch  die  Hilbertsche  Abhandlung  nicht  dar- 
getan. In  der  Tat  ìtu^  das  nichteuklidische  Parallelenaxioni  viel  weiter 
sogar  als  das  euklidische.  DetiTi  während  weder  bei  iiieineu  Vonins- 
setzungen  noch  bei  Aniiabme  des  euklidischen  Paralleleuaxioms  etwas 
über  das  Schneiden  der  Geraden  mit  Kreisen  alls^esHgt  werden  kann*), 
folgt  aus  dem  nichteuklidischeu  Farullelenaxiume  unmittelbar  der  Satz: 
Der  Kreis  schneidet  jede  Gerade,  ikren  Abstand  vom  MitMpunkte  Meiner 
ist  als  der  liadtus.   Mau  braucht,  um  dies  emzuseiien,  nur  den  Kreis 

*)  Vergi,  s.  B.  TeMMie,  EleBieaÜ  di  geomettia  p.  86. 
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dvreh  «ine  sentnle  EoUineation  mit  dem  Mittelptmkte  M  dee  EreÎBeB  als 
Zentrum  in  das  Gebilde  der  Enden  zu  Terwnndeln.  Liegt  dann  der  Fuß- 
punkt  F  des  Lotes  toh  M  auf  eine  Gerade  g  auf  dem  Radius  durch  Jlf  JF*, 
BO  ist  das  Bild  von  F  ein  eigentlicher  Punkt,  also  auch  das  Bild  von  g 
eine  eigentliche  Gerade.  Folglich  enthält  dies  Bild  von  g  zwei  Enden, 
also  auch  g  zwei  Punkte  des  Kreiaes.  Man  sieht  also,  daft  durch  die 
Benutaang  des  Raumes  keineewega  größere  Voraussetzungen  gemacht 
werden  ala  durch  die  Postiüienmg  ron  je  swei  PanUelen  durch  einen 
Punkt  au  einer  Oeiniden. 

♦ 

Karlsruhe,  im  März  1904 
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Zur  Theoritj  der  Maxima  und  Minima  einlacher  Integrale  mit 

beâtimmteu  lutegrationsgrenzea. 

Von 

J.  W.  LiMDEaBBO  in  Hekingfon. 

1.  Es  sei  0  ein  Puiikt  auf  eiaur  Lagrange'schen  Kurve  die  dem 
Problem  das  Integral 

(1)  fF(x,9,9')d*  (»'  =  ^-3 

ZU  eineui  Extrcnmm  zu  machen,  entspricht.  Femer  sei  1  der  zu  0  kon- 
jugierte Funkt  auf  (\  2  ein  dritter  Punkt  dieser  Kurve  und  das  zwischen 
den  Paukten  0  und  2  faileade  iStück  derselben.    Scklieâlidi  werde  an- 

genommen  die  Funktion  F^^  ^  .     {^Iftlfl        ^       înUnmve  die 

Qrenzen,  ein  festes  Y oneichen  ohne  zu  TerBehwinden.  Wenn  der  Punkt  2 
swischen  0  und  1  fallt,  gibt  dann  bekamitlick  der  Bogen  C«,,  im  Yer- 
gleidi  mit  allen  Ennren  deren  Endpunkte  0  und  2  sind,  und  die  einer 
gewinen  engeren  Nachbarschaft  doBselben  angehören,  ein  Estremum  des 
Integnüfl  (1).  Wenn  der  Punkt  2  mit  1  zusammenfallt»  gibt  derselbe  im 
allgemeinen  nicht  mehr  ein  Extremum  und  wenn  der  Bogen  C^^  fiber  1 
hinansretoht,  so  findet  das  Extremum  niemals  statt  Das  Aufhören  des 
Extremums  in  diesem  letzten  Fslle  wurde  zuerst  von  Weierstrad  mit  Hilfe 
der  Theorie  der  zweiten  Variation  Strang  nachgewiesen,  und  ganz  neulich 
hat  Kneser*)  eineEU  neuen  Beweis  dafttr  gegeben,  der  audi  den  Fall,  wo 
der  Punkt  2  mit  1  zusammenfalU»  erledigt.  Der  Beweis  Ton  Eiieser  ist 
sehr  ein&eh,  erfordert  aber  dafi  TOn  dem  Punkte  1  ein  Zweig  der  En- 
yeloppe  der  durch  den  Punkt  0  gehenden  Schar  von  Lagrange'sdien 
Kurven  in  der  Richtung  Ton  1  nach  0  ausgeht,  und  schürt  somit  den 
Fall  au^  wo  die  Enveloppe  in  1  einen  Rflekkehrpunkt  hat  und  die  beiden 
Zweige  derselben  die  ZU  der  Richtung  von  1  nach  0  entgegengesetzte 
Kiditnng  haboL 

*}  Kneser,  Zur  Yariaiionirecbnung.   Hathonatisdie  Annaleii  Bd.  60. 
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Das  Ziel  der  yorU^jendeii  üntenucbtuig  ist  zu  zeigen  wie  man  durch 
Verfblf^uug  des  Ton  Eneser  eingeschlagenen  Weges  die  Frage  ob  und 
wann  das  Ëxtremum  aufhört  ohne  die  zweite  Variation  in  B«'(ruclit  zu 
nehmen  vollständig  lösen  kann.  Ans  dieser  Untersuchung  wird  :iuch  her- 
vorgehen daß,  obgleich  ein  Bogen  von  C  der  in  0  anfängt  und  über  1  hin- 
ansreLcht  niemala  ein  Extreranm  ergibt,  doch  verschiedene  Fälle  vorkomm«! 
können,  wenn  man  auf  die  Möglichkeit  Rücksieht  nimmt,  Punkte  von  C 
anfierludb  mit  0  vermittels  Knrren  za  verbinden»  die  wirklich  ein  Ëx- 
tremum ergeben. 

Die  YoroDseetsangen,  die  der  Untersuchung  zu  Grunde  liegen,  sind 

folgende: 

1)  Die  Funktion  F(T,if,y')  ist  in  der  Uingeliuiig  jedes  in  Betracht 
koinnieu<len  WoHsjstems  von  y  und  y'  eine  eindeutige  reguläre  aua- 
Ijtische  Funktion 

2)  Die  Ableitung  y  )  hat  auf  jedem  in  Frage  kommenden 
Bogen  von  ('  ein  konstantes  Vormclien  oime  zu  verschwinden. 

3)  Jedes  Stück  von  (',  das  in  l^tracht  genommen  winl,  detiuieii  y 
als  eine  eindeutige  Funkti(»n  von     deren  Ahleitunf;  niemals  unendlich  wird. 

Da  ejä  sieh  hauptsächlich  um  einen  Heweis  für  das  Aufhören  des 
Extreniums  haiuleln  wird,  und  das  starke  Extreraum  niemals  eintreten 
kann  ukne  daß  daa  schwache  vorliegt,  so  werden  wir  nur  diese  letzte  Art 
von  Extremum  berücksichtigen.  Schließlicli  wollen  wir,  um  die  Rede- 
weise ah/ukflrzen,  nur  das  Min  im  um  in  Betracht  nehmen,  und  setzen  also 
voraus,  die  Funktion  l^^'^A-i,  y,  ji  >  ^oi  imnier  positiv. 

2.  Es  seien  x^,       und  die  Koordinaten  der  Punkte  0  und  1 

(Xq  <  Xi),  und  y  ^  y  (x,  X)  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  0  gehen- 
den Schar  von  Lagrange'schen  Kurven.   Hierbei  nehmen  wir  an  A  sei  so 

gewählt,  daß  >l  =»      (pe^  X),  und  mit  Xq  bezeichnen  wir  den  Wert  von  X 

der  der  Kurve  C  entspricht.  Die  Funktion  f/(a:,  ;i)  ist  dann,  auf  Grand 
der  Über  die  Funktion  F{Xy  y,  i/')  und  ihre  zweite  Ableitung  nach  y'  ge- 
machten Voraussetzungen,  in  der  Umgebung  jedes  Wertsystems  XQ^X<.x^, 
À-"  X^  eine  reguläre  «naljtisehe  Funktion  ihrer  Argumente  und  man  hat 

Die  Ableitung  ^(XfX^)  befailt  fener  im  Intervalle  x^<x<Xi  dasselbe 

Vorzeichen  ohne  /u  ve i\sch winden,  und  zwar  wird  sie,  zufolge  der  über  X 

gemachten  Voraussetzung,  [lositiv.  Hieraus  folgt^  daß  die  ^i'<>^^y^(^ir 
die  nicht  Null  sein  kann%  negativ  ist 

*)  Eneser,  Lehrbuch  der  Variationarechnuig  S4. 
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£a  sei  noch  ^^\x,X)  di*»  ersU-  Ableitung  von  y{x,  l)  nach  X,  die  für 
or    âp„  il  «  i(t  lücht  venehwindety  und  es  werde  geaetst 

1:  (^.,  -g  -  -Mi  ^>  -   ^      '«^  - 

Man  hai  dann 

A)  -  y(x„  Ao)  =  Jf(a:  -  x^)  -  L\x  -  j-^)  (A  -  A«) 

vvü  ii^i^jr  ~  ^1»  ^  ~  'lo)  nach  Potenzen  von  und  A  —  A^  fort- 

schreitende Reihe  bedeutet,  wo  die  Glieder,  die  nur  x  —  x^^  oder  nur  A  —  A^ 
enthalten,  von  höherem  Grade  als  resp.  der  ersten  und  der  f»**"  und  die 
fibrigeu  Glieder  von  höherem  Grade  als  der  zweiten  sind.    Die  Reihen- 

entwicklung  von  -^{^yX)  in  der  Umgebung  von  x^x^,  A  =  A^  fängt  also 

mit  den  Oliedern     L*{x  —     +  N{1  ^  an,  nnd  die  Gleichnng 

(r,  A)  =°  Ù  gibt  "daher,  nach  x  —  x^  aufgelöst,  das  Reraltat 

(3)  ap-«,-^(;i-A,)-^+ü;(A-A«), 

wo  Jij(A  — A^)  eine  nach  Potenzen  vi)u  A  -  fortschreitende  Reihe  be- 
deutpt,  die  mir  Glitnliìr  von  höheror  Ordnung  ak  der  n  —  P"  enthalt. 
Dit'Sf  (ileifhun^  stellt,  zusammen  mit  ^^2),  die  Enveloppe  der  Kurveuschar 
y^y{x,X)  dar.  Wenn  wir  fBr  x  ~  x^  den  Ausdruck  (H)  substituieren, 
nimmt  {2)  die  einfachere  Form 

(4)  »-ft-x?(4-ig-'+^(i-i.), 

wo  /ijfA  —  Aq)  dieselbe  Bedeutuug  hat  wie  7^(A  —  A^,),  uiul  die  Enveloppe 
wird  somit  auch  durch  die  zwei  Gleichungen  \^ò)  und  (4)  repräsentiert. 

Wir  weuden  uns  zuuiichst  zu  einer  Untersuchung  der  Gestxilt  der 
Enveîo])]ir  1111*1  Verhinfps  der  Kurven  y  y{x,  k)  in  der  Umgebung 
den  Punktes  1.    ilurbei  unterscheiden  wir  die  folgenden  vier  Fälle: 

(a)  n  ist  gerade, 

(b)  n  ist  ungerade  und  N  positiv, 
(e)       n  ist  ungerade  und  N  negativ, 
(d)       «  ist  unendlich. 

Im  Falle  (a)  kann  mau,  da  die  Grfiße  -V  nach  ihrer  Definition  von 
Null  verscliiedeu  ist,  aus  den  (i leiehuugen  (ii)  uud  ^4)  unmittelbar  schließen, 
duü  die  Enveloppe  in  1  einen  ^ewiShnlicheu  Punkt  hat.  Um  zu  unter- 
»uchcu  wie  die  Kurven  der  Schar  y  =■  y{x,  l)  im  Verhältnis  zu  der  En- 
veloppe verlaufen,  verfahren  wir  wie  folgt. 

2l' 
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Es  sei  X'  ein  Wert  toh  X  am  der  Umgebnng  toh  Üq,  und  mit  x* 
werde  die  Abszisse  des  Punktes  beiaielmet,  wo  die  Kurve  y^yix,  X')  die 
Enyeloppe  berührt   Beachten  wir,  da6  naek  (3) 

|J  (*'- jg— + - 

und  bilden  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  (2)  die  Differenz  A')  —  yi^'^X^j 
so  kommt 

(5)        y{x\  X')-y {x\  A«)  -      -  iv)  (A'  -  ^«  +  li*^'  -  ^, 

wo  Ì4  ,(  A'  —  /l^,)  eine  nach  Potenzen  vuu  k'  —  k^^  fortschreiteude  Reihe  be- 
deutet, ilii'  mir  (iliedor  von  li(')hereni  Grade  als  ilcr  w**"  enthält.  Die 
rechte  Seite  dieser  Uleicliung  behält  umi  für  jedes  X'  aus  der  Umgebung 
von  ein  konstantes  Vorzeichen,  das  nur  von  dem  Zeichen  von  N  ab- 
.hängi  W«ui  beobachtet  wird,  daß  y{x',X')  die  Ordinate  des  Punktes  der 
Snveloppe  ist,  deren  Abssisse  x'  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  die  Kurve  G 
in  der  Umgebung  flures  Berllhnuigspunktes  mit  der  Enveloppe  voUttibidig 
entweder  oberhalb  oder  unterhalb  denselben  ffillt.  Jedeofalis  eehneidet 
also  die  Kurve  C  die  Enveloppe  im  Punkte  1  nicht  Was  die  zu  C  be- 
nachbarten Kurven  der  Schar  y  ^  yi^,  X)  betrifft,  so  verlaufen  sie  offenbar 
in  der  Umgebung  ihrer  BerOhruugspunkte  mit  der  Enveloppe  ahnlidi  wie 
die  Kurve  C. 

Es  sei  jetzt,  immer  unter  der  VorauzBetzung  (a),  s  eine  positive  Kon- 
stante und  die  Gesamtheit  der  Bogen,  die  zu  den  Kurven  der  Schar 
y  =  y{x, X)  gehören,  für  welche  \  X  —  X^\<t,  und  die  zwischen  dem  Punkte 
0  und  den  BerOhrungspunkten  dieser  Kurven  mit  der  Enveloppe  fallen. 
Wir  wollooL  zeigen,  daß  diese  Gesamtheit,  wenn  e  hinreichend  klein  tat, 
ein  gewisses  Gebiet  der  Ebene  vollständig  aber  einlach  bedeckt 

Zunächst  können  wir  offenbar  zwei  positive  Größen  $^  und  eg  so  fest- 
stellen, daß  die  Ableitung  im  Gebiete  ia*  — <£q,  |A  — ^ 

nur  tör  a-  =  a-p,  X  =  Xq  und  im  Gebiete  <  —  '  <  A  —  '  <  f,  nur 
für  VVertsystoTne  von  x  und  die  tier  Gleichunfr  (3)  genügen,  Null  wird. 
Da  diese  Ableitung  eine  in  der  Umgebung  der  Wf-rtsysteme  Xq  K  x  <i  Xy, 

A  —     stetige  Funktion  ihrer  Alimente  ist  und      {pe,  X^)  im  Intervalle 

^0  +  ^  ^  ^1  ~  ^1  nicht  Null  wird,  so  ist  es  ferner  m^^lieh  eine  po 
sitive  Größe  so  klein  zu  wühlen,* daß  die  genannte  Ableitung  im  Ge- 
biete x^-h^^xKxi  —  ij,  \X  —  X^\<m  nicht  verschwindet  Schließlich 
iat,  da  die  Yorausseteung  (a)  unserer  Betmhtung  zu  Grunde  liegt,  die 
Existenz  einer  solchen  positiven  Größe  ^  gesichert,  daß  die  durch  die 
Gleichung  (3)  definierte  Funktion  x  von  X  im  IntervaOe  |il--il,|<i^ 
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entweder  beständig  zunehmend  oder  beständig  abnehmend  ist.  Wenn  nun 
£  kleiner  ist  als  die  kleinste  der  Größen  f^,  f, .  f.,  und  so  geht  in 
folgender  Weise  hervor,  daß  die  Gesamtheit  2\  ein  gewisHee  Gebiet  der 
Ebene  genau  einfach  bedeckt. 

Es  seien  X'  und  A"  (A'  <  A")  zwei  Werte  von  A  aus  dem  lutervHÜe 
I A  —  A^j  '  <  £  und  mit  x  und  x"  mögen  die  Abszissen  der  Punkte  be- 
zeichnet werden,  wo  die  entsprechenden  Kurven  der  Schar  i/  —  y(x,X)  die 
Enveloppe  berühren.  Aus  den  FeststeUungen  über  e  folgt,  daß  die  Kurven, 
für  welche  A'  <  A  <  A",  die  EüTeloppe  in  Punkten  bertthren,  deren  Abszissen 
zwischen      nnd  x**  fallen,  und  weiter,  daß,  wenn  |  größer  als  aber 

kleiner  als  x  und  x"  ist,  die  Ableitung      (|,  A)  im  Intervalle  A'<A<X" 

wesentlich  positiv  ist  Die  Werte  der  Größen  A')  und  A"i  können 
daher  nicht  •^It'irh  sein,  und  also' können  die  Bogen  der  Schar  7\,  die  zu 
den  V\  erten  A'  und  X"  von  l  gehören,  einander  nicht  schneiden.  Da  A' 
und  A"  beliebige  Werte  von  l  »ob  dem  Intervalle  j  A  ~  A^  <  ^  sind,  so 
folgt  hieniiis,  daß  keine  Ewei  Bogen  der  Gesamtheit  einander  schneiden 
können. 

Insbesondere  schneiden  die  Teile  der  Kurven  y  =^  !f{x,  JL^-^- f)  und 
y  =^  ^0  ~  *)j  ^^'^  zwischen  dem  Punkte  0  und  den  Berülinmgspunkteu 
derselben  mit  der  Enveloppe  fallen,  weder  einander  noch  den  Bogen  C^^. 
Wir  bezeichnen  das  Gebiet  der  Ebene,  das  von  diesen  Kurvenstücken  und 
der  Enveloppe  begrenzt  wird,  mit  <S„  und  behaupten,  daß  durch  jeden 
Punkt  dieses  Gebietes  ein  Bogen  der  Gesamtheit  i(oht. 

Wenn  h,,  ij  ein  Punkt  dieses  Gebiet(>s  ist,  so  schneidet  die  Gerade 
JP  — I  die  Begrenzung  desBelbm  in  zwei  Punkten,  von  denen  der  eine 
immer  auf  eine  der  begrenzenden  Lagrange'schen  Kurven  fällt,  der  zweite 
entweder  auf  die  andere  La^Mange'sche  Kurve  oder  auf  die  Enveloppe. 
Im  ersten  Falle  sind  die  Ordinaten  der  Schnittpunkte  ?/(^^  +  c)  und 
1/(1,  A„  —  «),  und  da  rj  zwischen  diesen  beiden  Werten  liegt,  so  muß  es, 
da  die  Funktion  //(l,  A)  im  Intervalle  |  A  —  A„  j  <  £  stetig  ist,  einen  Wert 
von  A  in  diesem  Intervalln  freben,  fiir  welch™  X)  =  i].  Da  die  ent- 
sprechende Kurve  1/ —  j/{  .r^  l)  die  Enveloppe  in  rineni  Punkte  berührt, 
deren  Abszisse  größer  als  |  ist.  so  liegt  also  der  Punkt  ^,  i,  auf  der 
Strecke  dieser  Kurve,  die  zu  der  Gesamtheit  gehört.  Im  zweiten  Falle 
sei  A'  der  Wert  von  A  der  zu  der  Kurve  der  Schar  y  ui  r,  X)  gehört, 
die  die  Enveloppe  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  /  ^  berührt. 
Die  Grr)iJe  X'  liegt  zwischen  A„  +  f  und  A^  —  «  imd  es  gibt,  je  nachdem 
der  zweite  Sclmittpimkt  zu  der  Kurve  =  A(, -f  f)  oder  y  —  y{XfkQ  —  s) 
geliört,  entweder  zw  ischen  A'  und  A,,  -f-  ^  oder  zwisc  lien  A'  imd  A^  —  £  einen 
Wert  von  A,  ttlr  welchen       A)  =      Hieraus  folgt,  gleich  wie  oben^  daß 
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ftucb  in  dieBem  Falle  der  betrachtete  Punkt  auf  einem  Bogen  der  Genunt- 
heit  T,  liegt^  und  unsere  Behauptung  ist  hiermit  bewiesen. 

Da  nun  keine  swei  Bogen  der  Schar  einander  schneiden  können 
und  durch  jeden  Punkt  des  Gebietes  8,  ein  solcher  Bogen  geht,  bedeckt 
diese  Schar  also  Tollstündig  aber  eìnfiudi  das  genannte  Gebiet 

Nach  dem  yorigen  wisaen  wir,  da0  die  Emre  C  die  Enveloppe  im 
Punkte  ]  nicht  sehneidet.   Sie  tritt  also  nach  der  Berührung  mit  der- 
selben wieder  in  das  Gebiet  8,  ein 
(Fig.  1),  und  wir  können  somit  be- 
haupten, (laß  jeder  Punkt  2  von  C,  der 
'\  — ^    in  der  Nälic  von  1  außer] lalb  C^,  liegt, 
j,,^  mit  0  vermittels  eines  Bogeus  der  Ge- 

samtheit Terbunden  werden  kann. 
Man  kann  audi  bauerken,  daß  dieser  Bogen  sich  unendlich  nahe  an  C 
schließt,  wenn  der  Punkt  2  gegen  1  rückt. 

Im  Falle  (b)  folgt  aus  den  Gleichungen  <'3)  und  (4),  daß  die  Enve- 
loppe in  1  einen  llQckkehrpankt  hat^  wovon  die  beiden  Zweige  nadi  rechts 
ausgehen.   Die  Gleichung 

die  unmitteUmr  aus  (2)  folgt  und  wo  B.,(x  -x..  l  X^)  eine  nach  Potenzen 
von  X  —  j;,  und  A  —  fortschreitende  lieihe  bedeutet,  in  welcher  die  von 
X  —  .T]  freien  Glieder  von  höherem  (ttj^Io  als  n  und  die  iiV>ngen  Glieder 
von  hölierein  Grade  als  1  «intl,  zeigt  uns  m  diesem  Falle  zunächst,  daß 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  .i;  ■=  mit  den  Kui-ven  //  —  v(.r.  A),  Â  > 
oberhalb  C'liegen,  während  die  Sclinittjiunkte  dieser  Geni<len  mit  der  andern 

Hälfte  der  Kurven  y  =  //( /  ,  Â)  sich  unter- 
halb C  befinden.  Ferner  folgt  ans  (ò),  daß 
eine  Kurve  der  Schar  y  =  if(x,  A  ),  die  einem 
Werte  X'  von  A  entspricht,  der  großer  als 
^  ^  isty  die  Enveloppe  unterhalb  C  berührt. 

Sie  schneidet  also  er«t  die  Kurve  C  außer- 
halb und  berührt  nachher  die  £nveloppe  (Fig.  2).  Ebenso  sieht  man, 
dafi,  wenn  X'  <  X^,  die  entsprechende  Kurve  der  Schar  y  =  y{Xf  k)  ersi 
die  Kurve  C  außerhalb  Cq^  schneidet  und  nadihsr  die  Snve^ppe  ober- 
halb C  bertihrt. 

Bsaeichnen  wir  jetzt  mit  die  Gesamtheit  der  Bogen,  die  lu  den 
Kurven  der  Schar  y  =^  y{Xf  X)  fUr  welche  il,  <  A  <  A^  +  e  geboren  und 
vom  Punkte  0  bis  su  den  Berührungspunkten  dieser  Kurven  mit  der  Bnve- 
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loppe  gerechnet  sind,  so  gelten  offenbar  fQr  diese  Gesamtheit,  wenn  e 
hinreichend  klein  ist,  alle  im  Falle  (a)  hinsichtlich  der  Gesamtheit 
gemachten  Schlflsse.   Ebenso  gelten  diese  Schltlsse  fttr  die  Gesamtheit 
r^,  die  ans  den  Kurven  y  ^  p(x,  l)  fOr  welche  i^  —  e<X<SL^  ähnlich 
wie       aus  der  andern  Hälfte  derselben  hervoxgeht  Die  beiden  Scharen 

und  bedecken  also  gewisse  Gebiete  der  £bene  gmau  einfibch,  und 
es  geht  durch  jeden  Punkt  2  von  der  in  der  Nähe  von  1  außerhalb 
Co,  liegt,  sowohl  ein  Bogen  von        ak  ein  Bogen  von  T_^. 

Wenn  der  Fall  (c)  vorliegt,  so  bat  die  Snvdoppe  wie  im  vorigen 
Falle  in  1  einen  litickkelirpunkt,  die  beiden  Zweige  derselben  gehen  aber 
diesmal  von  diesem  Punkt<>  nach  links  aus.  Um  su  sehoi,  ob  und  wo 
die  Kurven  tf     ij(x,  X)  die  Kurve  C  schneiden,  losen  wir  die  Gleichung 

X)  ~  i/i  x,  Ao)  =^  0  nach  «  —  j;,  auf  und  erhalten  dabei,  wegen  der 
Gleichung  (6),  ein  Kesultat  von  der  Form 

wo  i^fiA  Xp)  nur  Glieder  in  A  —  ?.q  von  luilu'i  em  Grade  als  n—  1  ent- 
halt. (M'li<)rt  nun  A  einer  gewissen  ünigobuiif,'  von  X^^  go  sind,  da  n  un- 
gerade uii'l  X  mgativ  ist,  die  /ugehörigen  Werte  von  x  alle  kleiner  als 
jCj .  Die  entsprechenden  Kurven  i/  =  y(a:,  A) 
schneiden  also  die  Kurve  C  auf  der  Strecke 
C©,  ig-  H),  und  wir  können  also  he- 
liHupt<u,  daß  durch  die  Punkte  von  C,  die  o 
iiüü«  rlifilb  Co,  in  der  Nähe  von  1  liegen, 
keine  Kurven  der  Schar  y  =  y(Xf  A)  iür 
welche    A  — A^l  klein  ist  gehen. 

Im  Falle  (d)  schließlich  gehen  alle  Kurven  der  Schar  y  =  y(x,  A) 
durch  den  Punkt  1.  Die  Punkte  aus  der  Umgebung  von  1,  die  auf  C 
liegen,  können  also  nicht  mit  0  vennitteb  andom  Kurven  der  betracht^en 
Schar  als  der  Kurve  C  verbunden  werden. 

3.  Bs  sei  jetzt  e  ein  Bugen  einer  Kurve  der  Schar  y  =  y{x,  A),  der 
in  seiner  ganxen  Ausdehnung  swischen  0  und  dem  Berfihrungspunkte  dieser 
Kurve  mit  der  Enveloppe  fìUlt,  und  mit  T  werde  eine  Schar  von  Bogen 
der  Kurven  y  —  y{x,  A)  bezeichnet,  die  ein  das  Kurvenstfiek  enthaltendes 
Gebiet  8  der  Ebene  genau  einfiMsh  bedeckt  Ferner  sei  c  eine  im  Gebiete 
8  verlauf(NMle  regul&ra  Kurve  mit  denselben  Endpunkten  wie  e  und  p{x,y) 
die  Funktion  von  x  und  y,  die  in  jedem  Punkte  von  8  mit  der  Ableitung 
des  durch  denselben  gehenden  Bogens  der  Schar  T  flbereinstimmt.  Wenn 
und  die  Werte  des  Integrals  (1)  fiber  respektive  c  und  ê  erstreckt 
bedeuten,  so  hat  man  dann*) 

*)  Siebe  s.  B.  Kheser,  Lehibnoh  der  Variatieoueofaniing  SO. 
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wo  das  intepiil  iilicr  die  Kurve  v  zu  erstrecken  ist. 

Wenn  nim  der  Fall  (ai  vorliegt  und  die  Bogengegamtheit  ist,  die 
für  diu  ikstiniiinmiT  der  Funktion  p{x,  ff)  zu  Grunde  liegt,  so  gilt  alst» 
diese  Gleichung  zuuaclist,  wenn  c  ein  Stück  vou  das  kernen  der 

Endpunkte  0  und  1  entliält,  und  c  eine  regiUäre  Kurve  mit  denselben 
Endpunkten  bedeutet,  die  vollständig  im  Innern  des  Gebietes 
Die  genaimfce  Gleichung  gilt  aber  noch,  wie  man  obne  Schwierigkeit  durcb 
einen  Grensttbcrgang  einsieht,  wenn  mau  ab  c  den  Bogen  sdbst 
nimmt  und  als  c  die  Kurre,  die  Ton  0  bis  zu  einem  Punkte  3  der  Enveloppe 
mit  dem  diese  Punkte  verbindenden  Bogen  der  Gesamtheit  J,,  und  von 
3  bis  1  mit  der  Enveloppe  selbst  zusammenfallt.  Die  Tangente  der  Kurve 
e  fällt  aber  dann  in  je<lem  Punkte  mit  der  Tangente  des  durch  denselben 
gehenden  Bogens  der  Gesamtheit  7,  zusammen,  und  die  Gröfie  erhält 
also  in  jedem  Punkte  von  c  denselben  Wert  wie  j)(jr,  y).  Hieraus  folgt, 
daß  der  Integrand  der  Gleichimg  (7)  in  jedem  Punkte  verschwindet,  und 
es  kommt  also 

Nun  ist  zu  bpuierken,  daß  die  Enveloppe  in  der  Umgebung  von  1  keine 
Lagrange'sclie  Kurve  ist;  tleun  durch  einen  Funkt  kiiauen  nielli  zwei 
Lagrange'sche  Kurven  mit  derselben  Tangente  gehen,  wenn  die  Ableitimg 
I'\-^{x,y,y' )  iur  den  von  dem  Funkle  und  der  Tangen!«'  definierten  Wert- 
system von  y  und  y'  vou  Null  verschieden  ist.  Ks  giljt  also  in  jeder 
l)eliebigen  noch  so  eng  festgestellten  Nachbarscliatt  des  Bogens  3  1  der 
Envelojipe  die  Punkte  i5  und  1  verbindende  Kurven,  die  dem  Integrale  (1) 
kleinere  Werte  erteilen  als  dieser  Bogen.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  daß 
es  auch  in  jeder  NaebbarschaH  des  Bogens  C'oi  Kurven  gibt,  die  das  In- 
tegral (1)  kleiner  machen  als  dieser,  und  hiermit  ist  bewiesen,  daß  das 
Stttck       von  G  im  Falle  (a)  kein  Minimum  geben  kann. 

Ein  Stfick  C'o,  von  C>  das  Aber  1  hinausteichti  ergibt  also  auch  nicht 
ein  Minimum. 

Im  §  3  wurde  erwähnt,  dafi  jeder  Punkt  2  von  C,  der  in  der  Nahe 
von  1  außerhalb  C^^  liegt,  mit  0  vermittels  eines  Bogens  der  Gesamtheit 
verbunden  werden  kann,  und  daß  sich  dieser  Bogen,  den  wir  mit  CÌ% 
bezeichnen  woUen,  unendlich  nahe  an  C  schließt,  wenn  der  Punkt  2  gegen 
1  rttcki  Da  nun  die  Ableitang  i''y  y(^iy,yO  fìir  jodes,  durch  ein  Element 
des  Bogens  C^^  definierte  Wertsystem  von      y  und  y%  positiv  ist,  so 
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kann  man  also,  indem  man  den  Punkt  2  bmreichend  nahe  au  1  nimmt» 
bewirken,  daß  dieee  Âbleîtong  auch  fttr  alle  daieh  den  Bogen  dt  defi-* 
nierte  Wertsjsteme  dieser  Ghöfien  positiv  wird.  Wenn  dies  der  Fall  ist^ 
80  gibt  Ctti  im  Vergleich  mit  allen  Ernnren  einer  gewiasen  Nadihanchaft 
ein  Minimum  dee  Integrals  (1),  denn  der  Endpunkt  dieses  Bogens  liegt 
Tor  dem  sum  Anfimgspnnkte  konjugierten  Punkte  der  entspreebenden 
Lagrange'schen  KurrOi 

Man  kann  bemerken,  daß,  wenn  2  hinreidiend  nahe  an  1  liegt^  auch 
die  Kurre  C^^  su  den  Kurren  gehört,  im  Vergleich  mit  welchen  dss  Mi- 
nimum stattfindet.  Die  Gleichung  (7)  gilt  nämlich  nodi,  wenn  man  Co» 
als  e  und  C^i  als  c  nimmt.  Im  Interralle  Ton  0  bis  I  stimmen  dann  die 
Werte  toh  ff'  und  p{Xfff)  flberein,  und  der  Integrand  der  Gleichung  (7) 
mschwindet  daher  in  jedem  Punkte  dieses  InterraUee.  Von  1  bis  2 
werden  dagegen  die  Werte  von  y'  und  p(Xf  p)  yerschieden,  denn  die  Bogen 
der  Gesanitlioit  T,  schneiden  die  Kurve  C  unter  nicht  verschwindendem 
Winkel.  Beachtet  man,  daß  dieser  Winkel  in  1  Null  ist  und  sich  beim 
Fortgange  laugB  C  stoti^f  verändert,  so  kann  hieraus  geschlossen  werden, 
daß,  wenn  2  hinreichend  nahe  an  1  liegt,  die  genannten  Werte  vai  dem 
Bereiche  gehören,  wo  der  Integrand  der  Gleiclinng  (7),  zufolge  der  über 
^f^i^fVtP')  gemachten  Voraussetzung,  positiv  verbleiht  ohne  au  ver- 
schwindoL  Man  erhält  also  J^  —  0,  und  hiermit  ist  die  gemachte 
Behauptung  bewiesen. 

Im  Falle  ()))  ergibt  das  Stück  (J^^  ^  noch  ein  Minimum.  Die 
Gleichung  (7)  gilt  nämlich  dann  noch,  wenn  man  als  r  das  Stück  C^^^ 
von  C  nimmt  und  als  c  eine  beliebige  Kurve  aus  der  Nachbarschaft  von 
^'i, iiud  rlcr  Intf';j:rand  diosor  nipi'chuiiix  kann  nicht  liiiii^s  einer  solchen 
Kurve  i<U'ntisch  verseli winilen.  VVenu  der  Bogen  f'^j  üi>er  1  hiiiansreicht, 
kann  luau  in  folgunder  Weise  zeigen,  daß  das  Minimum  nicht  mehr  statt- 
finde t. 

Es  werde  angenonnnen,  diib  der  Punkt  2  so  ii;ilie  ;in  1  lifj^t,  daß  der- 
selbe mit  0  vermittels  eines  der  (iesamtlieit  T^^  zugehörigen  Hofens  T,'» 
verbuutleii  werden  kann.  Ist  «lie  l'iinklnni  pi-.r.y)  so  bestiîiimt,  daß  sie 
der  Bf)gens('har  eutspricht,  f«*»  krumcu  wir  dieses  Hoirenstüek  als  c 

und  das  Stück  r'^,,  von  C  als  c  uehnieu.  Der  Integrand  der  Gleielning  (7) 
wird  dann  Xnll  auf  der  Strecke  von  0  bis  1.  Wenn  2  hinreichend  nahe 
an  1  liegt,  wird  derselbe  aber  von  1  his  2  positiv  und  von  Null  ver- 
schieden, denn  die  Bogen  der  Schar  T , ,  können  nicht  die  Kurve  C  iu 
ihren  Schnittpunkten  mit  derrselben  berühren.  Der  Bogen  Cqs  gibt  also 
dem  Integrale  (1)  einen  kleineren  Wert  als  der  Bogen  C'^j. 

Hiermit  ist  aber  noch  nicht  bewiesen,  daß  der  Bogen  C^^  nicht  ein 
Minimmn  ergeben  kann^  sondern  wir  müssen  noch  zeigen,  daß  es  «ach  in 
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beliebiger  Nahe  derselben  Eunren  gibt,  die  das  Integral  (1)  kleiner  machen 
als  dieser  Bogen. 

Wenn  8  ein  Punkt  yon  C  bedeutet,  der  sieh  swischen  1  und  2  be- 
findet, folgt  unmittelbar  aus  dem  obigen,  dafi  das  Kurvenstficlc,  das  aus 
dem  die  Punkte  0  und  8  verbindenden  Bogen  der  Gesamtheit  T^^  und 
des  Stfickes  3  2  Ton  C  snsammengesetst  ist^  das  Integral  (1)  Meiner  macht 
als  der  Bogen  ,  Indem  man  den  Punkt  3  binreich<md  nahe  an  1 
nimmi^  kann  man  aber  bewirken,  da0  das  genannte  Kurrenstfick  einer  be« 
liehig  eng  festgestellten  Nachbarschaft  der  Kurve  Oq,  angehört.  Es  gibt 
also  in  jeder  soldien  Naehbarschaft  Eurren  mit  denselben  Endpunkten 
wie  Cq,  die  dem  Integrale  (1)  kleinere  Werte  eichen  als  dieser  B<^n, 
und  hiermit  ist  bewiesen,  daß  derselbe  nicht  ein  Minimum  ergibt. 

Da  es  auch  einen  der  Gesamtheit  T_ ,  zugehörigen  Bogen  gibt,  der  durch 
2  geht,  8o  kivnn  in  dem  vorliegenden  Falle  jeder  Punkt  von  C,  der  in  der 
Nähe  von  1  uuBorhalh  C^^^  fällt,  vermittels  zweier  Bogen  mit  0  verbunden 
werden,  die  beide  im  Vei^leich  mit  den  Kurven  gewisser  Nachbarschaften 
derselben  Minima  ei^ben,  und  diese  Bogen  sdì  ließen  sieh  beide  unend- 
lich nahe  an  C,  wenn  der  Punkt  2  gegen  1  rückt 

Im  Falle  (c)  kann  man,  wie  im  Falle  (a)  zeigen,  daß  der  Bogen 
nnd  also  aurli  ein  Bogen  CJ,,,  der  über  1  hinausreicht,  nicht  mehr  ein  Mini- 
mum ergibt.  Wie  schon  im  vorigen  §  bemerkt  wurde,  ist  in  diesem  Falle 
auch  keine  in  der  Nähe  von  C  fallende  Kurve  der  Schar  y  —  y(.r,  vor- 
handen, die  dureli  einen  Punkt  2  von  (\  der  auberhalli  in  der  Nähe 
von  1  lif'gt,  geht.  Da  keine  andere  als  eine  IjHgrange'selie  Kurve  ein 
Minimum  ergeben  kann,  folgt  hieraus,  daß  es  in  diesem  l'alle  keinen  iu 
der  Nahe  von  C  fallenden  Bogen  gibt,  der  einen  solchen  Foukt  mit  0 
verbnidet  und  ein  Minimum  des  Integrals  (1)  ergibt. 

Wenn  sehin  blifh  der  Fall  fd)  vorliegt,  geben  offenbar  auf  Ginnd  der 
Gleieiiung  I  7),  die  Teile  von  den  Kurven  der  Schar  f/^yfj,  jl\  die  /wischen 
die  Pujikte  0  und  1  fallen,  dem  Integrale  (1)  alle  deusellieu  Wert,  imd 
der  Bogen  C„i  gibt  also  kein  Minimum.  Es  gibt  aber  diesmal  keine  die 
Punkte  0  und  1  verbindende  Kurven,  die  dem  Integrale  kleinere  Werte 
erteilen  als  C^^.  Liegt  der  Punkt  2  auf  C  außerlialh  6^,,  so  gibt  es  auch 
solche  benachbarte  Kurven,  die  das  Integral  (1)  kleiner  niachrn  als  C^^. 
Eine  Kurve,  die  von  0  bis  1  mit  einer  zu  C  benachbarten  Kurve  der 
Schar  y^tfi,-^)^)  zusammenfällt  und  von  1  bis  2  längs  C  läuft,  erteilt 
nämlich  dem  Integrale  (1)  denselben  Wert  wie  Cq„  und  da  diese  Kurve 
in  1  einen  Eckpunkt  hat,  so  gibt  es  in  der  Nachbarschaft  derselben  Kurven, 
die  dem  Integrale  (1)  noch  kleinere  Werte  erteilen. 

Indem  wir  uns  der  Bedeutung  von  »  und  N  erinnern,  können  wir 
jetst  in  folgender  Weise  die  erhaltenen  Resultate  susommenfiMMn: 
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Wem  der  Begm  Q»«  Uber  1  hmmsmektt  so  gibt  âereéBbe  memeis  em 
Bxtmmm,  Der  Bogen  C«,  adbsl  ffibi  tm  aUjfememen  wu^  NtdU 

mum;  wenn  aber  n  umjerade  und  ^jni^it  ^)  positiv  isif  su  findet  hiervon 

eine  Ausnahme  sUUty  ittdem  das  Eiircmum  noch  hestcht. 

Ist  n  ff  erade,  so  kann  jeder  Funkt  2  von  C\  der  in  der  Nähe  von  1 
außerhaUt  C^^  liefft,  mit  0  vermittels  einer  aber  nur  einer  Ixi^trange'scheii 
Kurve  rerhiindcn  werden ^  die  in  der  NäJie  von  (7^,  verläuft  und  die  im 
Ver(ßcicii  mit  ailen  Kurven  einer  ffetcis^en  Nnchharschaft  derselben,  zu  weicher 
OMiA  der  Boge»  C^^  gehört,  ein  Extremum  ergUft.  In  dem  FaUe  tm  »  mgerade 

iO,  gibt  ei  meei  aoUAe  Bogen,  wenn  |]fSr(^>  ^)  po^üo,  aber  keinen  eimigen, 

wenn  eUeee  Größe  iiegaiin  ieL  M  n  mendlMà,  m  gibt  es  eateh  keinen 
Bogen  dieser  JH. 
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Zur  Theorie  des  relativen  Extrem uins  der  einfacheu  integrale 
mit  bestimmten  Integrationsgrenzen. 

Von 

J.  W.  LiHOBBERO  in  fialaingfors. 

Vergleicht  man  miteinander  die  Theorioii  des  relativen  und  des  ab- 
soluten Extremunis,  so  findet  nmi»,  daß  zwischen  doiis«  lbrn  eint"  irioße 
An»lnj;io  hefiteht.  So  sind  die  Kriterien  des  schwaHiPii  Extreniuins  ein- 
riiider  vollständig  äquivaieut,  und  die  Methoden  diese  Kriterien  abzuleiten 
Kind  s>'hr  ä}inli«'h.  Andrerseits  ist  über  die  Theorie  des  relativen  Ex-  • 
treuiunis  in  einigen  Punkten  nodi  nicht  so  weit  geführt  wie  die  des  ab- 
soluten, und  insbesondere  sind  die  Sätze  zur  näheren  Bestimmung  der 
Art  des  Extreniums  in  der  ersten  sehr  wenig  befriedigend. 

Im  folgenden  wird  versucht  diesem  Mangel  abzuhelfen,  indem  ein 
allgemeiner  Satz  bewiesen  wird,  wonach  die  Art  des  Extrcniiuns  bei  dem 
einfachsten  Problem  des  relativen  Extreniums  ebenso  einfach  wie  bei  dem 
Problem  des  absoluten  Extreniums  bestimmt  werden  kann. 

Um  unsere  Anfgabe  genau  formulieren  zu  kttnnen,  erinnern  wir  zu- 
nacbBt  an  die  Hauptpunkte  der  erwSlinteii  Theorien. 

1.  Eb  sei  Fi.r,  ijj  y)  eine  reguläre  analytisclie  Funktion  ihrer  Ar- 
gumente und  y  ~  yipp)  die  Gleichung  einer  Lagrange  sehen  Kurve  die 
dem  Prohlem  das  Integral 

(l)  •  fix*.  S.  9')àx  (jf-  -  ^) 

ZU  einem  absoluten  Extremnm  zu  machen  entsprichi  Ferner  sei  c  ein 
regulärer  Bogen  von  (7,  der  keine  mit  der  y- Achse  parallele  Tangente 
zul80t  und  der  mit  einem  Felde  umgeben  werden  Inum.  Weiter  be- 
zeichnen wir  mit  p  {Xj  y)  die  Funktion  von  x  und  ff,  die  in  jedem  Punkte 
des  Feldes  mit  der  Ableitung  der  durch  denselboi  gehenden  Lagrange- 
schen Kurve  übereinstimmt,  und  schliefilich  werde  eine  Funktion  E  der 
Yier  Argumente  x,     tf,  p  durch  die  Gleichung 

y,  yV  P)  =  F(x,  y,  îO  -  ^i^fìff  p)  -  (y'-jp)  If  Q>^f  ^7  p) 

definiert. 


Digitized  by  Google 


Zar  Theorie  des  relativen  Extremums  der  eint'acbea  Integrale  etc.  333 

Wenn  nun  é  irgend  eine  im  Felde  veriauféiide  legnlere  Euire  mit 
denselben  Endpmiikfcen  wie  c  ist^  lo  hat  man*) 

(2)    J>(a;,  jf ,     dx  -  fF  (x,  y,  y')  dx  -  J^M  (x,  y,  y ,  p  (a:,  y))  dx , 

tf  e  e 

wobei  die  Integrale  Aber  die  respektiven  Kurven  c'  und  c  zu  erstrecken  sind. 

Indem  wir  uns  auf  den  Fall  des  Minimums  beschränke,  fQhren  wir 
jetai  die  folgenden  Voraussetanngen  dn: 

Die  Âbleitung  ^^(Xfy,y)  ist,  wenn  x^y^  und  ^^ytC^i'^^s) 

Endpunkte  vou  c  sind,  l'ür  ^  3:  <.  jj^,  y  =  y  {j:),  i/'  =  y  (x)  positiv,  ohne 
zu  verschwinden. 

Die  Funktion  E(x,  y,  p,  p)  ist  im  Bereiche 

Xi<x<Xt,y^yix),  iy  -  !^  {x)\<  ç^,  p  ^  y' (x), 

wo  Po  eine  gewisse  poeitire  Zahl  bedeutet^  positiT  und  Terachwindet  nur 

für  y'  =  y'(a:V 

Auf  Grund  der  ersten  dieser  Voraussetaungen  ist  es  möglidi,  die 

positive  OrGße  «t  so  klein  festaustellen,  daft  die  Ableitung       (Xf  y,  y) 

in  dem  Bereiche  <  x  <Xff  \y  ■— y{x)  [<,  [y  ~  y  <  £i  positiv 
und  nicht  Kuli  istj  da 

»,  y p)  - ^S^' p  (*,  9.p+»(t/- p}).  (0  < ♦  <  1) 

bleibt  auch  die  Funktion  E(x,  y,  y',  p)  im  Bereiche 

positiv  und  Tersohwindet  nur  fi\r  y  ^  Ferner  sei  bemerkt,  daß  nach 
der  aweiten  Voraassetaung  die  Funktion  J£{x,  y,  y',  p)  im  Bereiche 

ai<ir<ai,  y-y(af),    < |ir-S^(a?)l <(io',  P-y'W 
'positiv  ist,  ohne  zu  verschwinden.   Da  sie  in  bezng  auf  alle  ihre  Ali- 
mente stetig  ist^  kann  man  also  die  positive  Größe     so  klein  bestimmen, 
daß  diese  Eigenschaft  noch  im  Bereiche 

besteht.  Die  Große  muß  oftenbar  kleiner  als  e,  sein  und  man  kann 
somit  behaupten,  daß  die  Funktion  E{x,y,y,p)  im  ganzen  Bereiche 

ûc,<x<  x^,   y  -  y[x)  <       y  -y'{x)\  <(f^,  [p-yi-^)\<h 
positiv  bleibt  und  nur  für  y  '=  p  Null  wird. 

Wegen  der  Stetigkeit  vou  J){x,y)  ist  es  noch  möglich,  fj  su  klein 
zu  wählen,  daß  [p  (x,  y)  —  y  {x)  j  <     für  j;,  <    <  ar^ ,  [y  -  y  {x)  [  <  *j. 

*)  Kneser,  Lahrbach  der  TariatiomKechnaag. 
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Wenn  8  die  kleinere  der  GrOften  «|  und  bedeutet,  wird  eleo  die  Fiink* 
tion  E{Xf  y,  ff,  p(^,  y))  im  Bweiche 

< « < 'y- \<h  \y  -y'{x)\< Qo 

positiv  und  verschwindet  nur  für  y'  =  p(x,  y). 

Es  bezeichne  jetzt  T^^.  die  Gesamtheit  aller  die  Endpunkte  von  c 
verbindenden  regulären  Kurven  y  =  tlie  ini  Intervalle  a*j  <    <  ai^ 

den  Ungleichungen 

Yix)-y(x)l<ç,  \r{x)-y{x),<Q 

genfigen.  1st  ç  <  e  und  gehört  die  Kurve  c'  der  Gesamtiieit  T^^  *  so 
wird  nach  dem  Obigen  die  Funktion  E^z,  y,  j/,  p{x,  y))  in  jedem  Punkte 
von  c'  positiv.  Da  femer  die  Ableitung  der  Kurve  c  liicht  in  jedem 
Punkte  derselben  mit  der  Funktion  p(:r,  jf)  übereinstimmen  kann,  kaiin 
der  Intet^and  der  rechten  Seite  von  {2)  uiclit  in  jedem  Punkte  derselben 
Terschwindeu  und  dieae  Gleichung  gibt  uaa  aUo 

Wir  kSnnen  eomit  den  folgenden  Sats  aoB^precben: 

Wmn  sidi  da'  Bogen  c  mit  einem  Felde  ut^dten  läßt  und      (x,  y,  y  ) 

im  BerrMÌie 

ein  festes  Vorzeichen  besitzt,  ohne  zu  verschwinden,  und  E{x,  y,  f/,p)  im 
Bereiche 

x^<x<x^f  y^y{x),  [y  ~y{x)^<  Qq,  p  =  y  ix) 

dasselbe  Von'zrichm  heJiält  und  nur  für  \(  ^  y  {x)  Vf^schwindel,  so  kann 
man  stets  g  so  kh'in  bestimmen,  daß  die  Kurve  c  im  Vergle.idi  mit  allen 
KiMTven  dei-  Gi  <amtheit        ,  absolûtes  Ertremum  dn^  Integrale  (  Ì)  crffibt. 

2.  Wir  werden  jetzt  sehen,  daß  der  Ausdehnung  des  obigen  Satzes 
zu  dem  einfac  listi  ii  Problem  des  relativen  Extremums  besondere  Schwierig- 
keiten entgegeiiätcheu. 

Indem  wir  mit  G  (x,  y,  Jf')  eine  reguläre  Funktion  der  Argumente 
Xy  y,  y  bezeichnen,  so  sei 

(3)  fO{x,y,y)dx 

das  Integral,  dn  für  alle  in  Fnge  kommenden  Kurren  einen  konstMiten 
Wert  behalten  soll.  Wenn  il  ein  willkOrlieher  Ftouneter  ist  und 

gesetet  wird,  ist  die  Lagrangeselie  Qleiehung  des  Probleme 

{±\  ^  fi 
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Ei  aei  y  —  y  (x)  die  Oleiehimg  einer  Integnlkutre  C  von  (4)  xmd  e 
ein  Silick  dieser  Kmre,  das  ûbentU  regnlSr  yerlinft  und  keine  mit  der 
y-Aebse  paralkle  Tangente  hat.  Die  Koordinaten  der  Endponkte  1  und  2 
Ton  e  aeien  Xiffi  und  œ^ff^,  nnd  mit  x^ff^  mSgen  die  Koordinaten  eines 
zn  1  benaefabarten  Ponktea  0  Ton  C  beaeiehnet  werden,  der  so  liegi^  daß 
<  Ferner  sei  y  '^yiXf  ftf  l)  die  Gleichong  der  durch  den  PunklrO 
gehenden  Schar  von  Integralknrven  der  Gleichung  (4)  and  es  werde  an- 
genommen,  daß  die  Kurve  C  aus  dieser  Gleiohnng  für  ft  ii^,  A  »  Ag 
hervorgeht  Schließlich  sei  e>  die  Funktion  von  nnd  X,  die  für 
jedes  Wertsystem  der  Argumente  mit  dem  Werte  des  Integrals  (3)  vom 
Pmikte  0  längs  der  Kurve  y  —  y  Oi',  ft,  A)  bis  zn  dem  Punkte  mit  der 
Abszisse  X  erstreckt  übereinstimmt. 

Wir  f&hren  jetat  die  folgenden  YoraussetsnngMi  ein: 

Bj  Die  IkiÊJtthnaMeniimaiiUe  ^^^^  '^  ist  fìir  «,  <*<«j,  fi  — X^Iq 

nieht  NuU.  ^* 

3'  H 

h)  Die  Ableitung  ^  y,  y\  X)  ht  für 

jMwtlfttf  Mind  vm  2M  versddedm, 
c)  Die  FunkUon 

,  f/,  y\  X)  -  HÇr,  y,  y,  X)  -  ^(ar,  y,  p,  X)  ~- (jf'  ~  p)  'J^.  (x,  ty,  p,  A) 
ÌÀeibt  im  BereicJie: 

Xt<x<Xf,  y  =         {y'-y(x)\<Q^',  p^t/i^)> 
iäferüM  positiv  und  verschwindet  nur  für  y  =  y  {x  ' . 

Dies  sind  die  Annahmen,  die  bei  dem  Problem  des  relativen  Mini- 
mums den  Yorausaetaungen  dea  vorigen  Paragraphen  entsprechen. 

Es  sei  nmi  (f  eine  Korre  mit  denselben  Endpunkten  wie  c,  die 
Qbei-üU  regulär  verlänft  und  keine  mit  de^  y-Achse  parallele  Tangente 
zuläßt,  und  es  werden  von  dieser  Kurv«^  dif^  folgendoii  Annahmen  gemacht: 

a')  Sie  gibt  dem  Integrale  (3)  denselben  Wert  wie  <ler  Bogen  c. 

b')  Durch  jeden  Pnnkt  Ii  vou  c  geht  eine  solche  Kurve  der  Schar 
y  =  If  I  X,  (If  A),  daß  dus  Integral  (3)  deaselben  Wert  erhält,  wenn  hs 
über  das  Stück  0  3  dieser  Kurve  oder  über  die  Kurve,  die  aus  dem 
fiogen  0  1  von  C  und  1  3  von  c  zusammengesetzt  ist,  erstreckt  wird. 

c)  jJif  \\  t  rte  von  fi  und  A,  die  zu  der  durch  den  Punkt  3  gehenden 
oben  dehnierten  Kurve  der  Schar  y  ^  if  {Xf  (i,  X)  geboren,  bilden  /.u- 
sammen  mit  der  Abszisse  x  von  3  tur  jetle  Lage  dieses  l'uuktes  ein 
solches  WerUystem  von  /t,  X  und  x,  für  welches  die  Fuuktionaldetermi- 

nante  ^-^^  nicht  Tersehwiadet 
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Wir  b€seichueu  mit  uud  n{x)  die  zwei  Funktionen  von  .r,  die 
für  jedes  x  mit  den  Werten  der  Parameter  A  und  ji^  die  za  der  durch 
den  entsprechenden  Piuikt  3  gehenden  oben  erwähnten  Kurre  der  Schar 
jF  —  (jp,  fk,  X)  geboren,  äbereinsümmen.  Ferner  definieren  wir  die  Funk- 
tion p(x)  durch  die  Gleichung  (x,  fi(x),  Xix)),  MnAtam  hat 
man*) 

^5)   fF{x,y,y)dx-J  F{x,y,y)dx j'E{x,Uty\pix),m)dx, 

welche  Gleichung  für  das  Problem  des  relativen  Extremums  von  grund- 
legender Bedeutung  ist.  Sie  ist  der  Gleichung  (2)  sehr  älinlich;  ©in 
wesentlicher  Unterschied  besteht  aber  darin ^  daß  in  der  Gleichung  (5) 
zwei  Funktionen  p{j:)  uud  k{x)  vorkommen,  die  von  der  Gestalt  des 
Bogens  c  abhängen. 

Da  die  Funktionen  X{x)  und  p[x)  und  also  die  ganze  Gleichung  (5) 
nur  unter  der  Voraussetzung  (b')  einen  Sinn  haben,  wollen  wir  zunächst 
diese  Voraussetsnng  etwas  näher  in  Betracht  nehmen. 

Es  seien  x^y^  die  Eoordinatm  des  Punktes  3,  J^,  dar  Wert  des 
Integrals  (3;  Aber  die  Knrre  streckt,  die  ans  dem  Stfieke  Ol  von  C 
und  13  Ton  e*  zusammengesetzt  ist,  und  9  der  größte  Wert,  den  irgend 
eine  der  OrSßen  |Ä~y(^3)  1 -'oa  ~  "(-^s»  ."o*  ^o)l  Intervalle 

^1  ^  -^'s  5^  snnimmi  Wenn  9  hinreichend  klein  ist,  kann  man  zufolge 
der  Voraussetzung  (aj  die  Gleichungen 

fÖr  jedps  jCj  im  Intervalle  <  T,^  <  nach  /i  und  X  auflosen  und  hier- 
aus tolgt  unmittelbar,  daß.  wenn  ç  und  q'  hinreichend  kltm  siud,  die 
Voraussetzung;  (W)  für  iillc  Kurven  der  („iesanitheit  'J\^  errdlli  ist.  Etwas 
NiÜieres  über  die  Wei'te,  die  hierbei  (j  und  fj'  erteilt  werden  kiiimen, 
sclieiut  OS  al^er  selir  schwer  zu  sein  zu  entscheiden,  und  ans  diesem 
Grnndt»  ist  die  fileic  liun»^  (f)  )  uiciit  unmittelbar  zur  Ableitung  von  Kri- 
terien über  die  Art  (h's  Kxtrenimns  geeignet. 

Thus  schwache  Miuimum  lülit  sie  h  aber  ohne  Schwierigkeit  aui  Grund 
unserer  Voraussetziuij^fen  naehwcism. 

Zufolge   der  Voraussetzung  {h)  können   wir   erstens   eine  positive 

Größe  e  so  feststellen,  daß        (x,  y,  y,  l)  im  Bereiche 

«i<a?<^„  \y-y{'^)\<h  iy-y(^)\<h \x-x^\<ê 

positÎT  bleibt,  ohne  au  Tcandiwiiidett,  und  da 
*)  Kneser,  Lehrbttch  der  Variatioiisteclmiutg. 
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i'Cu  ,  y,  y,  p,  X)  =  p  ix,4f,  1>  +  ^iy'  -p),  A),  (0<^<1) 

behält  auch  die  Funktion  E  im  Bereiche 

dusdhe  Voneichen  und  Terschwindet  nur  flir  y'  p. 

Nach  dem  Vorigen  ist  nun,  wenn  q  und  hinreichend  Uein  sind, 
die  VonuuMetiung  (Jb*)  ftr  jede  Kur?e  der  Geaamtheit  T^^.  erfüllt^  und 
ea  iat  oflimbar  möglich,  ç  und  ^'  noch  so  Uein  m  bestimmen,  da0  auch 
die  Voraunetsung  (e)  f&r  diese  Kurven  erfüllt  iat  und  daß,  wenn  die 
Funktionen  X{$>)  und  p{x)  einer  aolchen  Karre  entsprechen,  die  ün- 
gleiehungen 

\Xix)^Ji^\<i,  |j»(a?)-y'(aî)|<* 

im  Intervalle  x^KxKx^  bestehen*  Die  Funktion  E(Xf  y,  ff,  p(fe),  X<x)) 
kann  dann  auf  einer  solchen  Kurve  nidit  negativ  werden,  und  da  aie 
lings  einer  Kurve,  die  die  Voraussetzung  (a')  erfüllt,  nicht  identisch  ver- 
schwinden kann,  gibt  uns  die  Qimchung  (ô)  f&r  diese  letzten  Kurven 

if  e 

und  hicvmit  ist  gezeigt,  dafi  c  wiiklich  ao  genanntsa  achwaches  relatives 
Minimum  ergibt 

Ss  sei  noch  bemerkt,  daß,  wenn  aich  auch  die  Voraussetaung  (b') 
unter  sehr  oUgemeinen  Bedingungen  als  erfOllt  nachweisen  ließe,  uns  doch 
bei  der  Auanutaung  der  Yoranaaetaung  (c)  zu  näherer  Bestimmung  der  Art 
des  Extremums  neue  Schwierigkeiten  entgegentroten  wdiden.  Wenn  ^' 
iigend  ein^  festen  Wert  hat,  können  wir  nimlich  nicht  durch  Ver- 
kleinerung nur  Ton  q  bewirken,  daß  die  zu  den  Kurven  der  Gesamtheit 
T^^.  gehörigen  Ftmktlonen  X(x)  und  p{x)  von  X^  reap.  jf(x)  beliebig 
wenig  verschieden  sind,  und  es  scheint  dso,  als  ob  die  Voranasetsung  (e) 
fttr  kein  bestimmtes  ç  hinreichend  sei,  um  die  UnyeiUnderlichkeit  des 
Vorzeidiens  von  dem  Intcgrande  der  Gleichung  (6)  ISngs  den  Kurven 
einer  entsprechenden  Kurvengesamtheit  allgemein  zu  sichern. 

Im  folgenden  wollen  wir  zeigen,  wie  diese  Schwierigkeiten  sich  um- 
gehen lassen,  und  zunächst  wollen  wir  den  Grundgedanken,  der  den  Aus- 
gangspunkt dieser  Arbeit  bildet,  kurz  andeuten. 

8.  SoU  das  Integral 

(6)  fH(x,if,if\X.)âx 

zu  einem  absoluten  Miaiiiiuui  gemacht  werden,  so  ist  die  Lugrangesche 
Gleichung  des  Problems 

MrtMurtitrW  Aitiiftitiii  MX.  S8 
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und  dieselbe  wird  offenbar  von  der  Enrre  C  befriedigt  Es  sei  e'  eine 
die  Endpunktf"  von  c  verbindende  reguläre  Kurve,  die  dem  Integrale  (6) 
einen  gro Bereu  Wert  als  c  gibt  Mau  hat  dann,  infolge  der  Definition 
TOn  Bix,  sr,  y',  A), 

jFdx  -  f Fdx  -     (Tg  (Ix  -fo  dx)  >  0, 

und  wenn  der  Bogeu  c  noch  die  Eigpiiscliaft  hat>  dem  lutegi'ale  (3)  den- 
selben Wert  wie  c  zu  geben,  erhält  uiuu  üiso 

fFdx-fFäx>0, 

Es  werde  jetst  angenommen,  daft  der  Bogen  e  neb  mit  einem  Felde 
im  Binne  des  obigen  Probkms  nmgeben  liftt  Auf  Grand  der  Yoiaiie- 
aetenngn  (b)  und  (c)  folgt  dann  ane  dem  Satse  dee  IWi^^phen  1,  daft, 
wenn  ç  hinreichend  klein  ist,  c  sicher  im  Yei^^leich  mit  den  Kurren  der 
Gesamtheit  T^^^.  absolutes  Miuiranm  des  Integrals  (0)  ergibt  Dann  gibt 
aber  nach  dem  Obig^  jede  Kurve  dieser  Gesamtheit,  die  die  Yoraua- 
setzung  (a')  erfüllt,  dem  Int^^rale  (1)  einen  größeren  Wert  als  c,  und 
hieraus  folgt  unmittelbar,  daß  der  dem  Satae  des  Paragraphen  1  analoge 
Sats  bei  dem  Problem  des  relativen  Extremnms  wenigstens  in  dem  Falle 
richtig  ist,  wo  sieb  der  betrachtete  Bogen  mit  einem  Felde,  das  dem 
oben  ang^benoi  Problem  des  absoluten  Extremnma  entspricht,  am« 
geben  läßt. 

Indom  wir  annnbmrn,  daß  diese  Bedingung  nicht  orfnilt  ist,  setzen 
wir  jetzt  ferîierhin  voraus,  c  sei  eine  die  Endpunkte  von  c  verbindende 
reguläre  Kurve,  uud  bezeichnen  mit  ^i?^,,  IjT;^,  •  • -,  1,^/«  die  Koordinaten 
einer  Reihe  von  Punkten,  die  auf  c'  so  liei^en.  daß  |<  <  ^,  ,  i ,  "nd  von 
denen  |,t^,  und  5  »/^  mit  (ien  Punkten  1  uud  '2  zusammeniaileii.  Ferner 
wollen  wir  annelimen,  daß  <'s  einen  solchen  Wert.  X'  von  A  !^i^'t,  düß 
jede  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  dieser  Keilie  vennitt*?li8  integial- 
kurven  der  tJleichung  (4)  verbunden  werden  kfininni,  die  dem  Werte  X' 
von  A  entsprechen,  und  daß  die  aus  (lirs»Mi  lioü;en  zusammengesetzte,  die 
EiiJ[>uukte  voü  c  verliiiiJciide  Kurve  (  dem  Integrale  (3)  denselben  Wert 
gibt  wie  c.  Schließlich  mögen  die  Stücke  von  c  und  c"f  die  zwischeu 
den  Punkten  |,»/.  und  H.  ^jt/.  ^  i  fallen,  mit  c,'  nnd  r"  bezeichnet  werden. 

Obgleich  nun  C  nicht  mit  einem  Kelde  im  Same  des  Problems,  das 
Integral  (G)  zu  einem  absoluten  Minimum  zu  macheu,  umgeben  werden 
kann,  ist  es  jedoch  möglich,  daß  die  einzelnen  Bogen  c/'  sich  mit  Feldern 
im  Sinne  des  Problems,  das  Integral 
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IQ  einem  abBolnten  Hinimom  in  mathaa,  amgeben  lassen.  Wir  wollen 
annehmen,  dafi  diee  der  Fall  ist  und  daft,  mit  Anwendung  der  Gleiclmng  (2), 
sich  letgen  liUlt: 

/ ^(«,  8f,  y,  ndx -fff(it,  y,  y ,  ^')dx  >  o     (•  - 1, 2, -,  »  - 1). 

Sainmieren  wir  von  i  =  1  bis  i^n  —  1,  erhalten  wir,  mit  Beachtong 
der  Definition  Ton  Ii(x,y,jf,X), 

2!jFdx  -^fFdx  -  A'l  ^fGdx  - 7dx  )  >  0; 

wenn  <f  die  Voraussetsong  (a')  erfüllt,  so  folgt  hierans,  wegen  miserar 
Annahme^  daB  dies  auch  mit  c"  der  Fall 

jFdx-jFdx>0. 

^^UIl  ist  t's  iiucli  §  2  stets  nu")£flich.  u  uikI  o'  so  klein  in  bestimnieu, 
daß  c  iui  Verck'icli  mit  den  Kurven  lit-i  (i«?8unitheit  T'  relatives  Mini- 
mum  des  Integmls  (\)  eijribt.  Wenn  mich  c  nicht  dieser  Gesamtheit 
uugehürt,  ist  es  otit^nbar  nKH^lich,  daß  c"  eine  Kurve  derselben  ist,  und 
wenn  dies  der  Fall  ist,  imi  man 


und  folglicb  auch 

jFdx-fFdx>0. 

c'  e 

Es  öö'net  »ich  also  hier  ein  neuer  Wecr,  «Up  Knrvf  r  mit  benach- 
barten Kurven  hinsichtlich  der  Werte,  die  sie  d«nn  Int- ale  i\)  erteilen, 
zu  vergleieheu.  Ira  folgenden  wird  gezeigt,  wie  sieh  der  üben  angedeutete 
Gedanke  streng  durchführen  läßt  und  uuü  zu  der  Aui^dehnung  des  Satzes 
des  §  1  auf  dus  ProVdein  des  relativen  Extreniuins  führt. 

Zunächst  weiden  wir  eine  Reihe  von  llilfasatzen  beweisen,  die  wir 
für  unseres  Hauptprobh-m  l)niuelien. 

4.  Da  die  Gleichung  (4i  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  wird  dun 
allgemeine  liiti-^jal  derselben  außer  von  das  nehün  in  der  Gleichung 
vorkommt,  noch  von  zwei  willkürlichen  Parametern  abhängen.  Wir  wollen 
zunächst  eine  Schar  von  Integralkurven  in  Betracht  ziehen,  die  außer  von  l 
nur  von  einem  Parameter  x  abhängt  £s  sei  y  g(x,  x)  die  Gleichung 
einer  solchen  S^ar,  ans  weleber  C  filr  A  —  i^,  «  *  hervorgeht,  und 
von  der  Funktion  g{Xf  X,  x)  werde  angenommen,  daB  sie  in  der  Umgebung 
jedes  Wertsy stems     <    <  j^,  A  =  A^,  x        regulir  ist 

«2* 
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Wenn  man  die  Fonktion  g{Xf  %)  and  ihre  Âbleitnng  nach  a?  anitatt 
y  und  ^  in  die  Gleielmng  (4)  einführt  and  die  ao  erhaltene  Identitit 

nach  X  differenziert,  ergibt  sich,  daß  die  Âbleitung  ^^(^'»  ^or  ^o) 
linearen  Ditterentialgleichung 

(7)  +  p(,K  +  q(x)u  -  0       {u'-^,l,u"-  f^,) 

genQgt,  wo  p(x)  und  q(x)  zufolge  der  Voraussetzung  (b)  im  întorvalle 
ap,  <a?<d^  reguläre  analytische  Funktionen  sind,  die  nur  ron  der  Glei- 
chung y  =  y(x)  von  0  nnd  Ton  den  Funktionen  F(Xy  y,  y)  und  0(a;,  y,  y') 
abhängen,  aber  keineawegi  von  der  Art,  wie  der  Panmeter  x  in  der 

Funktion  ff{x,kfX)  eingeht. 

Wir  wollen  einige  Sätae  hinsichtlich  àer  Integrale  von  (7)  ableiten. 

Wenn  |  ein  Wort  von  x  in  dem  Intervalle  <  ar  <  ar^  ist  und  « 
eine  gewisse  positive  Zahl  bedeutet,  so  sei  u^(x)  das  Integral  von  (7),  das 
den  Bedingungen  n,  «^'(5)     ^  K*^"^*'*-*^*^  ß'"^  nebst  ihren 

Ableitungen  stetige  Funktion  von  x  sein  luub,  können  wir  fratens  einen 
solchen  Intervall  ,a:  — ||<Z,  abgrenzen,  daß  in  demselben  ,m^|<  2a, 
!?(,/'  <  '2(1.  Aus  (7)  folgt  dann,  wenn  M  der  größte  Wert  ist,  den  irgend 
eine  der  Funktionen  iP{x)  und  \  q{x)  \  im  Intervalle  x,  <  j:  <  anninnnt, 
dab  im  Intervallo  |  a*  —  |  j  <  di©  Ungleichung  |t*^"j<4ailf  besteht, 
und  hterauü  folgt  weiter 

,.g.  |«.'|<4aÄ|«-||  . 

für  dieselben  Werte  von  x.   Wenn  aber      die  kleinere  der  Größen  1 

nnd  1^  bedeutet,  so  sind  die  rechten  Seiten  dieser  Ungleichungen  fßr 

I —  II  <  ^  kleiner  als  2a.  Wir  werden  sehen,  daß  dies  anch  mit  den 
linken  Seiten  der  Fall  sein  muß. 

Wenn  ae  vom  Werte  |  ausgehend  stetig  bis  sn  dem  Werte  1  +  2^ 
wächst,  gelten  nach  dem  Obigen  die  Ungleichungen  (8)  sieher,  solange 
1«^]  <2a  und  <  2a.  Androcseits  kann  keine  der  Funktionen  [u^  ] 
nnd  I  u^'  i  den  Wert  3a  im  Intervalle  |  <  <  ^  +  ^  eireichen,  ohne  daß 
diese  Ungleichungen  schon  Tordem  aufgehört  haben  zu  gelten.  Die  ge- 
nannten Ungleichungen  mfissen  also  in  dem  ganzen  in  Fr^e  stehenden 
Intervalle  bestehen,  und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  lUchtigkett  der  oben 
gemachtNi  Behauptung.*) 

*)  Ernst  Lindelöf  bedient  üieli  in  einer  Abhandlung  „D«muai»Lration  de  quel^ueti 
théortmat  tur  les  équatiouB  différentielleâ"  i^Joumal  de  Ifatbématiqoes  1900)  einer 
aoalogeD  SchlnBweMe. 
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Im  IntemJle  [ ^  £  |  <  bat  man  nun  somit  |  uj'  \  <  4aM  und 
dM»iu  folgt»  da  uJil)  »  0, 

tt.>a-2ajtf(a;-|)«. 

Beaehtet  man  die  Bedeutimg  Ton  1^,  so  kann  man  hiovans  den  ScUaß 
ziehen,  daß  im  Intervalle  {  »  ||  < ^  nicht  Noll  wird.  Da  1^  in  keiner 
Weise  Ton  (  abhingt,  kann  man  also  den  folgenden  Sata  aussprechen: 

Hilfssats  1.  E8  ÎSfiê  skh  ekm  nur  vm  p(x)  wnd  q{x)  Mäangige 
positive  Größe  l  derart  lesUrnmettf  daß,  wenn  u{x)  irgend  sut  Integral 
von  (7)  vi  und  die  Äblcitufig  u{x)  ßir  einen  Wert  |  von  x  aus  dem 
JntervaUc  .Ti<ic<jrj,  für  tcelchen  m(x)  nicht  vcrschwimlrt .  Null  wird, 
die  Funktion  u{x)  im  Intervalle  \x  i  \  <l  von  NuU  versekieden 
sein  mnfi* 

Als  uniiiitU>Ibare  Folgerung  hieraus  ergibt  sidi  noch: 

HilfsBatz  2.  Hat  ein  Integral  •»(«)  von  (7)  in  zwei  Punkteft  ^(nd^i^ 
iti  <  11)  dasselbe  Vorzàcìteny  ohne  zu  verschwinden,  und  ist  —  Ii  <  ^,  90 
kOÊÊn  das  Integral  u(x)  im  Intervalle     <  a:  <  4,  niclU  Null  werden. 

In  der  Tat,  wenn  das  Integral  u{z)  im  Intervalle  Ii  <  a;  <  |,  ver- 
schwinden würde,  müßt«  dasselbe  in  diesoni  Interviille  ein  Maximum  oder 
Minimum  besitzen  und  die  Ableitnn'^  der  Funktion  u(i')  müßte  also  auch 
in  doTns'plhtm  Null  werden.  Wenn  nun  «'(./)  in  «  inriii  Punkte  ver.schwin- 
(Ipu  würde,  wo  auch  u{x)  Null  ist,  müßte  offenbar  u{x)  identisch  vrr- 
'^L-lnvindert,  und  wenn  das  Verscbwindeji  von  h'(.t)  in  einem  Pimkte  îstatt- 
tinden  würde,  wo  u{x)  einen  riKlluiien  Wort  hat,  mütit*'  u(x)  nach  dem 
Hilfssatse  1  in  dem  betra(dit«^te]i  Intervalle  von  Null  vt  di seden  bleiben. 
Da  diese  beiden  Knn«ecjueuzeu  unseren  Annahmen  widersprechen,  folgt 
hieraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  2. 

£s  seien  jetst  |  ein  Wert  von  x  zwischen      und  x^  und 

« 

das  allgemeine  Integral  von  (4),  wo  v  und     so  gewählt  sind,  daß 

Wenn  Vq,      nnd     die  Werte  der  Panuneter  sind,  die  der  Kurve  C 
entsprechen,  so  ist,  wegen  der  Vonrassetsung  (b),  die  Funktion  y^{x,  v,  fi^  X.) 
in  der  Umgebung  jedes  Wertsystems  9i<x<x^,  v  =  v^,    •=  fto,  ^  = 
eine  regufi&re  analytische  Funktion  ihrer  Argumente  nnd  ans  der  gemachten 
Annahme  Ober  die  Parameter  v  und  f»  folgt: 
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-^p,  Cè,  v^,  f*o,  ^)  -  0,  »'o»  Mo>  ^)  =  1  » 

'ax(l»  »'o»  /*o»  ^  -  0,  aïg«^^'  *'•»    ^)  "  ^* 

Wenden  wir  den  äaU  1  auf  die  Ableitungen  ^^{J^fV^tl^t 

^^{./,Vq,^qj  im,  so  rrlmlteü  wir,  mit  Berücksicbtiguiig  dieser  iet/.ten 
Gleichungen,  ohne  Schwierigkeit  den  folgenden  Satz: 

Hilfssatz  3.   Die  JlbkUung  -^-^(a?»  Vq»  f'o»  ^)  <^  ****  IntermUe 

\x  ~l  \  <  i  ptmUVf  ohne  zu  verschwinden,  lutd  die  Ablcitunff     "{x,      n^,  A^) 

^u//  /ur  =  I,  n^aÜo  im  Intenaüe  |  —  I  <  x  <  |  imu2  posiliv  im 
Intervalle  ^  <  x  <l  l. 

Schließlich  wollen  wir,  indem  wir  zur  Abkürzung  die  Ableitungen 

(T  y  j  ^  y , 

j^i^yV^yì'^yK)  »nd  v^(j?,  ^o» /«o»  ^o)  ^it  und  bezeichneo» 

y  (x) 

einen  Satz  hinsichtlich  des  Quotienten  -  ,  .  beweisen. 

Die  Funktion  yi{x)  genügt  nicht  der  linearen  Differentialgleichung  (7), 
sondern  man  hat,  wenn  r{x)  die  Funktion  von  x  bedeute^  die  daroh  Ein- 
ftthrung  von  y{x}y        und     anstatt  y,  y  und  l  in  dem  Ausdruck» 

\èy      dxdy)  '  cy'^ 

enisieht^ 

dx*  +  ^'^-"^  dx  +  ^^^■''^-»  +  ''(•^^ 

Multipliziaren  wir  diese  Gleichung  mit  und  subtrahieren  aus  der  so 
entstandenen  Gleichung  die  Gleichung 

erhalten  wir,  wenn  y^^y^'  —  y^yfi^^  ^  gesetzt  wird, 

dt»  ,        ,  n. 


und  hieraus  folgte  da  m;(|)  =  0, 
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Es  sei  jetzt  eine  positive  GröBe,  die  Ueinor  als  {  tsly  nnd  68  werde 
angenommen,  daB  der  Ausdruck 

für  alle  durch  die  Elemente  des  Stückes  voh  c,  das  zwischen  die  Geraden 
a?  —  I  und  X  ^  i -\- Ii  fallt,  detiniorte  Wertsysteme  von  .r,  y  und  y  das- 
selbe Vorzeichen  behält  und  nur  möglicherweise  in  den  Endpunkten  des 
Stückes  verschwindet.  Da  luu  h  dem  Satze  3  f/^^(i  )  in  dem  Intervalle 
I  <  <  I  -f-  positiv  und  von  Null  vorschieden  ist,  folgt  aus  der  obigen 
Gleichung,  wenn  noch  die  Voraussetzung^  (b)  beachtet  wird,  daß  w  und 
der  Ausdruck  (9)  in  demselben  entgege  n  gesetzte  Vorzeichen  haben.  Nun 
ist  aber 

Die  Ableitung  des  Quotienten       wird  also  positiT  oder  negativ,  je 

nachdem  der  Ausdruck  (0)  negativ  oder  positiv  ist,  und  wir  erhalten  somit 
den  f(  1;.;«  nden  Satz: 

Hilfösatz  4.    Wenn  der  Aufdruck  (0)  nuf  der  Strecke  v(m  c  zwiscimi 
die  Geraden     =  |  luul  x  ^  ë  +     (^i  <  U  dussdhc  Vorzekhni  hdiüli  und 
)Mr  inoijlichtrweisa  in  den  Endpimlden  dcfi  Stücka»  verscJmindet,  so  ist  der 
y  (x) 

QuoüeiU  -  .  .  in  dem  Iniervatie  ^  <    <  |  +  ^  besiäitdig  äunehmettd  oder 

beständig  abnehmend,  je  nachclem  der  genannte  Axtsdruck  in  demsdben  negativ 
oder  posSÜD  ist. 

5.  Es  seien  jetzt  x^y^  und  ^^r^^  zwei  Punkte  von  c,  die  so  liegen, 
daß,  wmti  L  die  Kouatante  des  Satzes  1  ist,  die  Ungleichungen  > 
^0  —  lo  ^pstehen.  Alsdann  behaupten  wir,  daß,  wenn  die  Punkt<^  x'y 
und  ^r^  gewissen  ümgebujigen  der  Punkte  x^y^  und  I^ïj^  angehören  und 
X'  ein  beliebiger  Wert  von  A  aus  einem  gewissen,  den  Wert  Xq  enthalten- 
dem Intervalle  ist,  die  Punkte  x'y  und  |i;  vermittels  einer  Integralkurve 
von  (4),  die  dem  Wert  l'  entspricht,  verbanden  werden  können. 

In  der  Tat^  wenn  y^y^  (x,  Vy  fi,  k)  das  allgemeine  Integral  von  (4) 
Ì8t>  wo  V  und  ft  so  gen^Ut  sind,  daB 

^    VdUt  V,  I*,  X),     li*^-gf  (te,  Vf  |i,  l), 
hat  man,  zufolge  dieser  Annahme  betreffend  der  Parameter^ 
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Ferner  iat,  wf  Grand  des  Ssììmb  3, 
und  also  wird 

ai"  (éo*  "a,  Ihp  ^»  /'s,  ^) 

-g^C-^o»      *«o,  ^(^»  "s»  IS,  ^) 

Die  Gleichungen 

V  ~  yi  dr    fi,  i) 

können  somit  in  der  Umgebung  des  Wertsystems  y'  —  y^,  x  x^^  y]  i^^, 
I  —  lo,  A  =  nach  v  und  /u.  aufgelöst  werden,  und  hieraus  folgt  un- 
mittelbar die  Richtigkeit  der  oben  gemachten  Behauptung. 

Führen  wir  die  durch  die  obigen  Gleichungen  definierten  Funktionen 
V  und  ^  in  !ft^{x,  v,  u,  X)  ein,  so  entstellt  eine  Funktion  der  sechs  Argu- 
mente X,  jc\  y',  I,  »/  und  X,  die  wir  mit  ìf(x,j-',y\  ^,rj,l)  bezeichnen 
wollen.  Diese  FunkÜcm  ist  oifenbar  regulär  in  der  Umgebung  jedes 
Wertsystems 

Xi<x<Xi,  y -y«),  ^-y(|),  i«'-||</,  A-X« 
und  die  Gleichung 

y  -       of,  y ,  I,  fi,  A) 

stellt  die  durch  die  Punkte  x'y'  und  itj  gehende  Integralkurye  der  Glei- 
chung (4)  mit  der  isoperimeferiscfaen  Konstante  X  dar. 

6.  Wir  wollen  jetil  das  Lortegral  (3)  längs  dn«r  Lagrangeschen  Kurve 
mit  der  isoperimetrischen  Konstante  A  vom  Punkte  of'^  has  su  dem  Punkte 
|i|  deraalhen  entraekt  in  Belnoht  nehmen.  Indem  wir  dieses  Integral, 
das  oiFanbar  eine  in  der  Umgehung  jedes  Weltsystems 

reguläre  Funktion  von  x\  y,  |,  i}  und  A  isty  mit  B{x',  y',  |,  ij,  A)  bezeichneiiy 
soll  der  folgende  Satz  bewiesen  werden: 

Hilfssatz  5.  Wetin  x^y^  und  i^t}^  sokhr  Punkte  tmi  c  shtd,  daß 
%  >  lo         ^"^0  ~"  lo  <  ^»  Ausdruck  (9)  auf  der  Strecke  von  r 

£WÌ8cken  den  Geraden  x  =  und  x  =  x^  dasselbe  Vorzeichen  behalt  utid 
nur  möglicherweise  in  den  Endpumikten  des  Stüdees  NuU  wird,  so  ist  die 
Ableiiung 

Jli^>  îhf  fa»  %i  ^ 

posiUo  IHM?  »idU  NiM. 
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Wir  ietsen  zur  Abkfinnng 

und  weiter,  indem  wir  die  Jb  imktiun  n  ^  (pi^K)  durch  die  Gleicliung 
defiuiereiiy 

Die  Gleichung  y='ff{XjX)  stellt  daim  die  Iiitegralkurven  von  (^4)  dar, 
die  durch  die  Punkte  x^^^  und  IqIJq  gehen,  und  man  hat  somit 

■Ko 

woraus  folgt,  wenn  man  nach  k  differensuert  und  rechts  partiell  integriert, 

(10) 

wobei  ftuf  der  rechten  Seite  il  ->     za  setzen  ist   Wir  wollen  das  Vor- 
zeichen der  Ableitung     (a;,  A^)  naher  untersuchen. 
Ans  der  Definition  ron  g{Xjk)  folgt 

S|(«i  i.)  -»,(*) al (/J  +  »a(«)  -»,(*)  (3î(».)+f;S)- 

Der  erste  Faktor  rechts  ist  nach  fieni  Satze  3  im  Intervalle      <  ./  < 
positiv  lind  das  Vorzeichen  des  tran/nn  Atisdruckes  hängt  also  TOm  zweiten 
Faktor  ab.    Da  nach  der  Definition  von  ç>(A) 

dl       "  y^(ff,y 

so  ist  dieser  Faktor  för  «  —  jr,  Null.   Da  ferner  das  zweite  Glied  — t;t 

nach  dem  Satze  4  in  dem  Intervalle  <  ^  <  -^o  beständig  znnelimend  oder 
bestìkldìg  abnehmend  ist,  je  nachdem  der  Ausdruck  (9)  in  demselben  n^^tiv 
oder  poeiÜT  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  der  in  Frage  stehende  Faktor  und 

somit  die  Ableitnng     (j7,     in  demselben  Intervalle  positiv  oder  negatiT 

ist,  je  nachdem  der  Ausdruck  (9)  positiv  oder  negati?  ist  Der  Integrand 
der  Gleiebnttg  (10)  ist  also  bei  unseren  Yoransaetzungen  immer  po8ÌtÌT 
und  daa  ganze  Integral  also  positiv  und  nidit  NulL  Hiermit  ist  der 
9hm  aiosgesprodMtte  Satz  bewieasn. 

7.  Wir  ftbirni  jetzt  die  Voxaussetzung  ein,  dafi  der  Anadraek  (9)  auf 
der  Kurve  t  nioht  llbandl  Teraehwindet  Derselbe  kann  dann  offonbar  nur 
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ein«  endliche  Anzahl  Ton  NoUstellen  auf  c  henisra;  et  9à  a^h^f  Oi^t»'*'!^«^« 
eine  Reihe  toh  Punkten  dieses  Bognu^  nntw  welchen  sich  alle  Nul^unkte 
▼on  (9)  befinden  und  ron  welchen  und  ajb^  mit  den  reepektiven 
Punkten  1  und  2  Buaanunen&Uen,  und  es  werde  angenommen,  daB  die 
Abfliiasen  a|  den  Ungleichungen 

genügen. 

Wenn  il  von      und  y,,  ^,  •  •  Ton  den  reepektiven  Worten 

hf,  òs,  •  •  wenig  Teradiieden  sind,  können  nach  §  5  und  zufolge 

nneerer  YinaaHetBungen  betreffend  die  Punkte  c^V^  jede  zwei  aufeinander 
folgende  Punkte  der  Reihe  c^bi,  a^Pi,  •  ■  (^n-xVn-u  %\  TermittelB 
Litegralkurren  von  (4)  mit  der  isoperimetrischen  Konstante  A  verbunden 
werden;  wir  betrachten  das  Integral  (3)  über  die  aus  diesen  Kurven 
ziisamni 011  gesetzte  die  Punkte  1  und  2  verbindende  Kun-p  erstreckt. 
Dieses  luto^^rn]  wird  ofTonbar  eine  in  der  Umgebung  des  Wertsystems 
^3)  '  '  ')  ^n-n  K  Iugulare  Funktion  der  Argumente  S^f  y^i  -  -  >  ?/„_  ]  und 
A  sein  und  wenn  diese  Funktion  mit  <t>(^t  y«»  '  *  tf»^xt  il)  bezeichnet 
wird  y  hat  man 

N-l 

imi 

Da  zufolge  unserer  Annahme  über  die  Punkte  aj>f  der  Ausdruck  (9) 
zwischen  jeden  zweier  solcher  Punkte  ein  festes  Vorzeichen  behält,  ohne 
zu  rerschwinden,  so  ist  nach  dem  Satze  5 

g  i  C«*.  ht  a<+i  thi.i,^o)>0    (i  - 1, 2,  •  -,  M  -  1) 

und  also  wird  auch 

^ht  ht'"t  K-u  ^)  +  ^' 
Dies  zeigt  uns  aber,  daß  die  Gleichung 

^(3f»t  9tt  '  •  't  y.-i,  -  ^(Pi,  ht'-,  K-it 

in  der  Umgehung  dee  Wertsysteme  y^^ht '"t  1fn^i^K-i 

nach  X  aufgelöst  werd«i  kann,  d.  h.  dafi,  wenn  irgend  eine  Punktreihe 
>  «8 r  •»  «—  1  i/, -  j  aus  der  Umgebung  der  Reihe  ,  ,  fCtn-th-i 
gegeben  ist^  es  mdglich  ist,  il  so  zu  bestimmen,  daB  das  Integral  (3)  längs 
der  aus  den  entsprechenden  Lagrangescfaen  Kurren  zusammengesetzten 
Kurve  erstrockt,  denselben  Wert  erfaüli^  wie  wenn  es  Aber  e  entreckt 
wird.  Wenn  wir  mit  8^  den  FlichenafereifeiL  bezeichnen,  der  Ton  den 
Surren  +  A  vatd  ^^ffÇxj  —  h  und  den  Geraden  »'•^Xg  und 

x^Xj  begrenit  ist,  kdnnen  wir  abo  den  folgenden  Satz  ansqpreeben: 
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Hilfsiftts  0t  Es  läßt  eme  posUke  Größe  so  feststdlen,  daß, 
wenn  h<h^,  gu  jeder  FmnkitHhe  a^b^,  a^y^^  •  -,  «„_iy^_i,  nj)^  ì$meMEb 
8^  em  «olcfter  Wert  X  vm  X  g^yort,  daß  jede  gwei  aufemanâer  folgende 
Punkte  dieser  Bgihe  «ermUtéls  regMm  hikgßnSkmwii  «o»  (4)  der 
imperimtMedim  SbiukuUe  l'  verhmâm  werâm  lämm  und  daß  die  am 
dieser  Kunm  maammeHffeeeUte,  die  J^n^nmiI^  van  c  verfrindende  Kurve 
dem  hikgrväe  (8)  deméEbm  Wert  me  c  gibL 

Wir  beseiehiMii  mit       die  Gesuntihelt  aller  die  Punkte  1  and  2 
verbindenden,  eue  IntegnUnirren  Ton  (4)  zammmengesetsten  Knrra,  die 
in  der  oboi  angegebenen  Wdae  Pttnlctreihen  a^tht         '  "t '^h-i 
innerhalb  Sf^  entsprachen.  Femer  sei  il,  die  oböre  Grense  der  zu  diesen 
Kurven  gehörigen  Werten  Ton  \X'  —  X^\. 

Die  Größe  verschwindet  offenbar  gleichseitig  mit  k,  und  àm  die 
Knrren  von  Stücken  der  Kurven  y  —  ^(x,  a^,  y^,  /A+i,  l)  (§  5) 
snsammengesetzt  sind,  wo  — <A,  Vi^i  —  f^i+i  ^"^»j^^Ai 
so  können  wir  hienras  und  ans  der  Regolarität  der  Funktion 

in  der  ümgebnng  der  Werfcsysteme 

«1  <  ^  <  <«i+tf  Vi  —  K  Sfi+i  "         ^  —  ^ 
nodi  auf  das  Bestehen  des  folgenden  Satns  seUieBen: 

Hilfaeata  7.  Wenn  die  positiven  Qroßen  ç  und  ç  fiock  so  klein  fest" 
gesIdU  worden  sind,  kann  doA  stets  dwrt^  hinreitAende  Verfeinerung  von  h 
bewirkt  werden,  daß  aBe  Kurven     der  Gesamikeit  T^^  angekoren. 

8.  Wir  woUen  jetit  noch  nntenudiMiy  inwiefern  sich  )Ue  Stttd»  der 
Kurven      mit  Feldern  omgeben  lassen,  die  dem  Problem  das  Integral 

(11)  fu(x,y,y\K)dx, 

wo  A  rlie  zu  der  betrficlitet^^u  Kurve  ^eluin^e  i.sopt'rimetrische  Kojisiaiiie 
ist,  zu  einem  absoluten  Miiiniiuîn  zu  niacheii  entspreclieii.  Wir  haben 
also  das  zwisi  Ikm  den  Cieradeu  x  ^  fr  und  .r  —  «^^,  fallende  btiick  einer 
Kurve  y  =  d^{j:,  n^,  y,,  ö^^,,  y^^j,  X)  /.u  untersuchen  unter  der  Ânnabme, 
daß  IPi-h^lKh,  ,1/1+, -i'l+n  </*,  ,'1-^|<V 
Wenn  wir 

^(^,  «,>  yi  +  X,  «,+ „  y, +1  +  X,  A)  -  ip(j:,  ij„  y^i,  X,  l) 
setzen,  stellt  offenbar  die  Gleichung  y  =  Ç^f^,  »/j,  «/<4.i,  A),  wenn  darin 
nur  X  als  variabel  angenommen  wird,  eine  Schar  von  Integralkurveu  der 
Gleichung  (4)  dar,  woraus  die  Kurve  =  ^(a;,  rr,  y^,  r?,^, ,  ,  ffir 
X  »  0  hervorgeht.  Ferner  kann  man  unmittelbar  aus  der  Deüaitiou  von 
90  schließen 
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HiflrauB  fol^  weiter,  nach  dem  Saixe  2,  daß  die  Âbleitang 

if         *f+i»  0,  i») 

im  Intervalle  îK<<a;<a;,^i  größer  als  Null  bleibt  und  da  <)p(j^,  y<,  +  >f,  A> 
iuderümgebmigder  Weirt^Btemeâ;j<â;<a;j^j,  yi  =  2»<,  y(+i  =  i'i+i,  x  =  0, 
A  »  Aq  in  bezog  auf  ihre  eSmtUchen  Argumente  legnlär  iit  es  abo 
möglich,  eine  positive  Größe  e  so  Uein  zu  wählen,  daß  die  Ungleichung 

(^f  Vif  yt+u  «I  A)  >  0  im  Bereiche 
beetehi 

Mit  m  bezeichnen  wir  das  Minimum  von      i^,  jfi,  Vi+if    X)  in  diesem 


1  i  g<p 


Bereiche  und  mit  M  daa  Maximum  der  Summe  \^ 

in  demselben.  Ist  tt  eine  positive  Grdfie  <  s  und  genügen  ff„  and  A 
den  Bedii^ongen 

hat  man 

fîir  ^1  <âp<a;|^.|.  Andrerseits  ist  aber,  wenn  8^^$-^$^,  für  dieeelben 
Wertsysteme  von  fi,        und  l 

ft+i,  *»,  ^)  -       Sfo  fi+u  0,  Ä)  >  ms, 

und 

Bestimmen  wir  nun  c,  so,  daß  i}i^>  JfS|  und  setzen  wir  ms^  — Jfc,  *-d; 
vrird  also  sidier 

y^i»  -  ^,  A)  -     ^,    ,  0,  ^o)  <  -  d 

f&r 

Dies  besagt  aber,  daß  die  Kurven  der  Schar  y  =  <p(x,  y^,  y^^^,  x,  X), 
die  den  Werten  von  »  zwischen  —  f,  imd  4-fj  nntspredieu,  das  Oohiet, 
das  von  den  Kurven  y  y(^)  +  à  und  «/  =  —  d  und  den  Geraden 
X  ^  Xf  und  X  =^  begrenzt  ist,  vollständig  ausfüllen.  Da  sie  eine 
Gesamtheit  von  Lagrangeschen  Kurven  mit  derselben  isoperimebisdien 

Eonstante  il  sind,  und  die  Ableitung     (jc»  yo  yi^u  «,  A)  fOr  |ic|<i^ 

nidit  Tenohwindet,  so  bilden  diese  Kurven  in  dem  genannten  Gebiete  ein 
Feld  im  Sinne  des  Problems,  das  Integral  (11)  zu  emem  absoluten  Mini- 
mum  BU  machen  ;  das  die  Kurve  y»  fi^i^vifi+it^i^)  umgibt  Nehmen 
wir  nun  h  kleiner  als  9  und  Sj  und  noch  so,  daß  aueh  Xj^  <  e^,  kann  also 
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das  swifohen  äeo.  Gieraden  x^x^  xaaA  x  •=  x^^^  faDende  Stficlc  jeder  Kur?« 
der  Geeunthett  2*«  emem  aolehen  Felde  umgebeD  werden,  daß  der 
Teil  Ttm.  8,^^  der  swisdiai  dieae  GeradoL  flUli>  TollBtiûidig  bededct  wird. 
Wir  können  «lio  den  folgenden  Sata  aiuHprecliett: 

Hilfaaata  8.  Ei  läfit  eine  eekhe  poeiHve  Gr&fie  hestUmmen, 
daß,  wem  A  <  ^>  jedes  ehudne  iSMidb  emer  Kurve  der  GetamtìieU  mit 
der  isûperimelriei^ieH  Kotukmle  X  mit  ehern  Fdde  m  Skme  des  Prebkms, 
das  Inderal  (11)  0»  emem  abaokäe»  Mmitmm  eu  madiem,  umgebe»  werdeu 
hatm,  mtd  daß  dieses  Edd  den  Teil  des  Flüeheusireifens  8^  ewìstàm  dm 
Qeraden  x  —  ar^  und  x^x^^^  vollständig  aasfiHU. 

9.  Indem  wir  unter  A|  und  die  Konstante  der  Sätze  C  und  H 
verstehen,  aei  jetai  angenommen,  daß  h  <  A,  und  ist  and  es  sei  c  eine 
die  Endpunkte  von  e  verbindende  Kurve,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
im  Inneren  von  verläuft  und  dem  Intt^rale  (3)  denselben  Wert  wie 
c  gibt.    Nach  dem  Satze  6  gibt  es  sicher  eine  Kurve  c"  der  Gesamtheit 

die  durch  die  Schnittpunkte  von  c'  mit  den  Geraden 

geht;  es  seien  y/,  y/,  •  <  die  Ordinaten  dieser  Sehnittpunkte.  Femer 

seien  und  e/'  die  Teile  von  e*  und  c\  die  awischen  den  Geraden  x^a^ 
und  x^a^^i  fallen,  und  X'  der  Wert  Ton  il,  der  der  Eurre  e'  entspricht. 
Die  Kurrenaehar  p^^(x,  y/,  yl+x,  se,  l*)  bildet  dann  ein  das  Kurven- 
stfick  c/'  umgebendes  Feld  im  Sinne  des  Problems,  das  Integral 

J  H(x,  y,  y,  k')dx 

SU  einem  absoluten  Minimum  zu  machen,  und  dieses  Feld  bedeckt,  zu- 
folge unserer  obigen  Annahme  über  die  Größe  von  //  und  noch  dem 
Satze  8,  vollständig  den  Teil  von  S^,  der  zwischen  den  Ofradon  x  ^ 
und  X  =  x^_^^  fnllt.    Wenn  //)        Funktion  von  r  und  //  bedeutet, 

die  in  jedem  Punkte  oini  s  solchen  Gebietes  mit  der  Ableitung  der  durch 
denselben  gehenden  ivurve  des  zugehörigen  Feldes  übereinstimmt,  hat 
mau  nach  Parsgraph  1 

fH{x,  y,  j^,  Â')  -fsix,  y,  y',  X)dx  -  fE{x,  y,  y',  p^Or,  y),  X')  dx 
Ï' 

(•  -  1,  2,  '  -,  «  -  1), 
wo  die  Funktion     die  im  Paragraph  2  definierte  Funktion  Ton  x^y^ff^p 
und  X  bedeutet  Wenn  man  die  Summe  beiderseits  von  «  »  1  bis  1      —  1 
bildet  und  beachtet^  daß      und      dem  Integrale  (3)  denselben  Wert 
erteilen,  erbllt  man  hieraus 

(12)  / F{x,y,yyix~fF{x,ff,f^dx^j'E{x,y,y\p^{x,y),k')dx. 
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In  der  leehten  Seite  dieser  Gleichung  sind  nun  noch  1'  und  p^  ir^p) 
Gr50en,  die  von  der  Gestalt  der  Kurve  c  abhängen.  Diese  Abhängigkeit 
hat  aber  jetsst  nicht  mehr  denselben  Charakter,  wie  die  Äbhüngigkeit  der 
Funktionen  X{x)  und  p(r)  von  r  in  der  Gleichung  (5),  sondern  wir 
können  jetzt  auf  Grund  der  erhaltenen  Gleichung  Schlüsse  machen,  die 
denen  den  Paragraphen  1  analog  sind. 

Zunächst  sei  folgendes  hinsichtlich  der  fnnktion  £{Xf  ff,  p,  À) 
bemerkt. 

Aus  der  Voraussetzung  (b)  folgt  ersteng ,  wie  schon  im  Pan^rapb  2 
gezeigt  wurde,  daß,  wenn  f,  eine  hiui-eiehend  kleine  positive  Konstante 
ist,  die  Funktion  E{x,  y,  yi',Pf  X)  im  Bliche 


ai<a?<«t,  lf-y(«)l<^,  |yW(«)l<*i,  |P-y(«):<*»  \^-K\<*t 


poiitiT  bleibt  und  nur  für  fp^  —  Terschwindet  Andrerseits  wird  diese 
Funktion  infolge  der  Voraussetzung  (c)  fttr 

positiT,  ohne  sa  yersehvindeni  und  da  sie  in  der  Umgebung  dieser  Wert- 
systeme stetig  is^  so  kann  man  eine  solche  positive  Konstante  finden, 
daß  sie  nodi  im  Bereiche 

positiv  vMrd,  ohne  zu  verschwinden.  Wenn  <  und  wird  also  die 
Funktion  E{äc,  y,  y',      X)  im  ganzen  Bereiche 

a-,<.r<x„  Lv-yW!<f„  \y-yix)\<99\  ÌP-y\^)\<hf  i^-^l<<t 

positiv  und  verschwindet  nur  für  p  =  y. 

Nun  ist  es  offenbar,  da  |    —  ilo  |  <  Funktion 

fDr  jedes  i  in  der  Umgebung  der  Wertsysteme 

r^^ir  isl^  möglich,  ijj  so  klein  an  bestimmen,  daft,  wenn  A<%  und 
im  Inneren  von  Sf^  Tert&nfk,  erstens  i  A'  —  ^l^  ]  <     und  sweitmis  in  jedem 
Punkte  Ton  c  die  Ungleichung  |  />^.  (a:,  y)  —  y  (x)  j  <     besteht  Wenn 
(f<ili  und  £g  und  tf  der  Gesamtheit  jf'^^.  angehOrt,  wird  also 

y,  y,Pei^',  y)f  a') 

in  jedem  Punkte  vou  c  positiv  und  die  Gleichung  (12)  gibt  uns  folglich 


wobei  die  Gleichheit  nur  dann  besteht,  wenn  ^  vod  ^  zosammenfidlNL 

Femer  sei  nun  noch  daran  erinnert,  daft  nach  Paiagmph  2  e  sicher 
schwaches  relatives  Minimum  des  Integrals  (I)  ergibt.   Bedenken  wir. 
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dafi  M  nach  dem  Sftiee  7  stots  mdglieh  ist,  duicli  liinreichende  Vw- 
Uememng  Ym  h  sa  bewirken,  daft  alle  Kurven  der  OeaamÜieit  7«  einer 
noch  10  beaehr&nkten  EairengeMintheii  T^^,  angehönn,  ao  iai  ea  alao 
mOglich,  eine  lolGhe  poaitiye  Zahl  %  zu  finden,  daß,  wenn  h  alle 
Klirren  zu  den  Kurven  gehdren,  im  Vergleich  mit  welchen  daa 
Minimum  bealdii  ^  ^<i}|  und  TerHufk  <f  in  dem  Gebiete  S^,  hat 
man  folglich 

wobei  wieder  die  Gleichheit  nur  dann  besteh^  wenn  e"  mit  c  znaammen- 
ftllt  Wenn  ^  <  %y  i}|  uiid  s^,  hat  man  also  fttr  jede  Kurve  e'  der  Ge- 
samtheit T^. 

V,  y  )  dx  -fF{^>   y')  > 

and  wir  gelangen  aomit  aehlie^ch,  indem  wir  Ton  dem  Anmahme&Ue  wo 
der  Auadmck  (9)  auf  e  ideotiach  Tcrachwindet  abiehen,  an  dem  folgen- 
den  Satoe: 

Wenn  dit  Fuìtktmmldeknninante       ^  für  jedes  Wertsystem 

umi  die  Ableitung  ^^.^  {x,  y,  y\  X)  /wr  aUe  WerUiysteme 

wm  NiM  versàtieden  sifid  uml  die  FmdcêioH  E{x,  ff,  p',  p,  A)  im  Ber^âne 

doMeße  Vorteidten  ÌMU  und  nur  dam  vertchwmdet,  wenn  y  y'  (x),  so 
hmn  stets  ç  so  idem  geieäkU  feerden,  daß  die  Kurve  e  m  Vergfeidi  mit 
den  Kurven  der  Oesamßieit  T^^,  irdaUves  Extremum  des  Integrals  (1)  ergibt. 
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A  characteristic  property  of  isothermal  systems  of  curves. 

By 

£u\vAHU  Kasnek  ot  New  York. 


In  conneetioii  with  a  given  simply  infinite  syatem  of  cnrres,  either 
in  the  plane  or  in  apace,  we  may  consider  the  doubly  infinite  system 
composed  of  all  the  isogonal  trajectories  of  the  given  syitem.  The  question 
then  suggests  itself:  When  wiU  this  doubly  infinite  system  be  Umor,  that 
is,  expressible  by  an  equation  of  tiie  first  d^ree  in  the  two  pnrameteis 
inTolved?  The  answer  brings  to  light  a  new  chaiacteristio  properly  of 
isothermal  systems: 

The  oo*  itogonal  irajedones  eomtiMe  a  linear  (two-paramdar)  sysfem 
n^ten,  and  owltif  when,  tte  gken  sjfstem  is  iioffiennal. 

We  note  in  the  first  place  that  all  the  properties  considered  are 
invariant  under  conformai  transformation.  Hence  in  the  discussion  it  will 
be  snffidcnt  to  consider  systems  in  the  plane.  For,  any  system  in  spae^ 
as  well  as  the  isogonal  trajectories,  determines  a  surface»  and  eveiy  surface 
may  be  represented  conformally  on  the  plane. 

The  proof  of  the  first  part  of  the  theorem  is  simple.  Au  v  isothermal 
system  may  be  conformally  transformed  into  a  system  of  parallel  straight 
lines.  The  isogonal  trajectories  of  tìie  given  system  are  thus  converted 
into  the  isogonal  trajectories  of  the  parallel  lines^  that  is,  into  the  totality 
of  straight  lines.  Remembering  that  a  linear  system  may  he  defined  as 
one  which  is  equivalent,  under  the  group  of  all  point-transformations,  to 
the  totulity  of  straight  lines,  it  follows  that  the  isocronal  trajectories  of 
the  isothermal  system  form  a  linear  system.  Tt  is  easy  to  confirm  this 
analytically  Let  the  isothermal  system,  in  terms  of  its  thermometric 
parameter  be 

<i>{x,y)  const., 

80  that  <t>  is  an  harmonic  function.  Then  if  ^{x,y)  is  the  conjugate 
harmonie  function,  the  isogonal  tnyectories  are 

0  +  const  ¥  —  const 
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We  pasi  now  io  the  second  part  of  the  theorem,  whose  proof  is 
not  so  evident,   if  the  differential  equation  of  the  giren  sjstem  is 

(1)  y-fi^yV\ 

then  that  of  the  isugoual  irajeciories  is 

where  the  subscripts  denote  partial  diflEerentiation«  The  dtsenssion  is 
simplified  by  pnttmg 

f=  tan  Fi 

the  equation  of  the  giyen  system  is  then 

(2)  y^-tan-F, 
and  that  of  the  trajeotories  is 

(3)  f^'-(l+8r')(J^,+y'i^,). 

We  make  use  now  of  a  fondamental  theoi«m  doe  to  S.  Lie  and 
R.  LionviUe*):  The  diflferential  equation  of  any  linear  two-parameter 
system  of  enrres, 

/U**;  y)  +  fs^-^  >  y)  +  const.        y)  -  0, 

is  of  the  form 

where  A,  B,  C,  D  are  functions  of     y  fulfilling  the  conditions: 

(4")     -  (A C+  ^ A  -f-     D  + 1     -  g  0,),  +       Z)  + 1 *  0,) 

these  conditions  are  also  sufficient. 

Appiyiiig  the  conditions  to  {?>),  we  obtain,  for  the  determination 
of  F,  two  partial  diilerential  equatioiu»  of  the  third  order,  which  may 
be  written 

(6-)  A.  +  2F,Ù.  =  0. 

(6")  ti,-ìF.Ù.-0, 
where 

The  discussion  of  these  equation  may  be  carried  out  without  difficult. 

J  éc-  polyt.,  cah.  f)7(l887),  p.  210.  Liouvillp  doee  not  refer  to  Lie,  bat  the 
latter,  accurdmg  io  Vesaiot'g  report  ia  the  Eucjkl.  dtir  Math.  (IIA  4  b,  p.  287),  con- 
•idsrsd  (he  nme  qmstiaii  in  liie  Novw.  Aivh.  for  1888. 

88 
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Differentiating  tiie  first  witìi  respect  to  y  and  tiie  second  with  respect 
to  X  and  subtracting  the  results,  we  haTe 

Eliimnatiiig  uiid  t'roin  this  equation  by  means  of  (p')  and  (5"),  it 
foUows  that  A*  =  0.  Hence  the  eqnatious  (5"),  (5")  can  be  satisfied 
simultaneously  only  by  A  ^  0,  that  is,  by 

From  this  it  follows,  according  to  a  tliHor^m  of  Lie*),  that  ih^'  t<iven 
sv.steii)  f  l  ^  must  he  isothennal.  Thifl  completes  the  proof  of  the  theorem 
stated  at  the  be|^:iuiiin»i^. 

Incidentally,  the  previous  discussion  Buggestn  thv  ansu»'r  to  a  (juestion 
which  is  of  interest  in  itself  The  conditions  (4'),  (4"j  above  deterniiuo 
the  diflferential  equations  of  t\w  second  order  which  are  Pfpiivalent,  under 
the  group  of  all  point-transtortuiitious,  to  y"  =  0.  We  incjuiro  now  under 
what  conditions  a  differential  equation  is  ctntforinalbt  equivalent  to  if"  =  0. 
It  is  necessary  and  suftieient  tluit  the  e(juation  should  represent  the  iso- 
gonal trajectories  of  an  isothermal  system,  that  is,  it  must  be  of  the 
form  and  in  addition  F  must  be  an  harmonic  function.  This  result 
may  be  restated  as  follows: 

The  neùessary  and  suffideni  eondìOon  in  order  thai  a  differmHal  equaiitm 
^  ïh/b  seamd  order  s^uUl  he  equivalente  mder  Ste  infinite  giuiip  of  confermai 
Wantformaäotis ,  io  the  equation  y"  =0,  is  tìuU  it  be  of  ike  form 

,  wii&re  tike  coefficients  are  fuuctiom  of     y  surh  that 

Ân  equation  of  this  t3rpe  may  be  integrated  by  means  of  three 
quadratures.  First  determine  the  fonction  F  as  the  integral  of  the  exact 
differential 

Ady  Bdx\ 

then  integrate  the  equation 

y      tan  (  a), 

which  for  every  value  of  the  constant  a  represents  an  isothermal  system^ 
by  Lie's  method**)  iuvolying  two  quadratures. 

Kew  York,  December  1908. 

*)  Lie-Scheffere ,  Differentialgleichungen,  p.  167 

••)  Lie-Scheffers,  ibid.    There  h  however  a  simpl«r  luethod,  uamelj  the  iutro 
Uuctiou  of  minimal  coordiuatea ,  which  involves  but  one  quadrature. 
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Les  séries  de  £äctorieUes  et  les  opérations  fondameutales. 


Dans  «on  graud  Mémoire  sur  les  intégralett  eulérieime$  Bin  et*)  »  re- 
marqué en  paaeant  que  les  aâriea  de  &efeorielIes^  Boumisee  aux  opérations 
fondamentales  du  calcul  aux  différences  finies,  nous  conduiront  ft  des 
résultats  très  simples.  En  eßei,  on  ponrra  dire,  nous  la  verrons  pins  bss 
dans  le  ^  6,  que  les  séries  de  factorielles  sont,  de  ce  point  de  Toe, 
fonneUemetU  les  séries  de  puissances  négatiTes  ratiiree  du  calcul  aux 
différences  finies;  mais  cette  analogie  n'est  pas  générale,  comme  le  montre 
clairement  le  §  6  du  Mémoire  que  Toici 

Binet  £ùt  remarquer  aussi  que  les  séries  de  faeton' elles,  soumises 
aux  deux  opérations  fcmdanientules  de  l'Analyse,  savoir  la  differentiation 
et  l'int^p^ation,  nous  ne  conduiront  pas  à  des  résultats  simples.  En  effet, 
Binet  n'a  possédé  aucun  mojen  général  pour  une  étude  approfondie  de 
telles  questions  parce  qu*il  n'a  connu  aucune  théorie  générale  des  séries 
de  factorielles. 

Dans  des  publications  récentes**)  j'ai  donné  les  fondements  d'une 
telle  théorie  générale  et  je  me  suie  prnpossé  d'étudier  dans  le  Mémoire 
que  voici  les  opérations  fondamentales  effectuées  sur  une  série  de  fac- 
torielles. 

(iene nilemeot  on  pourra  dire  que  les  âmx  <»pération8  fondamentales 
susdit^'s  eie  l'Analyse  sont  des  opérations  naturelles  pour  une  série  de 
puissances,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  deux  opérations  touduineutales 
correspondantes  du  calcul  aux  difierenee.s  times.  Eu  eflét,  dans  une 
Note***i  récente  j'ai  démontré  que  l'int^-gratiou  Unie  d'une  8éno  de  puissauces 
ne  peut  pas  être  effectuée  généralement  terme  à  terme  dans  le  sens  ordi- 

*)  J<ranial  de  r£«ole  polytecbiiiqiie,  eahier  SI,  p.  ISS;  ISSS. 
**)  Comptae  Mndaa  SO  déoember  ISOI;  SO  jaurier  190S.  Annales  de  TÉoele 

Monnaie  (3)  t  19,  p.  409—453;  1902. 

Mathematiaclie  Annales,  U  5»,  p.  Iü3;  1904. 
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naire  de  ce  mot.  Voûà  oertainement  la  raison  du  &it  qae  FAiialyse  a 
dommé  eatiàrement  pendant  le  aièele  passé,  tandis  qne  le  calcul  wax 
différenoea  finies  n'a  fiût  ancun  progrëa  oonaidétable  dans  la  même  époiiae, 
ce  qni  est  très  regrettable,  parée  que  la  définition  naturelle  et  sjstématiqud 
de  plnaieun  fcmctiona  fondamentales  est  impossible  sans  appliquer  des 
équations  aux  différences  finies.  Nous  nous  bornerons  à  citer  ici  la 
fonction  gamni%  les  fonctions  spbâriques  et  cylindriques. 

luTersement,  les  deux  opérations  fondamentales  du  calcul  aux  diffé* 
renées  finies  sont  des  opérations  naturelles  pour  une  série  de  ftctorielles 
tandis  que  les  opéiationB  correspondantes  de  l'Analyse  sont  beaucoup 
plus  difficiles;  mais  ces  deux  dernières  opérations  peuvent  être  effeotuées 
généralement  terme  à  terme  et  les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  dérelop- 
pables  dans  une  série  de  factorielles  aussi 


§  1. 

îm  fonetlinis  déreloppalilfls  en  flérie  de  ftctoilelles. 

Daus  me»  recherches  générales  sur  les  séries  Je  factorielles  de  cette 

lorine 

W  ^ ^ 2 x(a;-f  l)~-(ar-i-«)  ' 

où  les  co^eieiits  sont  indépendants  de  se,  j'ai  démontré  qu'une  fonc- 
tion, développable  dans  une  telle  série^  doit  satisfiûre  à  ces  conditions 
néemaires  et  suffisants  à  la  fois:*) 

P  La  fonction  doit  se  présenter  sous  forme  d'une  certaine  inté- 
grale définie,  savoir:  ^ 

(2)  Qix)'^j\p{t)^''dt, 

où  la  fontion  (f(t),  la  fonetwn  ijcnérairio  de  Q  /  ,  est  holomorphe  aux 
environs  du  poiiit  /  1;  de  plus,  le  ra^on  de  couYergen(;e  de  la  série  de 
paisBODCes  corre^puudaute 

_  /)  =  fc,  +  \t  +       +  i^^»  +  . . . 
I  iil6.-(-l)-9W(l) 

où  les  codftcients     doivent  être  les  mêmes  qui  figurent  dans  (1),  est 

égal  à  Funité  au  moins. 

2*  Le  point  t=^0  peut  être  point  singulier  de  ^{t)  mais  tel  que 
%  pour  I  «  +  0,  des  dérivéea  d'un  ordre  quelconque,  ei  de  plus,  soit 

*)  Âauales  de  TÉcole  Normale  (3)  t.  19,  p.  4li»;  1»02. 
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^(i)  la  pramiëre  de  ces  dérivées^  p  dengnaat  un  poritif  entier  fini,  qai 
est  infinie  poor  t^-^-O,  il  doit  être  poesible  de  détenniner  on  nombre 
réel  Xf  qui  ne  eurpeeee  pae  une  eerteine  limite,  tel  qne 

(4)  lim|i«+'.9«(OI-{^, 

selon  que  !?Hf:r)  ^  X.  Nous  désignons  toujours  ce  nombre  X  comme  le  premier 
nombre  mracUrisfiquf  «!•  q  /K 

Cela  poB('.  on  ]<rui  di  rniMit n  i  ''^  qu'il  pst  possIble  de  déterminer  un 
positif  entier  A  t>i  grand  tjue,  dans  tout  1  mienralle  0  ^  ^  <  1,  nous  aurons 
pour  n>  N 

r(x  +  n+i)|>  je* 


•eloD  que  f^{x)  ^  il,  tandis  qne  c  et  £  désignent  deux  quantités  positives 

amsi  petite  respeetirement  aussi  grande  ({u'on  le  veut. 

Dans  le  cas  particulier,  où  la  fonction  ip^i—t)  na  pas  sur  la  cîr^ 
conférence  dn  cercle       =  l  d'autres  points  singuliers  outre  t^i,  lee 

inégalités  (5)  sont  vraies  pour  /  =  1  encore. 

Supposons  que  /  =>  0  soit  point  ordinaire  de  (f  (t),  nous  pouvons 
dans  (4)  et  (5)  admettre  X  »  p,  où  p  désigne  un  positif  entier  j&ai  mais 
aussi  grand  qu'on  le  ve\it. 

Considérons  maintenant  le  cm  général,  ni  ^(l—/")  a  d'autres  points 
sintruliers,  outre  situés  ^lur  la  circoiifereuce  susdite,  il  doit  être 

possible  de  déterminer  un  autre  nombre  reel  X'  qui  ne  surpasse  pas  une 
certaine  limite  et  tel  que,  avec  les  mêmes  désignations  que  dans  (Ö) 

ro»+»+i)l>£' 


selon  que  ce  nombre  X'  est  désigné  comme  le  secomi  nombre 

caractéristique  de  (p{t). 

Quant  à  la  convergence  de  la  série  de  fiMstorieiles  (1),  elle  présente 
des  propriétés  très  singulières,  nous  le  Terrons  pins  bas.  Généraloneiit 
nous  déiniisoDS  le  ébamp  de  eonvergeiUM  de  la  iâie  (Ij  comme  la  partie 
dn  plan  des     où  eetie  antre  série  infinie 

est  convergente.  On  voit  en  vérité  que  cette  série  nouvelle  et  la  série 
elle-même  seront  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes  à  l'exception 

*)  AbbsIm  de  l'École  Nonnale  (9)  1. 19,  p.  4SI;  leot. 
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dans  Im  points  iiolés  0,  1,  2,  —  3,  •  -  •  mtaéë  pent-èfae  dam  le 
champ  susdit. 

Cela  posé»  nous  ayous  démontré  cette  proposition  intéressante  con- 
CMnant  la  convergence  de  Q(x): 

La  série  Q(x)  est  diverffeiUe  dam  les  points  isolés  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  • 

jjfuâ  dam  son  chan^  de  convergetice;  mais,  désignons  par  b  une  qtuuiHté 
pasiHve  aussi  p^te  qu'on  le  veut,  la  série  Q(x^m),  où  a  désigm  un  des 
points  susdits,  sera  com&rgente,  pourvu  que  |  a;  —  o  |  >  f . 

C'est-à-dire  que  la  limite  du  champ  de  convergence  de  Q(x)  n'est  pas 
déterminée  nécessairement  par  le  premier  point  singulier  de  la  fonction. 

Il  est  très  facile  de  démontrer  cette  autre  proposition  aussi: 

Supposons  finis  tous  les  termes  de  Q{x),  la  série  sera  absoUoitent 
convergente,  pourvu  que  9l(!t'  — «)>  1. 

£n  effety  posons 

nona  aurons  immédiatsmen^  en  posant  jr  —  |  +  ti;,  j;'-»  |'  +  iif, 
I  ag(x+ 1)  "  ♦  (g-t-tt— 1)  I 


W  |ji'{ji^*H-i)..(äi^+ii~i)| 

et  Toilà  la  démonstraiion  de  la  proposition  susdite. 

Gonune  ooxiollaiie  de  notre  proposition  ainsi  démontrée  nous  avons 
cette  autre: 

Supposons  déceloppable  en  série  de  la  forme  (1)  wie  fotuMon  âmnée, 
un  tét  dévdoppemenl  ne  peut  être  effedné  que  Sum  seule  nutnière. 
En  effet»  ai  dans  Fidentité 

les  deux  séries  de  fsctorielles  sont  convergentes  toutes  les  deux  pour  jr  =  o, 
ces  deux  série  sont  certainement  absolument  convergentes  dans  tout  le 
demi -plan  défini  par  l'inégalité  '3i{x)  >  9)(r())  -{-  1.  Cela  posé,  mul- 
tiplions par  X  les  deux  membres  de  (a),  puis  mettons  +  oo,  ce 
qui  est  permiSy  nous  aurons            et  ainsi  de  suite. 

Combinons  encore  les  fomules  (l),  (5^'*)  et  (6),  nous  trouvons  cette 
autre  proposition  due  à  M.  Pineherle:*) 

La  série  de  faâoriéUes  est  eertamemenlt  aòso^Kmenl  eowoergenie 
dam  le  demiphn  défini  par  VmégàUié  fi{x)  >  A'-f  1. 

*)  Reiidicotiti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei,  février  ISOI. 
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§2. 

Champ  éb  eoBTergence  datone  série  de  flietorielles. 

Déterminons  maiiitenantj  avec  plus  de  détails  que  dans  mou  premier 
Mémoire,  le  champ  de  convergence  d  une  se'rie  de  factorielles  de  la  l*)rrae  fl). 
A  cet  égard  noue  avons  à  prendre  comme  point  do  départ  la  formule 
noQt  Buroiis  en  int^praut  par  parties 

où  nous  avons  posé  pour  abréger 

0 

La  formule  (7)  n'est  démontrée  que  dans  le  cas,  où  nous  avons  sup- 
posé à  !n  fois  'ïR(.r)>0  et  9î(j')>A,  il  est  vrai;  mais,  prenons  comme 
point  de  départ  la  formule  (1),  nous  verrons  que  le  terme  de  reste  Jt^{x) 
s'exprime  toujours  à  l'aide  de  (T''*'). 

Cela  posé,  appliquons  les  formules  (4),  (5)  et  (ö**''),  nous  aurons 
immédiatement  cette  valeur  limite 

(8)  lim  J  R,(x)  1-0, 

pourvu  que  nous  ayons  à  la  fuis  M(x)  >  X  et  ^(x)  >  A',  ce  qui  donnera, 
eu  vertu  de  la  proposition  de  M.  Fin  chérie,  cette  inégalité 
(0>  A  <  A'  -f  1 , 

tandis  que  nous  avons  doinoutrc  ce  théorème  général: 

L(i  limitr  (lu  dtamp  de  cotivergence  d'une  serie  de  factorielles  est  une 
ligne  droite  jur/xtuliciilrun-  à  Ime  des  nnmhrrs;  rtkls;  c'e^t  la  mêine  ciioss 
avec  Ift  l/miff  du  (ha ni})  de  courcri/enir  ahsvhœ  df  la  serie  sxsdifp. 

(V  résultat  H  été  indique  sans  démonstration  par  M.  Jeu  Ben  dan?» 
son  excellent  Mémoire  sur  la  fonction  gamma. ^)  De  plus,  nous  aurons 
cette  autre  i  i  npoîsition  intéressante: 

Iji  distance  des  drus  liijNis  paridlrlrs  msdiles  ne  peut  jamais  tire  jUns 
fpaïKÙ  nue  Vunité.  La  eonvcryciuc  d'une  série  de  factorielles  e^t  kiujours 
uniforme  H  la  somme  d'une  U  lle  série  est  une  foin  tion  unalytique  de  jc,  uiéme 
dans  l'i  blinde  susdite,  oit  la  ronrcrgence  nest  pas  absolue. 

Discutons  maintenant  t^us  les  cas  différents  dépendants  de  la  grandeur 
des  deux  nombres  caractériâtiques  A  et  A': 

•)  Vji  TidMkriA  for  Hatematik  i  UBj  18»1. 
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1^  Le  rwfon  de  etmoergetwe  de  in  serie  de  puisaatices  obtenue  pour 
^(1  —  f)  est  firn  grand  gue  VrnUét  le  é^amp  de  eimmgeinùe  de  Q{x)  est 
ioiu  le  pian  dee  x, 

CoBsidéroiu  par  exemple  1»  fonction 

—  tMt' ï) -ï  -  ÎTï  +  STt  —  •  ' 

nom  aniooft  oette  eispnmon  intégral» 

•  (W)  ^w-rrn«"' 

ce  qui  donnera  la  série  de  factoriellee: 

(10")         ßix)  -2  .(.+.)".■(.■>..)  •  ï^, 

T^Bnltat  qui  peut  être  démontré  aisément  d'on  point  de  vue  élémen- 
taire*) aussi. 

2"  X' X\  la  série  Q{x)  est  convergmte,  pourvu  que  91(j:)>  A'  et  non 
oitSolutnefU  con^'errjevfc  'ians  la  hnnfjr  A' --^  ^fr)  <|  jl' -J- 1, 
Prenons  comme  premier  exemple  la  fonction 

a/\      ff^dt      11,1       1,1       1  , 

(11)  +  +  + 

nous  aurons 

Comme  second  exemple  ocmaidérong  la  fonction 

1  ] 

0  • 

noua  aurona  cette  série  de  ftctorieUes 

.  •  2«-f-l 

(12)  fi{i)-ßi^) -2 \+')'  «*w>o- 

3®  X'  —  A  —  X,  od  0<  X  <  1  ;  Q{x)  est  çfmiu>r(fmk,  pourvu  que  9l(ap)>l, 
ei  non  absolument  convergente  dans  la  bande  /l  <  di(ir)  <  A  -f  1  —  x. 

•)  Bivisla  trinestnl  di  MateaiAtieas  (lous  pic«e). 
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«(»)  >  A. 

PotODB  oomme  jmmier  «zeraple  ^(i)  ^  noat  ftoront  oette  famille 
âémentairey  due  à  Stirling: 

«4>1 

Pour  obtenir  un  pyemple  plus  général  dpsitjnons  par  i^'yt)  une  fonction 
génératrice  ()iu  hatisfiiit  aux  conditions  énuméreee  dans  1p  §  1  et  qai  est 
de  pluâ  holomorphe  aux  enTÎrons  du  point  /  —  O,  pois  mettooa 


1 


ce  qui  donnera  pour  1*  noaTelle  fonction  génératrice 

le  premier  nombre  caractériRtiqae  égal  à  91((d)  —  1;  t  est  à-dire  que  la 
série  de  factorielles  obtenue  pour  la  fonction  (14)  est  convergente  et  Gela 
toujours  absüiuincut,  pourvu  que  îfi(x  —  (o)>0. 

En  nous  8  appuyant  sur  nos  résultats  prér-édents,  nous  déduirons 
immédiatenit  tif  une  proposition  intéressante  concernant  la  série  de  Taylor. 

Supposons  en  effet  que  dans  cette  série  de  puissances,  dont  le  rajon 
de  oonvei^ence  est  égal  à  r  ^  1 , 

f(x)  —  0^  4-  Ol«  +      +  A  

les  coefficients      satisfassent  à  cette  condition 

selon  que  a  ^  X'.  De  plus,  supposons  que  f{pc)  ait  sur  la  circonférence 
du  cercle  |  x  |  —  r  des  pointe  singuliers 

teb  que  dm  eee  poiuli  Uê  éêàwé»  f^^\^),  f^*H/)f  •  •  -y  f^n)(x)  prises  an 
rayon  puaant  par  le  poiat  exietent  et  supposons  que  parmi  oes  déri^ 
Téea  f^^(x)  soit  1»  première  qui  deviendra  infinie  nuif  de  aorte  qne 
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lim  jû*'+''i./^''«>((r  — oie'^")]  —  (  ^  , 


selon  que  et  <  A,,  nous  aurona  cette  proposition: 

Les  nom^ns     d  X'  ahm  définies  saHsfimt  tws  à  la  c(mdiH<m 

§3. 

Addition  et  iini1tlplle«tioii  de  deux  séries  de  factorielles. 
Considérons  maintenant  ces  deux  séries  de  factorielles 


(16) 


»-0 

ou  bien,  comme  miégrales  déiinieS| 

tandis  (|ue  nous  désignons  par  l  et  X'  respectivement  par  A,  et  l^'  les 
deux  classes  de  nombres  caractéristiques  des.  fonctions  génératrices  <p{t) 
et 

Cela  pos^',  on  effectuera  immédiatement  l  addition  et  la  soustraction 
des  deux  séi  i^s  le  factorielles  Q(.r^  et  ^jU),  taudis  que  la  multiplication 
de  ces  deux  series  vst  beaucoup  plus  difficile.  Or,  en  m'appuyant  sur  les 
résultats  précédenta,  j'ai  démontré  récemment  ce  théorème  général:*) 

Ia;  fnoUtiit  Q(x)  •  f^'^  'st  toujours  développahic  m  série  de  factoridlcs 
qui  est  convergente,  pourvu  que  nous  ayons  à  la  foi^ 

9l(x)>0,   9l(.r)>A,  9î(:r)>A', 

eondüüms  qui  sout  toujours  sttffiscmtes  et  généralement  nécessaires  aussi. 

Mais  naturellement  l'expression  générale  des  coefßcients  de  la  série 
de  factorielles  ainsi  obtenue,  à  l'aide  des  coefficients  donnés  6,  et  c^, 
deriendra  très  compliquée.  Posons 

(16)  m-^i.')'2.i.+llX+é>- 

•mi. 

nous  aurons  généralement 

*}  Bendioonli  dsll»  Beels  Amwdeima  dei  Lincei,  17  jentier  1904 
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«s» 

M» 


OÙ  nous  «Toiii  poié  pour  thréget 

pmr 

i' 

t 


Qunt  à  h  foiwtioii  génArtiriee  da  produit  ^{%)  •  Q,  (x),  nous  «uroiui 
oette  exprasnoiD  dégante 

(17)  Û(a:).Q.(«)-/x(0<'-'i*<, 
où  nous  ayons  posé  pour  abréger 

(17-)  x(0-/*(4).!^d«-/,(4).î^..,  • 

r  t 

formulo  qui  nous  fournit  un  moyen  pratique  pour  former  la  térîe  de 
frctoriellee  (16),  dont  nous  atoiu  détenninë  an  avant  le  champ  de  con- 
vergence. 

Considérons  comme  prunier  exemple  la  fonction  ß(x)  introduite  dans  ] a 
formule  (10),  noue  aurons,  en  vertu  de  (l?**^),  cette  formule  particulière 

(18)  (ß(^y.fi}!SiLt!^lMl^.e-ti(, 

que  j'ai  démontrée  récemment  par  un  calcul  direct*)  aussi;  nous  trouvons 
ici  cette  série  de  frctoriellee: 

«90» 

(19)  (âix)y  =.  y  ,  r\  '  9i(x)  >  0, 
^    '           ^    ^      ^  x(*+J)- ••(*+«)  (t+l)s"  ' 

qui  est  toujours  uhnolumcnl  convergente. 

Considérons  encore  la  fonction  ^i{x)  introduite  dans  (11),  nous  aurons 

(20)  (ftW)'-/'°'"7l7'"^' •<'-'««, 

0 

ce  qui  donnera  cette  série  de  faetorielles 

(21)  «(«»0, 

*)  AuBsU  di  ICatanatio«  (8),  i  «,  |».  MS;  ISOi, 
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où  nous  ayons  poaé  ponr  abréger 

(21*)  *.-S"iT,"^r.: 

Or,  nous  btom  éndenunciit 

»«s«  êmr  tar» 

•»t  «si  ««r<fi 

ce  qui  donnera  cette  valeur  majorante 

clkoiiiesone  maintenant  r  —  y ,  r  —  — ,  eelon  qne  w  est  pair  on  impair^ 

nous  aurons  ces  deux  nombres  caractéristiques  dp  l  i  fi  notion  génératrice 
correspondante:  1^0,  X''^^-    1;  c'est-à-dire  qiif  !a  st  rio  dp  factorielles 
(21)  est  toiijours  ub^olumeyif  cdiiTergente  dauB  son  champ  de  convei^gence. 
Nous  aurons  enfin  cette  autre  formule 

(M)        ß(,)fi,(,)  ■/•W(»-')  +  log(.  +  0-l.g8-l«g.  . 

ce  qni  donnera  ce  déTelo]^»emeiit  en  série  de  &ctorie]les 
(88)  (,(.)A(.)-2^-ï^^^,  «(»)>0, 

ê»l 

où  nous  avons  posé  ponr  abréger 

êml 

c*est-àrâire  qne  la  série  de  factorielles  (23)  est  toujours  absolumetU  con- 
Tergente  dans  son  champ  de  convergence. 

Gomme  nne  autre  application  de  notre  théorie  de  la  multiplication 
de  deux  séries  de  &etorielles,  posons  dans  (IG)  1,  c,^0  pour  5^1, 
BOUS  aurons  pwtieoUèzement 

ö.(«)  -  ^, 

d'où,  en  vertu  de  (16),  cette  formolo  remarqnable 

4«e 
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qui  est  cevlaiiieiiittit  vulable^  ponim  que  nona  ayons  à  la  fois 

üoixa  aurona  par  exemple 


(2Ô) 


s!  2"^^-  l 


«•0 




partÎQidièMs  qui  sont  oftadumen^  eonY«rg9BtMi  toutes  les  troia^  pourra 
que  yt(x)  >  0. 

La  série  nouTsUe  ainsi  obtenue  pour  ß(x)  est  une  conséquence  de 
eetto  équation  aux  difiiâranees  finies 

en  effet,  mettons  dans  (lO*'*}  x-^-l  an  lieu  de  x,  puis  dans  (IS)  0"»1 
et  jr -4- 1  au  lieu  de  x,  nous  retrouTons  la  sârïe  susdite;  de  plus,  la  série 
obtenue  pour  fii^so)  est  une  conséquence  immédiate  de  (11^**). 

Considérons  encore,  à  cause  du  résultat  remaxquable,  cetto  autre 
série  déduite  directement  de  (11*^) 

(26)     1  - -2 ^(!.+^^"^^l.y  «W>1' 

ëm9 

nous  w"ftniT  immédiatfiin  irait 

(26-)  I  -  (.-i)ft(.-i)  - 

mix)  >  0; 

c'efit-à-dire  que  la  série  nouvelle  (26'''*)  est  converffmte  encore  daoB  ia 
bande  0  <         <  1,  où  la  série  (26)  elle-même  et  divergente. 

Cela,  posé,  les  exemples  que  nous  venoiis  de  traiter  montrent  claire- 
ment la  venté  de  cette  proposition,  très  singulière;  ce  me  semble: 

n  peut  (irritier  que  la  st'-rie  de  jnctorieUes  obtenue  pour  /y'  produit 
•  Qi  [Jc  )  (levi  end  ni  absolument  njuvergente  dans  la  bande  du  plan  des 
Ott  tm  ou  deux  des  facteurs  susdits  ne  sont  représentés  (pie  par  une  série 
non  absolument  convergente.    De  pluSf  il  peut  arriver  que  ia  iérie  nudité 
deviendra  convergente  hors  du  €hamp  œmmtm  de  amwrjfenee  des  deux  fadeurs. 
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§4. 

Différeiitiation  et  intégration  d'une  série  de  factorielles. 

Une  série  de  £u:toriellas  peat  être  différentiee  et  intégrée  tenne  à 
terme  dans  tout  «m  champ  de  oonTergenoe,  panse  qu'elle  eet  toiQonn 
nniformémwufc  coiiTeigente,  ee  qni  a  lieu  aussi  pour  les  denx  nonvelles 

séries  ainsi  obtenues.    Ici  nous  aTons  à  chercher  les  déTeloppemente  en 

eériee  de  &ctohellee  de  Q^^(«)  et  de  jQ{x)dx, 

Considéroni  d'abord  la  dâriTée  nona  avons,  en  yerta  de  (2), 

(27)  Q(»)(a:)  =^^(0  t'-'di,  -  ^(0  log 

de  sorte  que  la  nouvelle  fouet iou  génératrices  ipi^t)  a  ge'néraîemeut  dans 
/  =  0  uu  poiiit  critique;  le  uombre  caractéristique  correspoudaui  Âj  ilevieudra 
égal  au  plus  graud  des  deux  nombres  0  et  A.  * 
Quant  au  second  nombre  caractéristique  X^'  de  ^(0>  nous  aurons 
d'abord 

(-1/  ♦.«-'(l)  -  -„!(^  +  ^  +  ...  +  ^!),  „^1; 

car  nous  avons  généralement  ^  (  - 1)*  ç^'\l  ).  Désignons  maintenant 
par  /  uu  positif  entier  qui  deviendra  infiniment  grand  avec  n  mais  telque 


où  e  désigne  une  quantité  positiTe  aussi  petite  qu'on  le  Teui^  nous  aurons 
une  identité  de  cette  forme 


où  K  et  K'  désignent  deux  quantités  positives  finies;  c'est-à-dire  que  l^' 
doit  être  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  —  1  et.  X,  de  sorto  que 
nous  avons  démontré  ce  théorème  général: 

La  dérivée  d'une  sòie  de  faäoneUea  Q(x)  eai  déodofpaifk  en  série  de 
factarieUes  comme  smi: 

(88)       fl<.)(x) — 2  '> 

téfie  qui  est  eomergenlé  dams  la  partie  ê»  dump  de  emvergenee  de  Q(x) 
fui  9d  siUiée  à  droite  de  Vaxe  des  nombres  puremeiU  imaginaires, 
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Les  coefficients  de  la  série  (28)  deviendront  assez  compliqués  même 
pour  les  simples  fonctions  que  nous  avons  introduites  dans  les  deux  para- 
grapliefl  précédents. 

Qaant  à  intégrale  indéfinie  de  nous  ftVOm  immAlmfaiiviyn^ 

J 

{29)  j  Q(a) dx-b^iogx-^K= J'xit) t^- » dt, 

où  K  daigne  une  constante  arbibtiire,  taudis  que  nous  avons  posé  pour 
abréger 

)  i{t}  i-«  B^T' 

ce  qui  montre  que  ^(0  ^  dans  1  —  0  un  point  singulier,  dont  le  nombre 
canustânstique  X"  est  généralement  égal  au  plus  grand  des  draz  nombres 
0  et  X. 

Pour  déterminer  le  seeond  nombre  caractéristique  A,"  de  i{t)  nous 
aurons  éridemment 

i-xm^)  -  (D-aja-o),.,-  »!  (i>/(55^)),_,- 

Gela  posé,  une  foimule  bien  connue*)  donnera 

(«)         uni   <    \  ^^.y^ll0_.2hi 

^'  Uog(l— «I     ^  + 

OÙ  les  coefficients  sont  les  nombres  de  Stirling,  savoir  lea  nombres 
positi&  entiers  définis  à  l'aide  de  cette  identité 

(30)  «(«+!)... («+P-1)  -  C5a:'+  C3a?»''*+-.  +  <7;a?'--+...  +  C|-*a?. 

Désignons  maintenant  par  l'expression  figurant  an  seeond  membre 
de  (a),  nous  verrons  qu'il  est  possible  de  déterminer  un  nombre  positif 

mKui^  |p.l<.«  Dijr, 

ce  qui  donnera  immédiatement  oette  autre  in^pûité 

ii»(i)j<jc'»i2  ^i^^, 

où  K'  désigne  un  nouveau  nombre  positif  fini,  de  sorte  que  le  second 
nombre  canctâristique  A,"  est  générslem«it  égal  au  plus  grand  des  deux 
nombres  —  1  et  A';  c'estpà^^ire  que  nous  avons  d^ontré  cet  autre  tbéoième 
général: 

*)  Voir  pax  eJLeuipla  ächlömiicli :  (Juitipeutiium,  t.  II,  p*  10}  lâït^. 
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La  fonction  J  dx  —  log  x  est  dète^opjkiUe  en  série  de  fadcridles 
comme  suit 

série  qui  est  convergente  dans  la  partie  du  dkuNp  tk  etmufergmce  de  la  série 
Çl(x)  qjui  est  située  à  droite  de  l'axe  des  nombres  purement  imaginaires. 

On  voit  que  les  e]q>rMnoiu  générales  des  coefficieuts  de  la  série  (31) 
sont  très  compliquiH  s:  mais,  après  avoir  démontré  la  poaubilité  du 
développement  en  série  de  factorielles  de  la  fonotion  susdite,  nous  aTons 
à  étadier  dans  le  §  7  ce  problème  d'nn  antre  point  de  Toe. 


§0- 

Diiféreiitiatlott  et  Intégnitiou  finie  de  Q{x), 

Remarquons  qne  Q{x  +  1)  est  absolument  oonTergente  dans  tout  le 
champ  de  conTevgence  de  Q{x),  nous  aurons  immédiatemoit  ce  théorème 
g^éral: 

La  différence  ^Q(x)  Q{x-^  1)  -  Q(x)  ^une  série  de  faetorieBes  est 
déféleippaibte  en  série  de  faetorieBes  eonme  suä: 

(32)  AÖCx)  =  -  ^  a:^+^?iÌT*+^ 

série  qui  a  le  même  champ  de  convergence  que  Û(a;). 
Supposons  ensuite 

t 

J^Vi^i^'^dt, 

nous  aurons  immédiatement 

t 

(32"*)  Aü{x)  - ^ f{t)it'-l)^-'dt 

Quant  à  l'opération  inverse  A'  ^Qix),  nous  aurons  immédiatement 
eu  vertu  de  (32),  cette  formule 

A-*^Û(a?)  —  — ^  —  —  ^  at(ät-f- 1) . . . (ae  +  i)  ' 

OÙ  la  nouTelle  série  de  fiictorîelles  est  couTergente  dsns  tout  le  diamp  de 
convergence  de 
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Or,  l'opéntioii  ùr^  effeoin^  sur  une  flomme  finie  étvnt  disMuUm, 
nomi  aurons 

où  la  demiàre  int^ratioti  finie  noue  conduira  à  la  fonction  ^(x)  de  Gauaa, 
Baroir  la  fonction 

(38)        v{a)-i).iogrt«)  —  c+2'(iTï-ïq:î). 

OÙ  C  désigue  la  constante  d'  Euler. 

Cela  pusé,  nous  avons  (Inuiontré  cet  autre  théorème  général: 
Four  r intégrale  finie  de  Q{j)y  nous  ohimum  cetie  expression 

(34)         A-ß(x)-Wx)  +  2'i^''^^  +  ^W, 

««e 

cù  la  rmmße  série  de  faâméfies  a  le  même  cAomp  de  eovwergeinee  que 
iemâi»  que  J(a6)  é^igne  une  fouâùm  arbUraire  de  x  assujäüe  mde- 
metU  â  satisfaire  à  cette  condition  de  périodicité  J{x-\-\)  -»«/■(«). 

Quant  à  la  représentation  intégrale  de  ùr^Q{x)f  noue  aurons  tout 
d'aboid 


1 


0 

ce  qui  donner^  en  Terta  de  (^2^)  et  (34), 
de  plus,  nous  aurons  éridement 

,^dt, 

d'où  finalement 

1 

(Sé--)  A- ■Q(*)  -  / m-^^f  il  +  j,(a,), 

OÙ  désigne  une  nouvelle  fonction  arbitraire  périodique  de  x. 

On  voit  que  l'analogie  entre  les  formules  (32)  et  (.'>4  )  et  les  résultats 
analogues  obtenus  en  différentiant  ou  en  iutégrarit  une  série  de  puis- 
sances négatives  entières  »»st  perfaite  Dans  ces  circonstances  il  est  digue 
d'être  remarqué  que  j'ai  démontré  récemment*)  qu'une  série  de  factoriellej 

*)  Annale«  de  l*Éoo1e  Nozmal  (3),  t.  21,  p  403;  1904.  ' 

lUUwiuliadw  .Aault^  UX.  t4 
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peat  ötre  iniufomée  à  trae  série  de  piiÌBsaiices  a^gattTM  antièret,  série 
qui  est  ou  conTeigcaite  <m  asjmpto tique  d'après  la  définition  de  M.  Poin- 
caré*) dans  tous  les  points  très  âoignés  du  demi -plan  situé  &  droite 
de  Taxe  des  nombres  pnremait  imaginaires. 


§6. 

Sur  Im  éqnatloiiB  llBédres  aux  dlfTérenees  finies. 

Comme  uppliciitiou  dv  iivs  t(»rmule8  j^énérulés  nous  avoua  à  consi- 
dérer cette  équation  linéaire  aux  tliûéreucett  Imiea: 


(35) 


2  +  «-«)-  9i*), 


où  la  fonction  g(x)  au  second  membre  et  les  coefficients  a,(»)  désignent 
des  fonctions  données  déTcloppables  en  sérÎM  de  üsetorielles;  noos  cher- 
chons mie  intende  particolière  de  (8Ô)  déreloppaUe  en  série  de  ftefco- 
rielles  anssL 

A  cet  égard  mettons 


(36) 


êm  ce 


1 

«.W  -^Ut)^-'ät,   «    0, 1,  2,  3,  • . n, 
nooâ  avons  à  chercher  la  fonction  génératrice  inconnue  4>(^),  telle  que 

(36"-)  /•(«)-^<D(0<'-»d< 

est  Latérale  particulière  de  (35). 

Cela  posé,  nous  aurons,  en  ?ertu  des  formules  générales  (14), 

où  nous  avon»  posé  pour  abréger 


1 


*)  Ada  mftibeittatica,  t.  8,  p.  897;  I8d6. 


Digitized  by  Google 


Lm  lériei  de  Ikefanmllm.  571 

ce  (;ui  muntrera,  eu  vertu  de  (ßb),  qu'il  s'agit  de  détenniner  <t>(<)  à  l'aide 
de  cette  identité  intégrale: 

1 

(37)  yv(#,«)0(«)d«-9(o, 

où  nous  aTOAS  posé  pour  abréger 

On  Yoit  qoe  la  détermination  générale  de  <t>(^)  est  en  tous  cas  très 
difficile;  certainement  une  telle  détermination  n'est  pas  toujours  possible. 

De  plus,  supposons  déterminée  la  fonction  0(f),  il  faut  qu'elle  satisfasse 
encore  aux  conditions  énumére'es  dans  le  commoncenient  du  §  1.  C'est-à- 
dire  que  les  séries  de  factoriplles  sont  de  ce  point  de  vue  beaucoup  plus 
compliquées  que  Ips  séries  convergentes  de  puissances  négatives  entif-res. 

Considérons  particnlièrf ment  le  cas  plus  simple,  où  les  coefficients 
de  notre  équatiiou  linéaire  sont  des  constantes,  savoir  l'équation 


(38)  ^a,-A^  +  »-«)-K^). 

où  g(x)  est  une  fonction  donnée  définie  i  l'aide  des  ezpresnoni  (86)| 
Bons  wtoûBB  id  pour  la  fonctioii  généntrioe  0(^)  cette  ei^ieanon 

m  *»-|{|, 

où  nom  ttroBB  poeé  pour  abr^er 

(39'"')    F{t)  -  a^r  -f  Ol +  1- 4- •••  +  «»_, <  + 

Cela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  0(7)  figurant  au  premier 
meaibre  de  (39)  peut  être  transformée  à  une  somme  de  termes  de  cette 
forme 

où  k  désigne  une  constante  finie,  tandis  que  r  est  un  positif  entier  égal  à 
n  au  plus,  ce  qui  donnera  immédiatement 


<«0 


Supposons  maintenant  M  —  c:  '  ^  1 ,  nous  verrons  que  la  fonction 

{(1  — <),  déduite  de  (40),  est  holomorphe  vi  l'intérieur  du  cercle  1?'=— X; 

c'est-à-dire  que  nous  ayons  démontré  ce  théorème  nouyeau,  je  le  crois: 

ai* 
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La  condUioH  néœssaire  et  suffisante  pour  que  Vé^iuattan  (38)  a  ttne 
intégrale  pariir-ulière  fh'vehppahle  en  série  de  facforielles  est  que  Véquaiion 
algébrique  (39^'*)  n'çt  aucune  de  ses  racines  situées  à  l'inimeur  du  eerde 

X*  -j- 1/' 

De  plus,  la  formule  (40'''")  donnera  immédiatement: 

*S"/  ioutrs  Ifs  rarinr.'^  dr  (31)'"* )  aonf  f^ifurcs  hors  dit  cercle  susdit,  la 
série  de  ffuiorirllrs  ohiniiirs  pour  f{x)  a  le  mòne  champ  de  convergence  que 
g{x),  si)toìì,  il  faut  adnt^tire  encore  ^Rfr)  >  r  —  1,  où  r  désigne  le  plus 
grand  ordre  d^'  muliiplicifé  dfS  racines  df 

Les  coefticients,  très  compliqués  du  reste,  de  la  série  de  factoriellen 
ûbteuue  pour  f(x)  se  déterminent  à  l'aide  de  (4ü'"*)  et  des  formules 
analogues.  De  plus,  nous  savons  à  intégrer,  à  l'aide  des  fonctions  ex- 
ponentielles, Téquation  homogène  obtenue  de  (38)  en  y  mettant //(a:)  =^0; 
c'est-à  dire  que  nous  connaissons,  sous  les  conditions  susdites^  l'intégrale 
compiete  de  notre  éqnatioii  non  homogène. 

Supposons  géuérult'uieut  que  n'ait  aucune  racine  située  entre  Ü 

et  1  outre  les  zéros  de  (p{f)f  ü  est  évident  qu'une  intégrale  particulière 
de  (38)  se  présente  sous  cette  forme 

il  Còl  digne  d  L'tre  remarqué  aussi  que  les  intégrales  particulières  do 
l'équation  homogène  qui  correspond  à  (38)  ne  sont  jamais  développables 
en  séries  de  factorielles. 

Gomidérons  par  exemple  cette  équation  du  premier  ordre 

(41)  + 

OÙ  »  «si  nue  eonttaiitie  par  rapport  i  jr/aons  »luona 

ce  qui  exige  poor  a  cette  condition 

cette  condition  remplie^  nous  trouvons  cette  série  de  factoneiies 

(48)  (;;;^)' >■.-.+•••■»- (^F'  ^) 

I 

I 
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ei  cette  raprâmitatton  intégrale 

(42-")     f(x)-  r.^-vco' <■-'<«*, 


intégrale  qui  eatìeliùt  toujours  à  (41),  pourvu  qu'elle  ait  un  sens. 

Dans  1©  cas  beaucoup  plus  particulier  encore,  où  g{x)  ooua 
aoroBs  pour  l'équaiiou  correspondante 

(43)  > -  /-W 

une  int^prale  partieulière  de  cette  forme 


1 

(43-)  /(.)  •  «-'<"  •  i—ò' 

^  .-» 


Sappow>ne  particulièrement  ei--l,  «-y»  ^  retrouTone  ke 

sériée  de  fiMstorielles  développées  dans  le  §  2,  formules  (10^)  et  (1 1^^'), 
pour  les  fonctions        et  ßiix). 

Enfin,  remnqnons  en  passant  que  le  résultat  (42)  peut  être  obtenu 
directement  de  (41)  sans  introduire  des  intégrales  définies,  mais  en  appli- 
quant simplement  la  formule  générale  (24)  pour  le  déreloppement  de  f{x) 
et  g{x)  en  séries  de  lactorielles  de  rargnment  «  +  1. 

« 

§7. 

Eeeherelies  lomllet  nur  les  foncllmu  ^'^(«)»        et  f  Q(x)dx, 

Pour  simplitier  la  formule  (31)  concernant  l'intégration  indéfinie  d'une 
série  de  factorielles  nous  avons  à  étudier  d'un  autre  point  de  vue  la 
fonction 

1 

im» 


60  qui  nous  conduira  à  des  réiultats  nouTcanx  très  singulières. 

A  cet  égard  mettons  dans  l'intégrale  susdite  i  »  er*  nous  aurons 


(44)  Qisi^jmr-dM,  /•(«)-»(«-•), 

oa,  oe  qui  r«TÌent  an  mime: 
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d'où»  en  Torta  dWe  foimule  bien  oonnue*")! 


»  =  M  -  1 

(.)  (-lyipWd)  - Z  O-'-f^"***).-.' 


OÙ  les  cneffìcients  CI,  désigneut  les  nombres  de  Stirling  définis  à  Faîde 

de  l'ideutité  (àO). 

On  Toit  que  f{z)  doit  être  holomorphe  «nx  envixona  dn  point  #^0, 
posons 


«ss  ot 


00  A»)-2â''' 

•«sO 

nous  «iUroiu  fi^    a«  et  généralement  en  Terta  de  (a), 

(45)  nlh^^^C:  a,_„ 

•->§ 

oe  qui  donnera  poor  la  série  de  factorieUee  obtenue  pour  Q(.r)  cette 
nonrelle  expression 

(46-)         Q(.)  -  ^  +  2  — W,r-r?ï+^—  • 

Snlwtitaons  maintenuit  dans  l'intégrale  définie  figurant  au  second 
membre  de  (44)  la  série  de  puisssnees  (fi),  puis,  supposons  4Son?ergente 
la  série  ainsi  obtenue  «en  int^rant  terme  à  terme,  nous  aurons  pour  Q(x) 
ce  développement  en  série  de  puissances  né^tÎTes  entières 

(46)  ö(»)-^  +  J+$  +  ^  +  .... 

Si,  an  conti  rur*  ,  la  série  fignrant  au  second  membre  de  (46j  est 
direigente,  nous  aurons  cette  série  asjmpiotique 


H—l 


Talable,  comme  je  l'ai  fait  voir  récemment**)  dans  tous  les  points  très 
éloignés  dn  demi -plan  situé  à  droite  de  l'axe  des  nombres  purement 
imaginaires;  la  si^e  désigne  une  égalité  asymptotique  d'après  la 
définition  de  H.  Poincaré***). 

Berenons  maintenant  à  la  formule  élémentaire  (13),  difiérentions 


*>  Toir  paar  exemple  SchUliiiilelit  CompendioD«  i  n,  p.  IS;  1879. 
**)  Annsles  de  rÉoole  Normsle  (8),  i  81,  p.  468;  1804. 
«**)  Acte  KellieiiiCtiM,  t.  8.  p.  887;  1888. 
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n  +  1  fois  par  rapport  à  a,  puis  mettons  «  »  0,  uous  aurons  ce  dévelop- 
pement  en  série  de  factorielles: 


o:- 


Gela  pos^  supposons  cnmergenff  la  série  de  paissancee  négatiTes  entières 
(46),  poorm  que  a;|>A,  puis  développons,  à  Tai  do  de  (47)  ^  tons  les 
termes  de  cette  série,  nous  aurons  une  série  à  double  entrée,  dont  toutes 
les  séries  horizontales  et  vertic^es  sont  absolument  convergentes,  pourm 
que  9fl(j;)  >  A,  ce  qui  donnera,  en  vertu  de  (45''**),  précis^nient  la  série 
de  factorielles  données  pour  ^{x^.  De  pins,  supposons  divcrçimU'  la  série 
asymptotique  (  ITi^"),  puis  applifpions  sur  les  termes  de  cotte  série 
formellement  la  même  luj-thodc,  nous  retrouvons  encore  la  série  de  factorielles 
connue  pour  Q.{x)\  c'est  à-diro  que  nous  avons  démontré  la  légitimité  de 
cette  opération  avec  une  série  divergmte: 

Sup/x^sons  developpdble  en  série  de  factorielles  Ui  fonction  Q.{x)  et 
formons  la  strie  de  puissances  négatives  f4f)'i.  puis  appliquions  à  imis  les 
termes  de  cette  série  l'opération  (47),  n^m  obtenons  la  série  de  fact^n  ielles 
de  soit  que  la  série  (46)  est  convergente ,  soit  qu'elle  est  diveryetUe. 

Appliquons  maintenant  cette  méthode  aux  trois  fonctions 


pour  lesquelles  nous  avons  démontré  Texistence  de  la  série  de  factorielles 
susdite  dont  nous  avons  déterminé  le  champ  de  convergence  aussi. 

En  premier  lieu  mettons  duns  (47Ì  m  -f  1  au  lieu  de  »,  puis  multi- 
plions par  X  la  formule  nouvelle,  nous  aurons 


puis  Appliquons  cette  formule  de  la  même  manière  que  (46),  nous  anioiis 
œtte  antre  forme  de  la  série  (^) 

(40)  U{X)  (x-i-l)(x+S)..  C^+«+l)  * 

finmnle  qui  est  trts  remsrquable  en  comparaison  avec  (45^*). 

Dsns  son  grand  MÀnoixe  sor  les  int%rales  eutérîennes  Binet*)  a 
développé  ou  indiqué  au  moins  les  deux  systèmes  des  séiies  de  fiustorielles 
qui  correspondent  à  (45^^*)  et  (48)  pour  ces  deux  Unietions 

*)  Jounal  de  l'École  polytechnique,  cahier  S7,  pp.  asi,  284,  368,  889}  1888. 
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©i(u;)  =  log  X 

»(»)  —  log  r(x)  —  — y)  log  +  « — log  yïi, 

où  ^(x)  désigne  la  fonction  de  Gauss  définie  par  la  formule  (33).  Dans 
son  excellent  Mémoire  sur  la  fonction  gamma  H.  Jensen*)  a  développé 
les  quatre  ■éries  sosditee  en  appliquant  la  méthode  que  nous  Tenons 
d*mdiquer,  tandis  que  j'ai  déduit  réeemmaai**)  les  mêmes  foxmiiles  à  l'aide 
de  la  série  élémentaire  (13)  de  Stirlîngi  méthode  qui  détennine  com* 
platement  les  champs  de  conTergence  des  séries  susdites,  ce  qui  est  im- 
possible par  la  méthode  précédente. 

Quant  à  la  dérivée  fi<^>(jr),  nous  aurons  la  série  de  fistetorieUes  cone^ 
spondante  en  mettant  simplement  dans  (4ö^")  —  va  lien  de  a^,  ce 
qui  donnera  généralement 

êml 

De  la  même  manière  nous  obtenons  la  série  de  fiietorieUes  de 

jQ{x)äx  —  a^log  X  en  mettant  dans  (45'''*)  —-"^^  au  lieu  de  o,,  ce 
qui  doQuera 

(60)  «.iog^-/Q(x)dx-^ '  ■ 

L'analogie  entre  les  quatre  fi)rmules  (4Ö'''*),  (48),  (40)  et  T^Ci  est 
frappante;  mais  il  doit  être  remarqué  expressémeut  (jue  la  méthode 
uouvelÌR  que  nous  venons  d'appliquer  est  imponsible  comme  méthode 
indtiii  ii'jnnte,  car: 

P  La  méthode  n'est  appliquable  qu'aux  fonctions  dévelojipHble-*  en 
série  de  puissances  né^tives  de  la  forme  i,4H),  propriété  qui  n'est  point 
de  tout  nrcrssii/rr[  par  exemple  lu  fonction  ßixi  tìgiirant  dans  la  formule 
(10^'*)  est  développable  eu  série  de  facturieUes  convergente  dans  toute 
rétendue  du  plan  des  X]  mais  cette  fonction  n'est  pas  développable  en 
série  convellente  de  la  forme  (46). 

2^  Dans  le  cas  particulier,  où  Q{x)  est  développable  en  série  de 
puissances  de  la  forme  (46),  la  méthode  susdite  ne  détermine  pas  générale- 
ment le  champ  complet  de  convergence  de  la  série  de  fiMstïmeUes  ainsi 
obtenue. 

Copenhague,  le  27  janvier  1904. 


«)  Njt  Tidaaknft  for  Mathematik,  t.  H  B{  1891. 

•*)  Archiv  der  Math.  v.  Ph.  (S)  t.  6,  p.       «1;  AnaaU  di  Mathematica  (8) 

t  e,  p.  m—ub;  im. 
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Zur  geometrischen  Deutung  der  Cbarakteristiken  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei  Yera-nderlichen. 

y<m 

C.  Cauatuéodory  in  Güttingen. 
§  1. 

Dualistische  Betrachtungen,  wie  sie  in  der  Geometrie  ühlich  sind, 
führen  zu  einer  sehr  elementaren  Begründung  der  Theorie  der  Charakte- 
ristiken für  die  Differentialgleichung 

(1)  F(»,t,M;p,9)-0;  l^-p,  l^~g. 

Mit  S.  Lie  kann  man  diese  Gleichung  als  ein  vierdimensionalea  Ge- 
bilde von  Flächen rli'rnenteu  ansehen,  wenn  man  unter  Flächenelement  einen 
Punkt  und  eine  durch  ihn  gehende  El>pnp  vf>r?tr>ht.  Die  eindimeuHionalen 
Elementvereine  der  Differentialgleichung  wollen  wir  dann  in  FJ>  wpntkerjd, 
Elementplanhurvm  und  EUmenistmfm  einteilen,  die  folgeudermaüen  defi- 
niert sind: 

1.  Der  Eìementìt£ffel  im  P  miktt  j  ?/^  ist  der  Inbegriff  aller  Flachen- 
clemente  von  (^1),  die  durch  di*        I'imkt  liehen. 

Die  Ërzeagenden  der  £lementkegei  genügen  bekanntlich  den  Glei- 
chungen 

f9\  X  —  x      r— y  Z—z 

wo  X,  Yf  Z  laufende  Koordinaten  bedeuten. 
^.  Die  EUmentplatAurve  in  der  £bene 

iflt  der  Inbegriff  niiitiieliBr  FlSelienelemente  y  on  (1)  welche  in  dieser 
Ebene  liegen;  hierbei  bedeuten  p,  q,  e  komtente  Fhnmeter. 

Die  Projektion  dieter  Surre  auf  die  ZT  Ebene  and  die  ihrer  Tto^ente 
im  Punkte     y  Unteli; 
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y,       +«ir;  r  î)  -  0, 

(B)  (F.+pFJ(X-a.)  +  (F,+îJ;)(r-y)-0. 

3.  Ak  £femefife6vi^e»  wollen  wir  allo  ùbrigmi  eindimensionsleD 
Elemwitrereijie  der  Bifferentiaii^eieliiiiig  (1)  bœiduieiL 
Sie  beetehen  ans  einer  Eiirre  esj 

im<l  eiaer  abwickeibareu  Fläche  durch  diese  Kurve,  welche  Ton  den 
Ebenen 

(4Ì  Z  -  z(t)  -  p(t){X-x(t))  +  q(t){Y-y(t^) 

umhüllt  wird;  j)  und  q  werden  als  Funktionen  von  t  durch  die  Gleichungen 

^(^»tft^i  Pf  9)^0, 

(ö)  f'iO-y^'W  +  ^yW 

beetimmt. 

In  jedem  Flachenelement  des  Streifens  gibt  es  vier  ausgezeichnete 
Uichtongen,  Dimlich:  die  Tangente  ^  der  Kurve     des  Streifens  und  die 

Erzeugende  ej  seiner  abwickelbaren 
Fläche  jdieTangente  der  Element- 
plankurre  c,,  und  die  Erzeugende 
des  Elementkegels  k  im  betrach« 
teten  Flächenelemente  (Fig.  1). 

Dip  Projektion  dieser  Kich» 
tun^o  n  auf  die  XYEheae  lauten 
folgend  erma  Ben: 
a)  Für 

h)  Für  L 
il)  (F,-hpF,)dx, 
+  (F,  +  «F,)i/y,-0. 

c)  Für  €^  erhalt  man  durch  Differentiation  von  (4)  nach  t  mit  Be- 
rfickaichtigmig  Ton  (Ö) 

(8)  p'W^  +  î'W^Â-O. 

d)  Far     wegen  (S) 

Anfierdem  haben  wir,  weil  die  Oleichnng  (1)  lange  dea  ganien  Streifens  gilt 
oder  nach  (5) 

(10)  (F,  -hpFJ«'  +        gFJ  jT  +  F^'  +  F,«'  -  0. 
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Wenn  niin     and  e|  ausMinnonfirilÌMi,  d.  h.  die  Gleich  tmg 

ffli,  so  muB  nach  (8),  (9) 

man.   Dieees  in  (10)  eingesetzt  liefert 

und  diese  leiste  Oleiehung  beeegt  nichts  «nderes,  aie  daß  . 

■lio  daB  die  Riehtongen     und  ^  anch  sommmen&lleD. 

Hierane  folgt  nnmittelhar  folgender  Sats: 

Faßt  in  emem  FUukettdemmt  eines  ^fementslmfen»  die  Bneu^ende 
der  obwiduifbaren  Fläche  dea  Streifens  easammen  mit  der  Ereeagendm  e^ 
des  EtemenSeegds  in  diesem  FiaekeaHemeinte,  so  fallen  au^  die  Tangente  ^ 
der  Kurve  des  Streifens  und  die  Tangente  ^  der  Elemeniplafikurve  im  he- 
trachteten  Flädtendemenk  muammen;  und  umgekekH. 


§2. 

'Mfmgf^che  Kurvtn  nennt  man  bekanntlich  solche  Kurven,  deren  Tan- 
genten in  jedem  Punk  Le  nii(  einer  der  Erzeugenden  des  ÜUementkegele 
in  diesem  Punkte  zusammenfallen. 

Als  Mong("-''f'f'  almirhelbare  Flächen  wollen 
wir  dementsprechend  solehe  abwickelbaren  Flachen 
bezeichnen,  deren  Erznigende  e  in  jeder  Tangen- 
tialebene mit  einer  der  Tangenten  der  Elo- 
mentplankuTTe  c,  in  dieser  £bene  zusammenfällt 
(Fig.  2). 

Ist  eine  beliebige  Fläche  im  Räume  vor- 
gelegt, so  bestimmt  in  jedem  Punkte  P  von  Z" 
der  Schnitt  des  Elementkegels  in  diesem  Punkte 
mit  der  Tangentialebene  der  Fläche  mindestens 
eine  (reelle  oder  uuagmäre)  Richtung  c^.  Diese 
sämtlichoa  Richtungen  können  in  einer  einfachen  Schar  von  Mongeechen 
Kurven  yi  vereinigt  werden,  welche  auf  der  Fläche  £  liegen. 

Ähnlich  kann  man  durch  dieeen  Ponkt  mindestens  eine  Tangente 
an  die  Ekmeii^[daiilnirTe  legen,  welche  in  der  Tangenttalebene  vda  £ 
in  Püegt 

pie  an  diem  Richtungen    konjugierten  Bichtongeii  ktoen  abermeb 


Hg.  t. 
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za  emer  Sohar  Ton  Eniren  Teninigt  werdm  Ist  £  selbst  kerne  ab- 
wickelbare Fliehe,  80  sind  die  abwickdbaien  ElScheii,  welche  die  Fliehe  £ 
finge  einer  Kurve     umhtlllen,  Hongeeehe  Fliehen. 

Es  sei  jetit  II  dne  Integrelfläohe  der  Gleichung  (1)  und  eine 
KiuTCy  welche  der  Schar  ron  Mongeseh«!  Eurren  auf  dieser  Fliehe  kon- 
jugiert ist.  Dann  fallan  fttr  den  Elementstreifeu  ISngs  y^  die  Richtongen 
<?,  und  zaBammen  und  infolge  des  oben  bewiesenen  Satzes  berührt  y^ 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  Elemenlplanknire  in  der  Tangentialebene  dieses 
Panktee. 

Mit  anderen  Worten:  Es  sind  (li<  T'irMungen  und  K  der  Erzeugenden 
des  Elementkegels  und  der  Tangente  der  Ekmcnfplayilurvc  in  jedem  FUkàen- 
dmenie  einer  Iniegralfiäthe  kcnjuffiertf  und  es  faüen  die  Kurvensi^iairen  y^ 
und  y,  mteammen. 

Man  nennt  bekanntlich  charakteristische  Streifen  der  Diffsrential- 
gleichong  (1)  Elementstreifanf  welche  eine  der  Mongeschen  Kuren  einer 
Int^ralfläche  enthalten. 

Wir  haben  also  folgende  Eigenschaft  der  charekteristischen  Streifen 
erkannt: 

Die  charakteristischen  Streifen  einer  Gkirhiauf  F(x,  v,  z-^  p,  q)  ^  0  sind 
Elementstreiffn,  welche  die  Eigensrhift  hahen,  zu  gleicher  Zeit  ans  einer 
Mongeschen  Kurie  und  einer  Mongesciien  tducicicelharm  Fläciie  zu  bestehen. 

V."^  müssen  also  für  diese  Streifen  weijpii  der  oVti^en  Definition  die 
Rictitungen  ^  mit  c^^  ^  mit  zasamuienfalien}  und  es  gelten  die  Glei- 
chungen 

oder  wegen  (10) 

(12)  [(F,+;,i.:)ir^+(F^+,^i;;)7^;](A  +  ^)  -0. 

Verschwindet  der  erpte  J^aktor  dieser  Gleiehnni:^  nicht,  so  muß  (A-f-Z^l^O 
sein,  und  wir  haben,  indem  wir  die  Gleichimg  {p)  noch  hinzuziehen, 

Diese.s  sind  aber  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Charakteristiken. 
Im  allgenieiaeu  Falle,  wo 

(F,+j>F,)  F,  -H  +  0. 

ist  also  der  bewiesene  Sata  hinreichend,  am  die  Chanktonatiksn  so 
definieren* 


t 
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§  S. 

Im  Falle  wo  dieser  Ausdruck  identisch  verschwindet,  gehört  die 
Differentialgleichimg  (1)  einem  nichtlinearon  Strahlenkomplex  an*j.  Die 
Eleraeutkegel  der  Differentialgleichung  fallen  mit  den  Elomentkegelu  des 
Komplexes  zusammen,  während  die  Elem^ntkurveu  der  Differentialglei- 
chung nichta  audere.s  als  die  ebenen  Komplexkurven  sind.  Kür  jrden 
Elementstreifen  welcher  eine  Mongesche  Kurve  enthält,  fallen  die  vier 
Richtungen  i^,  t.,,  (\ .  t'^  zusammen,  und  die  abwickelbare  Flache  eines 
solchen  Sin  ifVns,  \vr|(  hi»  hier  die  Kurve  des  Streifens  als  itückkehrkatite 
besitzt,  ist  na  nur  eine  Mongesche  abwickelbare  Fläche. 

Unsere  Überlegungen  reichen  nicht  mehr  aus,  um  die  Charakteristiken 
/u  J<  iluieren,  und  man  müßte  die  Gleiciiung  (A-f/tJ  —  ü  durch  einen 
(irenzübergang  gewinnen. 

§  4. 

Wir  haben  gesehw,  daß  für  jede  lutagnlfläehe  der  Differentialglei- 
diiiBg  (1)  die  zwei  ausgezeichneten  Richtungen  1^,6^  der  Tangente  der 
Elementplankiirve  und  der  Erzeugenden  des  Elementkegels  in  jedem 
Flächeuelemente  konjugiert  sind.  Man  kann  nach  der  Gesamtheit  der 
Flächen  fragen,  die  durch  diese  Eigenschaft  definiert  sind.  Durch  leichte 
Rechnungen  findet  man  dann,  daß  es  Integralflächen  einer  partiellen  Dif- 
ferantialgleiQhnng  sweiter  Ordnnjig  der  Form 

■ein  mUttOL  Ä,  S,  C  lind  Fonktionen  Ton  x,ff,M,p,q. 

Die  Qleiehiing  (1)  ist  ein  intennediiree  Litegnl  der  Gleiehnng  (14); 
und  die  diaiakleriftiechen  Streifen  Ton  (14)  entludten  abemuds  eine 
HongeMshe  Enr?e  nnd  eine  Hongesdhe  abwickelbtte  Fliehe  TOn  (1),  aber 
ee  btaadieii  keine  Elementttreifen  fon  (1)  su  sein. 

Kinimt  man  s.  B.  flUr  (1)  die  Gleidiung 

l+l»"  +  g"-0, 
so  findet  msn  als  Integralfladien  Ton  (14) 

a)  entweder  Bolohe^  filr  welche  die  Minimalkorren  Asymptotenkurren 
sind.   IHe  Kugel  ist  die  einzige  reelle  Fliehe  dieser  Ârt^ 

b)  oder  solche^  filr  welche  die  MimmaUmrren  koiQugierfc  sind.  Dteae 
Eigenschaft  führt  aber  auf  Minimalflichen. 

Ebenfalls  könnte  man  naeh  solchen  Fliehen  fingen,  welche  durch  die 
Eigensehaft  definiert  sind,  dafi  die  Richtungen  t^,    aufeinander  senkreeht 

*)  Lie-Schefferi,  Geometrie  der  BertthxuagttraiMfoniuitionen  p.  $40. 
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Mteù,  oder  zuwwnmenfiiHen.  Dìeaea  IQlut  aof  DìfferentialgleiGliaiigeiL 
entar  Ordnung 

0(x,  y,  z\  p,  q)  -=  0,       Y u:,  v,     p,  q)  —  0. 

Die  gemeiUrtumen  integralfliichon  dieser  Ui/i^^n  Gleiciiuugen  mit  der 
Gleichung  (1),  wenn  solche  existieren,  liefern  ^^nlrlip  Integralflächea  von 
(1),  für  welche  die  ('harakteristiken  A>>ymptoteakurven  oder  Krümmunga- 
]mien  smd,  daa  heißt  auf  Fragen,  die  von  Lie  behandelt  worden  sind. 

Göttingeil,  Febrnar  1904. 


Naehträgliche  Bemerkung  dei  Verfassers: 
Stett  Itlemenlikurre  wird  man  beaser  sagen  Elementplankarvew 


Digitized  by  Google 


T.  IiBfi'GnirA.  finii»  iatogiwioiM  dell»  eqnuionB  di  Hamilton-Jacobi.  383 


Sulla  mtegiazione  della  equazione  di  Hamilton-JaGobi 
per  sepaiazìone  di  Tambilì. 

Di 

T.  LxTi-CmTA  A  Padova. 

[Eâtratto  da  una  lettera  al  Sig.  Prüf.  P.  Stäckel,  a  Kiel.J 

In  queftì  gìoni  ho  arato  OGcaBÌoiie  di  rired^ra  lo  Suo  belle  rìeerebe*) 
enlhi  integnEione  della  eqoaitone  di  Hamflton-Jaoobi 

(a  "  ^»  Pi  "=      r'*ì^  costante  aarbittarìa^  per  aepaiasione  di  Tariabili. 

Ho  notato  che  si  possono  &cilmente  assegnare  (sotto  forma  esplicita 
di  equaüoai  a  derivate  parziali  rapporto  agli  argomenti  p  ed  x)  ìb  con- 
dinoni  necessarie  e  sufficienti,  eoi  dere  soddisAm  nn»  ff  affinchè  la 
eqoasione 

ammetta  uu  integrale  completo  della  t'orma 

{Wi  fonsione  della  sola  9^. 

Da  queste  condizioni  soatorisocmo  alcune  conasgocaue  di  ìndole  genende^ 
che  mi  sembrano  abbastsaia  interessantii  per  quanto  il  dedone  da  esse 
la  completa  risoluzione  del  problema  apparisca  ancora  laborioso,  e  non 
■fi  iia  nemmeno  —  oserei  affermare  —  grande  speranza  dt  trovare  tipi 
essoMÌaìmente  nuovi,  oltre  quelli  da  Lei  scoperti. 

Conumqne  penso  di  non  frrle  cosa  sgradita  comunicandole  quel 
poco,  che  io  ho  fatto  in  argomento,  e  come  ri  possa  tra  altro  ricavarne 
una  discussione  elegante  per  il  caso  di  due  variabili,  già  trattato  dal 


*)  HabmtationiMÌirift,  Halle  IMt;  od  anolw  Uatliou.  Annelsn,  Bd.  XUI, 
&  MS— 64». 
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Prol  Ifonra^  «  da  Lei**)  in  modo  esanrient^  ma  fono  non  altrettanto 
semplice. 

Eeoo  dnnque  le  mìe  OBBmanoni. 

1.  La  ipotesi  che  W  sia  della  fònna  equivale  a 

i 

(l)  ^-0  ) 

D'altra  parte,  derivando  la  equazione  H'^h  rispetto  ad  una  generica 
e  notando  che  H  dipende  da     direttamente^  e  pel  tramite  delle     si  ha 

e,  per  eonsegnensa,  avuto  riguardo  alle  (1), 

Ora,  nei  caei,  che  Teiamente  corrispondono  ad  una  eqoasione  di  Hamilton* 

Jacobi,  nessuna       può  essere  identicamente  nulla,  e  peciò  queste  equa- 

sioni  equivalgono  a 

Le  (Î)  e  (2)  definiscono  cosi  tutte  !»:•  derivate  delle  p.  Perchè  poi  eÖet- 
tivamente  esistano  delle  funzioni  p,  aventi  quelle  derivale  (e  allora,  in 
virtù  delle  (Is,  p'^iste  anche  la  W),  dovranno  essere  soddisfatte  le  con- 
disioni  di  inte^biiità,  le  quali,  come  tosto  apparisce,  si  riducono  a 


dH 
dXf 


-  0  (i^  j), 


dH 
dpt 

oesia,  sTiluppando  U  simbolo  operativo  55^  in  ^  +      ^  »  •  tenendo 

conto  delle  (2),  a 

*)  AtH  della  R.  Accad«mia  ai  Torino,  Toi.  XVI,  1881. 

Mathem.  Annalen,  Bd.  XXXV. 
•*•)  Si  intcMule  che  agli  indici  i,J,  e  così  a  quelli,  che  compariranno  in  cognito, 
li  devouo  althbuire  lutti  1  valoh  da  1  ad  n,  compatibili  colle  eventuali  reatrizioni, 
e8]plicit«mente  dichiarate. 
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dHdH   c*H      dHdH   d^H  _dHdH  à*H 
dpf  dpj  ièp/dXf     dpf  dx^  dXfdpj     dXf  dp^  dp^dx^ 

dXf     dPidPf  ^  \*<n' 


Essendo  definite  tutte  le  derivate  delle  p,  rimangono  arbitrari  al  più 
ì  loro  valori  iniziali.  Questi  valori  iniziali  debbono  effettivamente  restare 
arbitrari  tonando  si  tratti,  come  noi  suppoiuaiiKj,  tii  uu  integrale  completo  W 
della  equazione  di  Hamiltoii-Jacubi  iu  cui  —  non  lo  si  dimentichi  -  la. 
costante  h  del  secondo  membro  è  a  priori  arbitraria  e  deve  intendersi 
determinata  in  base  ai  valori  iniziali). 

Siccome  poi,  per  la  completa  arbitrarietà  dei  yalori  inìznli  deUe  jp, 
è  neeeiiario  e  basta  che  le  condizioni  di  integrabilità  (3)  aleno  soddia&tte 
idenUeammte,  rispetto  a  iatte  le  2n  lettere  p  ed  x,  pOMÌamo  sena'  altro 
concludale: 

La  equatiane  di  BavmUot^aet^lri 

(doTO  è  sottoixiteso  che  H  contiene  esplicitamente  tutte  le  p)  è  integrabile 
per  s^panuriem  di  variabili  aUora,  e  ailora  soUaniOf  ehe  la  fwuàtìne  earatteristiea 

H  soddisfa  alle  equaeiom  di  second  ordine  (8). 

2.  Supponiauiu  che  H  corribpumiu.  ad  un  j  ioblema  dmamicu  a  legami 
indipendenti  dal  tempo  e  sia,  colle  solite  uotai!,xum, 

1 

la  forza  viva  del  sistema,  Ü  il  potenziale  delle  forse  attire. 

Essendo  aS''*>  i  coefficienti  della  forma  ledinroca  a  T,  ove  si  ponga 

1 

avremo 

(6)  H^K--U\ 
inoltre,  come  è  ben  noto, 

(7)  < 


(8) 


dp,* 
èic_  _  dT 


nel  primo  membro  delle  (8)  risguardandosi  le  «  e  le  j^,  nel  secondo  le  w 
e  ì»  af  come  TarìabiU  ìndipendeotì. 

ux.  t6 
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Ciò  poito,  introducUmo  per  H  il  suo  valore  K-^Uim  primi  membri 
delle  (3),  e  notiamo  che  essi  con  ciò  eomiH^endono  una  parte  di  quarto 
grado  ndle     una  di  secondo,  e  una  di  grado  zero. 

Dacché  si  tratta  di  idoitìtà,  ì  coefficienti  di  questi  polinomi  derono 
tutti  annullarsi.  Limitandoci  per  ora  ad  esprimere  che  si  annullano 
separatamente  i  termini  di  diTorso  grado,  le  (3)  si  scindono  nei  tre  grappi: 


-0, 


^  '    dPi  dpf  dXfdXj    dPi  ^dPj  (  .i-j    cpf  dxjdpf  3«, 

BPi^Pj  \      dxj     dxj  dXf]*^  * 

Le  (I)  differiscono  dalle  (3)  soltanto  perchè  tì  compare  Jl  invece  di  H. 
Di  quà  la  proposizione: 

8e  tm  pr€Ììema  àinamieo  di  funtwne  earaUerisHea  H  ^  K  —  U  è 
miegrabile  per  separagùme  di  vam&tli,  ta  stessa  proprietà  empete  aUa 
equasicne        h,  che  ne  definisce  ìe  geodeHehe. 

Le  (II)  e  (III)  costituiscono  condisdoni  addisionali  (involgenti  ad  un 
tempo  la  IT  e  la  U),  sotto  cui  la  separazione  di  Tarìabìti  seguita  ad 
essere  possibile  anche  per  forze  non  nulle.  Le  (III)  in  particolare  risultano 
id^ticamente  soddis&tte  nei  casi  da  Lei  studiati. 

3.  L'osservazione,  testé  fatta,  mostra  che,  per  classificare  i  problemi 
dinamici,  che  comportano  separazione  di  variabili,  eonviene: 

l**  caratterizzare  quei  aifitemi  materiali^     se  ai  vuole,  quei 

m 

y  a^.dx  (ix  ,  per  cui  la  forma  K  verifica  le  (I). 

1 

2^  esaminare,  per  ciascuno  di  questi  sistemi,  quali  forze 
possono  essergb*  applicate,  a  norma  delle  (II),  (III).  Questa 
seconda  parte  rieseirebbe  certo  ^^vole,  quando  fosse  risoluta 
la  prima,  tanto  più  che  si  potrebbe  usufiruire  il  notevole  risultato, 
concernente  la  espressione  analitica  del  potenziale  U,  da  Lei 
stabilito*)  senza  alcuna  ipotesi  preventiva  sulla  natura  del 
sistema. 

Limitiamoci  dunque,  come  è  naturale,  al  caso  delle  geodetiche^ 
•)  HabiUtotionmchrifb,  S.  8;  Math.  Annalen,  Bd.  XUI,  8.  MS. 
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Le  condizioui  esplicite  nei  coefficieuti  ti''^'^  di  K  ai  avrebbero  dalle  (1), 
Hviluppandu  materialnieute  ed  eguagliando  a  zero  i  singoli  coefficieuti. 
Ma  ai  paò  indicare  un  criterio  atto  a  semplificare  i  calcoli. 

4.  FiaiUuoio  un  generico  ìndice  t  e  poniamo 

Badando  che  ^or  ò  che  a^''\  si  rede  ohe  le  Ji»  1  equazioni  (1) 

relatiTe  al  fiaeato  indice  i  (e  agU  n—lj  àrrttnì  da  t)  ai  possono  seriTOre 


dK  ^dK  c^K  dK  d*K 

^Pi  \op^  cx^^x^  cx^ 


CK 


cx-èp^j    ex.  *i 


0. 


d  K  dK 
Ora       à  nna  fonaa  omogenea  di  primo  grado  nelle  p,  %—  ^  a.  lo 

CP{  tfXf  ' 


dK 


sono  di  secondo.  O  l  una  o  l'altra  di  esse  deve  esaere  divisibile  per  k—  • 

Per  eqilieitare  le  condìaioni  di  dÌTÌsìbilità,  gioTa  immaginare  intro- 
dotte, al  posto  delle  p,  le  a^,  che,  a  norma  delle  (1),  sono  loro  combina- 

d  K 

zioni  lineari.   Si  ha  preeìsamente  ^  —  x^,  e,  per  le  (8), 


dXf 


ex* 


Ne  Tiene  che  le  condisionì  di  diritibilìtà  di  f  —  per  f  ^  sono 


(9) 


-0 


Esprimendo  anche  le  0^J  per  le      si  ha 


donde  come  condizioni  di  divisibilità  per  x^: 


,  da 

dx,  ' 


da. 
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Per  ogni  valore  di  /  sono  soddisfatte  le  (9),  ovvero  le  (10).  Queste 
ultime  danno  luogo  a  lor  Tolta  a  sottocapi  distinti  secondo  le  ipotesi,  che 
BÌ  fumo  sulle  ortogonalità  (suU*  annullarsi  o  meno  delle  yarìe  o^'<^). 

Tenendo  conto  delle  (9),  o  rispettivumeiit»'  delle  (  lOj,  per  tutti  i 

valori  di  a,  i  primi  membri  delle  (I)  risultano  di¥isibili  per  -^-^  ^ 

riducono  ooii  a  polinomi  di  seoondo  grado  nelle  (o>  se  ù  Toole^  nelle  x'). 
Esprimendo  cke  i  singoli  coeffidentì  si  annnUano,  si  h«^{ono  le  nltodori 
condizioni,  che  sono  di  aeoondo  ordine  nelle  a. 

Malgrado  queste  relative  semplificazioni^  se  non  si  trova  •  qnalebe 
artificio  sintetico,  bisognerebbe  passare  in  rassegna  tutte  le  erentualità 
a  priori  possibili,  supponendo,  per  un  certo  numero  di  valori  di  ^  soddis' 
fatte  le  (9),  %  per  i  rimanenti  valori,  le  (10),  coi  sottocasi  acc«uiatL 

Per  n»2  ù  va  in  fondo  bene,  come  era  &cilmente  prevedibile  dati 
i  precedenti.  Ma  già  pw  n  »  3  bisognerebbe  sobbarcarsi  ad  una  di- 
scussione minuta»  ohe  io  non  ho  cercato  di  approfondire. 

Per  »  qualunque,  QMotKfo  s»  finskiMÀiea  ü  eaaOf  ami  adämtkara  ti 
soUùeaso  (ne  ho  provato  qualcuno  a  tìtolo  di  esperimento),  i  calcoli  sono 
semplici;  ma  debbo  pur  aggiungo^  che  in  questi  eaporimentì  io  non  ho 
incontrato  alcun  tipo  veramente  interessante. 

5.  Come  esempio  prenderò  il  caso,  in  cui  tuUe  le  ^  sono  divisibili 

per  le  corrispondenti 

Introducendo  le  a^y^^  (^in^boli  di  Christo&l  di  prima  specie)  defi* 
aite  da 


V«*-*  l/^^j  v**;â 


risulta  subito  dalle  (9) 


In&tti,  se  nessuno  dei  due  ìndici  i  eà  j  h  eguale  ad  r,  ai  annullano 
tutti  i  termini  del  secondo  membro  delle  (11);  se  invece  è  per  es.  j  =-r. 


e  quindi  i  ^  r,  allora        si  elide  con        e  reeta  -g^,  che  è  zero  in 

virtù  deUe  (9).  ' 

Come  le  (9')  sono  con<3eguenza  delle  (9),  cosà  reciprocamente  k»  sono 
le  (9)  delle  (9  ).   Si  ha  inlatti  per  identità 
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da 

quindi  le  (9  )  d^ao        —  0,  ogniqualvolta  sia  »  diverso  così  da  r  che 

Ricordando  ancoia  che  i  simboli  di  Chxistoffel  di  seconda  s{»ede  sono 
definiti  da 

1 

si  vede  che  le  (9')  sotto  nuova  forma  equivalente  possono  essere  scritte 

Ciò  premesBo,  oMernamo  che  i  rapporti 

dK  /ÓK      .  ,        cT  ^  . 
A—  \  "5   »   Cloe       rs  • 

si  rìdneono,  in  virtù  delle  (9),  a 

Siccome,  sempre  per  le  (9),  è  ,  =  0  per  r  ^  i,  cosi  queste  esprM- 
sioni  si  possono  anche  presentare  sotto  la  forma 

ossia,  per  le  (11), 

w 

1 

Riponendo  per  le  x  i  loro  valori  (7),  e  avendo  riguardo  alle  (12),  si 
ha  infine 

Le  (2)  sono  nel  caso  presente  {R^K) 

"     dK  ' 

e  ooiì  il  àstema»  che  de?e  eswre  completo,  consta  deUe 

(1)  51;- 0  <*^i>' 
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e  dell» 

Giunti  a  questo  punto,  non  è  il  caso  di  ricorrere  alle  formule  gene- 
rali (I).    Le  condizioni  da  associare  alle  (9)  sono  dbiaraineute 

che,  sviluppate,  a  norma  delle  (1),  (13),  divengono 

^  dovendo  stare  identicamente,  porgono 

Si  tratta  ormai  di  individuare  la  K  o,  oid  che  è  lo  steflio^  il  coni- 
spondente  ds^,  a  mezzo  deUe  (9")  e  (14). 

L'integrazione  di  queste  equazioni  si  può  effattuare  wnu  calcoli  in 
base  a  noti  principi  di  geometria  differenziale. 

In  piìmo  Inogo,  per  definizione  dei  eimboli  di  Riemann,  ai  ha 

-4(V) +211VjlVì  -  ivir.')]- 

Dietingoiamo  i  quattro  casi: 

b)  r-«§j; 

c)  r-j^»ì 

d)  r  - 1  -i. 

Ogni  simbolo  o.r»,ii  rientra  manifestamente  in  una  delle  quattro  cate- 
gorie.  Quelli  della  eatégoria  a)  sono  nulli,  in  virtù  delle  (9^. 

•Per  la  b),  si  ha  ['  /  }  =-  0,  =  0,  nonché  \^ ^\  =0  ^» 

dalie  (9")  stesse.   Rimane  quindi 

che  ë  zero  in  virtft  delle  (14). 

Nello  stesso  modo  si  riconosce  Tannullarsi  dei  simboli  della  cate> 
goria  e).   Quelli  della  d)  sono  poi  identicamente  nulli. 
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Si  hft  dunque 

(H')  -  0, 

per  tutti  i  valori  dei  quattro  indici  r,  s, 

Reciprocamente  —  importa  rilevarlo  —  dalle  (H*),  tenendo  conto 
delle  (9"),  si  ripassa  alle  (14). 

In  definitiva  dutique  possiatno  risguardare  come  equazioni  di  condizione 
per  ti  nostro  ds*  le 

Le  prime  ci  dicono  che  si  fratta  di  una  varietà  euclidea. 

Restane  (Ib  caratterizzare  le  superfìcie  coordinate      =  cost. 

f^i  raiTgiunfTp  lo  scopo  nel  modo  mi'jliore,  cercando  le  espressioni 
delle  coordinate  cartesiane  ♦/  in  fnnzK  ne  delle  x. 

Le  coordinate  cartesiane  debbono  in  ogni  caso  (considerate  cx^me 
funzioni  di  coordinate  qualisivogliono  x)  soddisfare  alle  equazioni  di 
Ricci*) 

ossiay  sostituendo  alle  derivate  covarianti       le  loro  espressioni  effettive,  alle 


Nel  OMO  presente,  valendo  le  (9"),  ee  ne  trae  in  partìeolare 

le  quali  si  integrano  a  vista,  porgendo 


(W)  »r-^,^«''«, 

1 

dove  le  Xl'\x^  sono  funzioni  arbitrarie  dell'  indicato  argomento,  vincolate 
Boltanto  dalla  restrizione  che  sia  diverso  da  zero  il  determinante  delle 
loro  derivate  prime  (restrizione  necessaria  perchè  le  iX^"^  definiscano  ima 
trasformazione  non  degenero  fra  le  y  e  le  x). 

Questi  valori  (  IG'ì  d'elle  y  verificano  effettivamente  tutte  le  condizioni 
richieste,  perchè,  portati  nel 

1 


*)  „Lezioai  suUa  teoria  delle  superficie",  Padova  18ÜÖ,  pre«BO  Drucker;  Cap.  V. 
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danno  lu<^  ad  una  eapressìone  del  ds^  stesso  in  TBiìabìli  x,  soddisfiwonte 

•He  (14-)  e  fì)"). 

Per  le  (14")  (che  CBratterìasano  la  trasformabilità  al  tipo  euclideo 

n 

^^r^^ri*  la  cosa  e  evidente.    Per  le  (9"),  ciò  rìeults  dal  confronto 
1 

deUe  (16)  coUe  (16). 

Osservando  le  (16'),  siamo  adesso  in  grado  di  caratteriszare  assai 
semplicemente  2e  variée  <«  costy  diooido  che  «mio  ipersuperficie  (per 
I»  ^  2,  S|  corre  o  rìspettìTamenw  superficie)  di  inukuncne. 

6.  DiaatssUm  eompUia  per  m  —  2.  I  casi  da  distingaere  sono: 
1**  I  dae  rapporti 

dK  èK 

Tk  ' 

sono  entrambi  interi  (rispetto  alle  j),  si  intende). 
2*^  Uno  solo  di  essi  è  intero. 
E*  Nessuno  (lei  due  è  intero, 
l**  caso.    Per  quanto  se  visto  in  generale,  questo  caso  corrisponde 
A  ds*  piani,  riferiti  a  linee  di  traslazione.    Con  opportuna  scelta  dei 
parametri  delle  linee  coordinate,  si  ha  subito  il  Suo  terzo  tipo*) 

-  dx^*  +  2  co8(J[j  -(-  Xt)dXidx,  +  dx^*, 

dove      è  fonzione  arbitraria  ^  x^,      ài  x^, 
2^  eaao.  Sia 

CK 

W  '-Ir 

û  rapporto  intero,  dorendosi  qui  naturalmente  escludere  che  lo  sia  anche 
Le  (I)  constano  di  una  sola  eqnaaione,  che  possiamo  sctÌTere,  dÌTÌ> 


dKdt     dKdt  _  Q 


Di  quà  apparisce  che  il  prodotto  ^  diyisibile  per  Non 


lo  è  il  primo  Mors,  lo  sarà  dunque      •  Ma,  essendo  t  fàmione 
*)  Math.  Ana.,  Bd.  XZXY,  B.  94. 
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delle  p,  i—  dipende  dalle  sole  x  e  può  perciò  essere  divisibile  per  la 
funsione  lineve  lolo  a  patto  di  annnUani  identìcMnenie.  dotò  la 
praeedente  eqnaxion«  ii  soiade  neUe  dne 

e  la  r  si  riduce  quindi  al  prodotto  di  per  una  iuazioae  della  sola  x^. 
Deugnandola^  come  è  sempre  permesao,  con  -^^^  t  ^  ponendo 

(18)  X,ft, 

si  può  evidentemente  attribuire  a  t  la  espressione 

II 

con  che  la  (17)  eesnme  la  foima 

^^^^  I5ä^-|^^"^- 

Sieeome  f  h,  b1  pari  di  t,  indipendente  da  e  da  p^^,  il  primo  membro 
della  (17')  si  può  considerare  come  la  parentesi  di  Poisson  (K,f).  L'annul- 
larsi di  tale  parentesi  esprìme,  come  EUa  mi  insegna,  che  le  geodetiche 
di  K  ammettono  l'integrale 

f  —  cost. 

l'esistenza  di  nn  integrale  lineare,  anzi  della  forma  X^p^    cost,  per  le 
linee  geodetiche  permette  di  asserire  che  la  varietà  Cùrrispondaû»  è  appli- 
cabtU  aùpta  «na  superficie  di  nwAvuiticnej  di  cui  ìe  Unee  eoordinaie    *  eost 
rappremUano  i  paraUdi. 
t  fl  Stto  tipo  (il"). 

casa.  Yslgono  le  (10)  del  No.  4  per  »  1, 2.  Non  essendovi  più 
di  dne  indici  distinti,  mancano  i  due  primi  grappi»  c  il  terzo,  in  cai  si 
pong»  snccessiTamente  t  »  1,  j    2;  i  »  2,  j  ~  1,  dà 


(19) 


Se  le  coordinate  sono  ortogonali,  Ci,,  e  quindi  a^'*^,  si  annullano,  e  le  (19) 
rimangono  identicamente  soddisfatte. 

Si  ha  allora,  scrivendo  e*  per  a"'\      per  a^**^, 
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con  che 

-0, 


dpt  è  Pi 

ed  espiiciiando  ìa  conformità  la  (I), 


(20) 

Dalle  (20)  segae  in  particolare 

-  ^  _  0 

che,  integrata,  porge 

designandosi  al  solito  con  X^,  X,  funzioni  arbitrarie  degli  argomenti 
x^,x^  rispettivameiite. 
Posto 

-  log  A  —  a  -  X,  -  — 

le  (20)  li  riducono  a 

e  si  ha  per  K  la  espressione 

oTTiaoMinte  riducibile  a 

2    (7— F' 

dore      è  funzione  soltanto  di  or^,  Fdi  jr,. 

Il      corri^MmdeHie  Aa  la  forma  di  Liùuvâle 

((7-F)(rfaî  +  djî). 
8i  noti  che,  dati  i  criteri  segniti  nella  nostra  classificasione^  Ue  V  deb- 
bono ritenersi  effettÌTe  fimiioni  di      je^.  Qualora  ìn&tti  V  nna  o  T  altra 

dì  esse  si  riducesse  ad  una  costante,       o  ^-  risulterebbero  divisibili  per 

^  rispettivamente  e  si  ricadrebbe  in  uno  dei  due  cesi  precedenti 
Mche  in  questi  del  resto,  come  già  h  osserr^to  dal  Prof.  Morera  e  da 
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Lei,  Ü  ils*  è  riducibUe  aOa  forma  di  Lionvìlle:  aolo  ehe  una  delle  due 
fUnnoni  U,V  (2*         ^        *       0^  caao)  ràraltaiio  eoetanti 

Con  ciò  tomo  eeanrìtì  i  tipi  da  Lei  ennmeratii  ed  elfottÌTaniente  non 
ne  enste  alenn  altro.  Sesta  perà  da  oompletara  la  diacuwionei  perchè 
non  è  priori  evidente  che  le  linee  coordinate  debfaeiio  eeeere  ortogonali. 

Proviamoci  dunque  a  supporre  Ou  ^  0  e  mostriamo  che  non  è  alloia 
possibile  ottemperar^  a  tutte  le  Tolnte  condizioni. 

In  primo  luogo  le  (19),  sostituendovi  gli  elementi  rectpioci  af^^\ 

a<'*,  coi  loro  valori  —  ~,  («  =  ^i%s  ~^ìt)f  •  tenendo 
presento  che  a^^  non  si  annulla^  possono  essere  scritte 

donde  eoi  solito  significato  di  Xg,  X^, 

Si  avrebbe  dunque  un  f/.s"  della  forma 


dx]  2^        da;,    dx^    ^  dxj 


Of  più  semplicemente,  scambiando  a^,  in  fyx^dx^,  Jyx^dx^  (nel 
campo  realo,  X^,       non  possono  annnllarsi  e  quindi  la  trasformasione 

è  certamente  lecita)  e  schTendo  y  per  ai^YX^X^, 

4ls*  -  p       +  SXàxidx^  +  c2^}  • 

Ne  viene 

con  che  K  dipende  dalle  vaiìabOi  x^,  x,  solo  pel  tramite  dell'  argomento  X 
e  per  conseguenza 

d*K       dX  ^_,c*KH^  ci^ 

Le  derivate  prime  di  il  non  possono  annullarsi  identicamenie,  poidiè  in 

tal  caso  risalterebbero  nulle  ^e  quindi  divisibili  per  le  corrispondenti 
dK     è^  ' 

Ciò  posto,  immaginiamo  dì  sostituire,  nella  equasione  fondamentale 

cJKdK   d*K  èKÒK   dK'cK   d*K       ÒKdK  d*K 

èp^  dxiàx^  èx^  rx,^jj,      ^x^  dp^  dpidx^      dx^  dx^  ^Pi^p,  * 
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i  valori  teste  scritti  di  ^— ,  ,  isolando  nel  primo  membro  il 

termine 

dKdKd^K  d\  ZI 

Tutti  gli  altri  termini  contengono  il  fattore       ,  che  si  può  raccogliere, 

atiarìbuendo  così  alla  precedente  equazione  (la  quale  deve  soiiistere  iden- 
ticamente rispetto  alle  p  e  alle  x)  la  forma 

dpt  «A  di*  dxx  ^«i  *  91  ' 

con  Q  espreerione  quadratica  nelle  p. 

Una  tale  identità  implica  in  particolare  che  il  secondo  membro  sia 

dÌTÌ8Ìbile  per  Neesnno  di  questi  due  fattori  divide  ^  ^poiché 

dovrebbe  allora  difidere  anche        ^— j*   Sarà  dunque  Q  divisibile  per 
2  '  e  SI  potrà  ncavame: 

(21)  K     ?  -  f  ^  =^    f  •  fiiiudone  delle  sole  «. 

Ora 

0BBil^  posto 


quindi 

e  il  determinante 


dA  dB 
dl  dl 

non  è  identicamente  zero,  perchè  in  questa  ipotesi  il  rapporto  X{p—2) 
doTxebbe  risultare  indipendente  da  Xj  ciò,  che  non  è. 

~?~x  ^  PJ^"  ^^^^  pertanto  due  forme  lineari  indipendenti  negli  argo- 
menti i>]  +  Pi  ihPì- 

Supponiamo  fissati  dei  valori  di  e  quindi  di  A  coli  unica  restri- 
zione che 

Ä      jB  I  ^,  ^, 

\  ci  (\ 

dA  dBr^~^ct.<^> 
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e  rinumga  isolare  k  fonzioiie  delle  x,  che  eomparo  nel  eecondo  memìito 
della  (21). 

Si  paò  alloFBy  e  in  infiniti  modi,  atfarìbnìre  agli  argomenti  f^-^fi,  PtPt, 

cioè  in  definitiva  alle      valori  per  cui         e  con  essa  il  secondo  membro 

della  (21),  si  annullano,  mentre  non  si  annoila  -^^t»  ^  nemmeno  quindi 
il  prodotto  v^^  .i    -    .   ,  che  eostitoiwìe  Ü  primo  membro  della  (21)  stessa. 

Ma  questa  equazione  dovrebbe  essere  soddiisfatta  per  qualunque  scelta 
dei  viilori  iiii'/iuli. 

La  ipotesi  a^i  ^  0  è  dunque  da  escludere,  come  dovevasi  dimostrare. 

Padora,  3  Febbraio  1904. 
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Über  die  KoUineationen,  die- auf  zwei  windschiefan  Geiadeii 
TOrgeschnebene  Pnnktpiojektivitftteii  erzeugen. 

Yon 

Euam  Ubtsb  in  Ohulottaibiiig. 

Die  KoUineationen,  die  im  folgenden  untersucht  werden,  sind  solche, 
die  vier  getrennte^  nicht  in  eiaer  Ebene  liegende  Punkte  de»  Kaunies  nn- 
grändert  lassen.  Ausgeschlossen  werden  also  KoUineationen,  fìLr  die  zwei 
oder  mehr  von  dieam  Eclqf^unkten  des  Haupttetraeders  sasammenfallen. 
Im  übrigen  kann  das  eine  oder  können  beidt-  Paare  konjugiert- im agin&r 
sein,  da  auch  dann  mindestens  zwei  reelle  Verbindungsgraden  der  Punkte 
—  wir  nennen  sie  g  und  g  —,  die  durch  die  KoUineation  ongeändert 
gelassen  werden,  vorhanden  sind. 

§  1  handelt  von  der  Darstellung  derartiger  Kollineationen  als  Folge 
(„Produkt")  von  zwei  solchen,  die  je  eine  von  den  CJeradeii  7  und  9  Punkt 
für  J'unkt  in  sich  überführen,  und  von  besonderen  Fällen  dieser  letzt- 
genannten Kollineationen  1  Perspektiven  Kollineationen  und  „projekti\en 
Drehungen'*).  Daran  schließt  sich  in  §  "2  die  Darstellung  der  Kollinea- 
tionen als  Folge  zweier  Korrelationen,  insbesondere  solcher,  die  involu- 
tori^ch  shhI,  und  die  Erörterung  der  Frage,  wann  Nullkorrelationen  unter 
diesen  vorkommen  können.  In  Zusanmienhang  hiermit  steht  die  Aufgabe, 
ein  Polar-  oder  Nuiisystem  durch  koiimeare  Umformungen  in  ein  beliebiges 
andere  überzuführen,  die  in  §  3  ihre  Erledigung  findet.  In  §  4  schließ 
lieh  wird  die  Beziehung  dieser  Kollineationen  zum  tetraedralen  Komplex 
erörtert,  insbesondere  untersucht,  durch  wieviele  der  in  der  Überschrift 
genannten  Kollineationen  ein  solcher  Komplex,  der  die  Geraden  zu  Gegen- 
kauten seines  Tetraeders  hat,  erzeugt  werden  kann. 

Die  Hinweise  auf  andere  Arbeiten,  die  zu  dem  Gegenstand  in  Be 
Ziehung  stehen,  finden  sieh  au  den  betr.  Stellen  ;  ich  hoffe,  daß  mir  dabei 
nichts  Wesentliches  entgangen  ist 
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§  1. 

Et  gibt  op*  KoUmeaiionen,  die  dieadbe»  Oeradm  g  und  g  fu  sieh  Iroji«' 
fofimeren  und  auf  g  und  g  diesdfm  JhrqjMvUiUen  ertmtgen.  Bezeichnet 
man  nSmlich  mit-  AÄ^,  BB^  und  ^%x^  80|  je  iwei  Paare  sugeordneter 
Punkte  auf  g  bes.  g,  nimmt  irgend  einen  Punkt  P  beliebig^  jedoch  so, 
daß  er  nicht  auf  einer  der  Seitenflächen  des  Tetraeders  AB%^0  Ueg^ 
1^  durch  ihn  die  Oerade,  die  g  und  g  in  C  besw.  (£  schneidet^  wlUilt  P| 
auf  der  Yerbindungalime  QQi^  der  0  bezw.  6  sugeordneten  Punkte  be- 
liebig, so  ist  die  EoUineation  eindeutig  und  in  der  geforderten  Weise 
dadurch  bestimmt,  daft  man  d«i  Punkten  AB%lb'P  besw.  A^B^%^^F^ 
als  ent^rechende  auordnei  Denn,  da  hierdurch  auch  den  Punkten  C 
nnd  (Î  bezw.  und  (S|  zugeordnet  werden,  so  transformiert  die  Kolli- 
neation  die  Punktreihen  g  und  g  in  die  tu  ihnen  projektiTen.  Und  da 
man  P|  einfudi  unendlich  viele  Lagen  zuweisen  kann,  so  gibt  es  in  der 
Tat  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  derartiger  Kollineationen. 

Jede  solche  Koüineation  läßt  skh  nun  zerlegen  in  eine  solche  K,,  die 
die  Punkireihe  g  Tunkt  für  Funkt  in  sich  nnd  die  JPunktreihe  g  in  die  vor- 
geschriehene  grejektive  Reihe  üherf  iHirty  und  in  eine  zweite  ,  die  g  Funkt  für 
Pimli  in  tich  und  y  in  die  auf  ihr  liegende  prajektive  Reihe  verwandeltj 
und  zwar  ist  diese  Zerlegung  auf  einfach  unendlidi  mannigfache  Weise 
möglich.  Die  soeben  behandelte  Kollineation  z.  B.  läßt  sich  in  eine  Kolli- 
neatiou  Kj  ztrlogen,  die  F  auf  C(£  in  irgend  einen  Punkt  Q  auf  C(^^ 
überführt,  und  in  eine  solche  K^,  die  Q  in  I\  auf  C,  transfonuiert. 
Jeder  der  einfach  uueudlich  vielen  Koilmeationen  Kj  wird  dadurch  eine 
einzige  Kollineation  K,  zugeordnet.  —  Da  die»e  besonderen  Fälle  aus 
dem  allgemeinen  sah  ergeben,  wenn  man  als  die  vorgeschri^-hf^ne  Frojek- 
tivität  auf  //  bezw.  g  die  identische  annimmt,  so  gibt  es  auch  von  jeder 
dieser  Arten  eine  einfach  un-  iidlu  h  grcißp  Mannitffultigkeit. 

Betrachten  wir  Usotuit/t  Fuilv  dn  srr  KoiltneatwneH  K^,  die  die  eine 
Gerade  g  Funkt  für  Fiinkt  in  sich  iiberf  niiren. 

a)  Hat  die  auf  g  U.-tfli'-ntit'  Frojektivität  reelk  Doppclputücte  5)  und 
so  gibt  es  unter  den  oo'  Koilmcalionen  alinual  zwei  und  nur  zu  ci,  die  per- 
spektiv  sind.  Man  erhält  sie,  wenn  man  7*  so  wählt,  daß  ]*]\  durch 
einen  Doppelpunkt,  etwa  2),  geht.  Dann  ist  juiUilieh  FF^  sich  selbst 
zugeordnet,  nnd  die  in  der  durch  X  und  g  gelegten  Ebene  zusanmuti- 
fallenden  kolliiiearen  Felder  haben  alle  Elemente  entsprechend  gemein, 
da  üiu  zwei  beliebige  Punkte  auf  g,  1)'  und  den  Schnittpunkt  mit  FF^ 
gemeinsam  haben.    Die  Ebene  ist  also  die  Ebene  der  Perspek- 

tivität  (Homologie)  imd  ^  ihr  Zentrum,  da  in  dem  Bündel  ^  die  vier 
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Stndileii,  die  nach  jenen  Tier  Punkten  gehen^ — und  damit  alle  Elemente 
sidi  selbst  entsprechen. 

Mehr  als  diese  zwei  po^pektiven  Kollineationen  gibt  es  aber  in  der 
einfacht  n  Manni^altigkeit  niebt,  da^  wenn  eine  solche  Torliegti  die  Ge- 
rade PPj  sich  selbst  entsprechen  inufi,  wae  aber  eben  nnr  möglich  ia^ 
wenn  PP,  durch  2)  oder  Î)'  geht. 

b)  Hat  die  PrqjMviiiU  imaginäre  DopfMmetàe^  so  gibt  es  wUer  den 
oo*  KoUineationm  immer  zwei  und  nur  zwei  ausgezeichnete  von  der  Art^ 
die  man  als  ,,projMve  Drehungen''  bezeichnet  hat*)  Man  erhält  sie,  wenn 
man  als  auf  CS,  oinen  der  beiden  Punkte  wählt,  in  ileiieii  den- 
jenigen eindemtig  bestimmten  Kegelschnitt  $t*  echneidet^  der  durch  P  geht 
und  die  von  C  nach  den  Doppelpunkten  von  9  gezogenen  Geiaden  in 
diesen  Doppelpunkten  berührt.  schneidet  in  diesem  Falle  'k^  stets 

in  reellen  Punkten,  weil  C  zu  denjenigen  Punkten  gehört,  von  denen  ans 
reelle  Tangenten  au  nicht  gezogen  werden  können.  Unsere  EoUineation 
fährt  dann  i|-  in  sich  über. 

Dit'selbe  Kollineation  K  führt  aber  auch  jeden  andern  Kegelschnitt, 
der  einen  Punkt  von  g  und  die  Gerade  g  als  Pol  und  Polare  hat  und 
durch  die  Doppelpunkte  von  9  geht,  in  sich  über.  Denn  es  liege  dieser 
Kegelschnitt  ftj-,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  in  derselben  Ebene 
wie  ii^,  es  sei  also  auch  für  ihn  C  der  Pol  von  g.  Ist  dann  P'  ein 
Punkt  von  und  sind  die  Schnittpunkte  von  P  C  mit  Q  und  R, 
denen  durch  die  Kollineation  die  Punkte  und  Ì2,  zugeordnet  seien,  so 
mub  iür  Pj'  als  dtu  dem  P'  in  der  Kollineation  zugeordneten  Punkt  die 
Beziehung  P'Q(  R7\  P.'Q^CB^  gelten.  Daraus  folgt  aber,**)  daß  P,' 
mit  P'  auf  eiiitui  iii-  in  deu  Sclmittpunkten  mit  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt,  d.  h.  auf  liegen  muß.***)  Liegt  aber,  wie  wir  weiter  an- 
nehmen, P'  nicht  in  der  Ebene  von  Ä-,  sondern  etwa  in  der  Ebene  [C^q), 
wo  Cj  ein  von  C  verschiedener  Punkt  von  7  sei,  so  projizieren  wir  das 
ebene  Feld  (Cg)  von  einem  dritten  Punkt  von  </,  C'g,  als  Zentrum  auf 
die  Ebene  (C^g).  Da  nun  sowohl  wie  die  Ebene  (C^g)  in  der  Kolli 
neation  sich  aelbit  entspricht,  so  geht  jeder  Punkt  des  Feldes  (Cg)  und 
der  ihm  in  der  EdUneaticm  K  entsprechende  —  durch  jene  Projektion 
TOn  ana  —  in  dem  Felde  (C\g)  wieder  in  einen  Punkt  und  aeineii 
entiprechenden  Uber,  C  wird  in.  (\  und  ^der  Punkt  Ton  9  in  eich  projiziert 
Und  da  das  Bfischel  der  sich  in  dim  Doppelpunkten  der  projektÎTea 

*)  Im  Falle  reeller  Doppel  clemente  gibt  en  diese  Drehungen  nur,  wenn  das  kon- 
stante DoppelvtthältniSi  das  zwei  «Dtfipxecbeode  Funkte  mit  den  Doppelpnnkt«n  bilden, 
positiv  ist. 

•*)  Steiner-Schxöter-Sturm,  Vorlee.  über  synthet.  Geom.  H.  Teil,  3.  Aufl.  S.  385  f. 
n  7gl-  di.  Ztnhi.  Bd.  17,  S.  60S. 
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Pimktmhen  tob  g  doppelt  berfilnendeii  Kegebchnitte  in  der  Ebene  (Cfl) 
in  ein  ebensoldiee  Bfischel  nach  (C^g)  projiziert  wird,  mit  dem  Unter- 
Bchiede^  daß  für  jeden  Kegeladuutt  dee  neuen  Bflsehele  Cj  der  Poi  von  g 
iaif  so  wird  aneli  ein  jeder  Kegelecbnitt  dieaee  Bfischeb  in  der  Ebene  (C|g) 
durch  die  KoUineation  in  sich  übergeführt. 

Nimmt  man  9  unendlich  fem  an  und  als  Doppelpunkte  ihrer  Projek- 
tivitüt  die  auf  ihr  li^^nden  koiyugiert-imaginaren  Kreispmikte^  so  geht 
die  KoUineation  fiber  in  eine  gewöhnliche  Linke-  oder  Ileditsdrehung 
um  g  als  Achse. 

c)  Ist  die  FrojekÜvüiU  auf  g  imolutorisók  mU  rrdlen  Boppclpunktm 
2)  und  jD',  so  werden  aus  den  unter  a)  erwäJinten  perspekl  'm  n  Koilineatimen 
ßenirische  Involutionen  mit  Î)  betv.  2)'  als  Zentrum  und  ^'g  beew.  'Sig  cUs 
Ebene  der  Involution.  Denn  daa  konstante  Doppelverhältnis,  nach  welchem 
die  Verbindungsstrecke  zweier  entsprechender  Punkte  durch  das  Zentrum 
und  die  Ebene  der  Perspektivitat  geteilt  wird,  hat  hier  den  Wert  —  1, 
wie  man  an  den  Punkten  von  g  erkennt. 

lüt  die  Prqjektivüäi  von  g  invohttorisch  mit  inuKjinärrn  DnppeU 
pimkten,  so  ncrdeu  die  unter  b)  erwäiitUen  zum  projektiven  Dirhumifn 
planar-quati-rniir -  zijklische  Kollinealionen.*)  Wir  erhalten  sie,  wemi  wir 
P,  so  wHhlt'u,  daß  PPj  die  Gei*ade  g  in  einem  der  Punkte  desjenigen 
einzigen  Paares  îôiôi  trifft,  das  zu  harmonisch  liegt.  Die  KoUinea- 
tion führt  nämlich  dann  Tiach  I\,  den  Schnittpunkt  von  und  PjSS,, 
P,  nach  P3,  den  Schnittpunkt  von  OSj  und  PjS?,  über.  P^  wird  dann 
aber  wieder  in  P  transformiert,  weil  der  Schnittpunkt  X  voti  PJ^„  umi 
PjPj  95,  sein  muß.  Denn  wegen  der  harmonischen  Eigensciiatten  des 
vollständigen  Vierecks  mit  den  Ecken  XPgSÖP,  müßte  C((S6,X93)  ein 
harmonisches  Büschel  sein.  Da  aber  Tt  53j  j  gleichfalls  ein  solches 
ist,  niuii  ex  uml  C'23,,  also  auch  X  und  3^,  /.usammenfallen. 

Mehr  als  diese  zwei  planar-quaternär  zyklischen  kann  es  aber  unter 
unsem  KoUineationen  wieder  nicht  geben.  Denn  ist  I*I\i\l\  ein 
zyklisches  Punktquadrupel,  so  müssen  PjP  und  PgP,  sich  in  demselben 
Punkte  von  g  treffen  und  wegen  der  Eigensdiaften  des  vollständigen 
Yiereckfl  J^P^F^P^  sind  ^^^W^^  hannoniech. 

Daß  aber  diese  beiden  KoUineationen  m  jenen  projektiven  Drehungen 
gehören,*^)  laßt  sich  leicht  folgenderm^aßen  zeigen.  Jeder  dem  Vimnedc 
PPji'jPi  umbeschriebene  Kegelechnitt  bat  das  Dreieck  (M^Sb  nun 
Polardreieck.   Nimmt  man  nun  aus  dem  Bfischel  dieser  Ke^^el schnitte 

*i  Vgl   Parapnch .  Ü"ber  «loppelinvolukirische  Systeme  im  Ttannio.    Diss.  Straß- 
barg  8.  11.    Heye,  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  Ii,  8.  100.    Ii.  Kraase,  Über 

cyklische  KoUineationen,  Progr.  Stadtgymn.  Stettin  1H97,  S.  9. 
**)  Pmpuoh  a.  a.  0.  S.  6. 
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denjenigen^  für  den  QkP,  Tangente  in  Pj  ist^  so  isty  da  der  Pol  Ton  CP] 
auf  g  liegen  mufi,  (£  dieser  Pol,  ein  Paar  der  dureh  den  Eegelsehnitt 
auf  g  bestimmten  Involntion  konjugierter  Pnnkte^  nnd  da  diese  luTolution 
mit  der  nrsprflngUeh  auf  g  gegebenen  zwei  Punktepaare  gemeinsam  bat» 
so  ist  sie  mit  ihr  identisch.  Unser  Kegelsdmitt  ist  also  einer  von  jenen, 
die  sidi  in  àm  Doppelpunkten  von  g  doppelt  berflbren,  und  wird  dnreb 
die  Eollineation  in  sich  fibergefOhrt. 

e)  M  sddießlieJi  dk  PrcjtkHmtM  auf  g  die  identische,  so  erhält  man 
ein»  sogenannte  icimischiefe  Ptrsjwktivc.  Die  Verbindungslinie  irgend  eines 
Paares  entspreclit  iidcr  Punkte  schneidet  g  und  g,  und  ein  solches  Paar 
bildet  mit  dem  Paar  der  Sclinittpunkte  ein  konstantes  Doppelverhältnis. 
Denn  nimmt  man  von  den  g  und  g  schneidenden  Geraden  drei  zuciiuinder 
windschiefe  als  Leitlinien,  so  bestimmen  sie  eine  Ilegelschar,  durch  deren 
Gera<len  die  Schar  der  Leitlinien  in  projektiven  Punktreihen  geschnitten 
wird.  Da  die  Linien  der  Regelschar  zu  je  zweien  durch  die  Kollineation 
einander  angeordnet  sind,  so  folgt  damus,  daß  das  DoppelTerhältnis,  das 
irgend  zwei  in  der  Kollineation  entôprechende  Punkt«  eines  dieser  Leit- 
strahlen und  seine  Schnittpunkte  mit  ff  und  g  bilden,  för  alle  Leitstrahlen 
nnd  wie  man  durch  Veränderung  von  einem  oder  zwei  der  drei  ge- 
wühlten g  und  g  schneidenden  (leraden  sieht  -  für  sämtliche  in  der 
KoUinention  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  konstant  ist. 

1st  (lies  DoppelverhältniB  gleich  —  1,  so  ist  die  Kollineation  die 
geHohart-iuTolutorischo  mit  g  und  g  als  Involuticusachseu. 

S  2, 

Jede  Kt)lliiit'atit)ii  kann  im  allgemeinen  auf  oo*''  fache  Weise  als 
Produkt  zweitr  Korrelatiijuen  dargestellt  werden.  Die  eine  von  ilmen  ist 
beliebig,  dir  andi  ro  ist  dureh  sie  bestimmt.  Da  es  oo*  polare  und  cc*  Null- 
korrelationen gibt,  so  kann  jede  Kollineation  im  allgemeinen  auf  oc*-  bezw. 
cx>* fache  Art  als  Ergebnis  einer  polaren  bezw.  Nullkorrelation  nnd  einer 
niehtinvolutorisehen  Kuneluiiuii  dargestellt  werden.  Von  der  letzteren 
hugt  man  dann,  sie  sei  zu  der  Kollineation  harmonisch.*) 

Soll  eine  Kollineation  K,  die  nur  zwei  windschiefe  Gerade  iu  sich, 
aber  keine  von  beiden  Punkt  für  Punkt  in  sich  transformiert,  durch  das 
Âufeinauderfolgen  zweier  polaren  Korreiationeti,  die  nicht  Nullkorrelationen 

«)  Vgl.  Segn,  Journal  f.  Mathem.  Bd.  100,  8.  818.  Reye»  diese  Ztrnfar.  Bd.  48, 

S.  154.  In  §  7  des  letitenn  AufsatzeB  wird  die  Frage  nach  der  besonderen  Art  der 
Resultierenden  zweier  iuvolutorischer  Verwandtschaften  beantwortet.  Wir  fragen  um- 
gekehrt uach  der  Möglichkeit  der  Zerlegung  einer  vorgelegteu  Kollineation  in  in- 
volntoriiche  KondatioiieD. 
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sind,  entsteh«!  y  so  ist  dies  nur  möglich^  wenn  die  beiden  letzteren  das 
Hanpttetraeder  der  ersteren  sum  Poltetraeder  liaben;  denn  die  Eckpunkte 
dieses  Tetraeders  und  nnr  diese  sollen  in  sieh  flbei^feftthrt  ▼erden.  Aus 
der  Grappe  von  oo'  polaren  Korrelationen,  die  das  betr.  Tetraeder  als 
Poltetraeder  besitzen,  kann  man  die  eine,  wiHkarlidA  iriUilen,  die 
andere,  J^K  JT,  ist  durch  sie  bestimmt  und  gehört  dann  offenbar 
gleichfidls  der  Gruppe  an.*) 

Da  durch  Aufeinanderfolgen  ehiar  poUurm  und  einer  NuBkorràaUon 
eine  besondere  EoUineation,  nämlich  eine  „halbgescharte^  entsteht,  die 
£wei  windschiefe  Geraden  in  sich  tlberf&hrt  und  auf  jeder  Ton  ihnen  eine 
Punktinyolution  eraeugt,**)  so  ist  es  im  allgemeiniraik  nidht  mißlich,  eine 
KoUineation  durch  eine  Folge  aweier  solcher  Korrelationen  dansusteUen. 
Jede  halbgescharte  Eollineation  aber  laflt  auf  oQ^ÜBehe  Weise  eine  solche 
ZSerlegnng  su,  da  man  als  pdare  Korrektion  eine  beliebige  deijenigen 
wählen  kann,  deren  Eernfiâchen  sieh  in  dem  Yierseit  durehsdmeiden,  das 
die  Doppelpunkte  jener  Inrolutionen  m  Ecken  und  ihre  Träger  au  Diago- 
nalen hat  Also: 

Jeäe  Kx^UmUkm  K,  Mb  Mwei  windadiiefe  Oeraden  in  sidi,  aber  kehte 
von  beiden  Punkt  für  Funkt  in  sich  troMsformierff  läßt  9iek  auf  oo*fadte 
Weise  ais  Ergebnis  eweier  polaren  KorrelaHonen  daarsidlen.  Die  IMeren 
gehärm  sämiUdi  su  der  Gruppe  derjenigen,  die  das  Haupüefraeder  von  K 

zum  gemeinsamen  Pdtetraeder  hohen.  Eine  Darstellung  als  Fo!;jr  nner 
poUuren  und  einer  i^idikorrdation  ist  nur  für  die  halhgescfiarten  KoUineOr 
tionen,  für  jede  von  diesen  aber  auf  oo^faclœ  Art  mögliek.  Die  Ordnungs- 
fläclien  dieser  polaren  Korrelationen  haben  einen  gemeinsamen  Vierseits- 
durchschnitt,  tlessen  Edsen  mit  det^enigen  des  Haupttetraeders  von  K  iä)er- 
einstimmen. 

Soll  eine  Kollineation  K,,  die  die  Punktreihe  g  Punkt  für  Punkt  in 
sieh  üljerf&hrt^  als  Folge  zweier  polaren  Korrelationen  dargestellt  werden, 
SO  ist  dies  nur  m^lick,  wenn  die  Schnitipimkte  ihrer  Ordnung»Hächen 
und  der  Geraden  g  in  zwei  beiiebiei  n  Punkten  TOn  g  znsammenfallen  und 
die  Doppelpunkte  der  von  K|  aui  i]  orzeugten  Projektivität  in  beiden 
Polarsystemen  konjugierte  Punkte  sind,  also  zu  den  Schnittpunkten  der 
Ordnungsöächen  mit  %  harmonisch  liegen.  Nimmt  man  eine  dieser  Korre- 
lationen beliebig  an,  so  muß  die  andere  polar  sein.  Denn  wenn  Kj  das 
Resultat  (lieser  beiden  sein  soll,  so  muß  diese  /.weite  jede  der  Geraden  g 
und  g  in  die  andere  überführen  und  ilie  I'unktreiht^  einer  jeden  von  diesen 
Geraden  zu  dem  £beuenbä8chel  der  andern  involutorisch  liegen.  Dann 


•)  Vgl.  Reye  a  a  •  >  S  lf>S'54.  G.  (1.  Lage  3.  A.  Ill,  S.  219. 
**)  lleye,  diese  lUvhr.  4a,  S».  164,  Nr.  3«. 
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aher  ist  diese  Korrelation  polar,  weil  sie  in  jedem  Tetraeder,  dessen  Ecken 
2wei  Psare  konjugierter  Punkte  der  auf  jeder  der  Geraden  </  und  g  durch 
das  Ebenenbtts^el  der  andern  erzeugten  luTolutionen  sind^  die  Ecken  in 
die  gegenüberliegenden  FlSchen  transformiert.  Die  erstgenannte  Korre- 
lation kann  man  auf  oo^  lache  Art  wählen,  weil  ihre  Schnittpunkte  auf^ 
sich  auf  oo'ÛMshe  Art,  diejenigen  auf  q  in  e»^  fâcher  Art  bestimmen 
lassen  und  weil  es  oo^  Polarsyateme  mit  gleidiem  Yierseitadurehschnitt 
der  Kemflidien  gibt.  Also: 

Jede  KoBineaiwu  K^,  die  Bwei  mndsàiiefe  Oerade»  g  und  g  m  sU^ 
aber  mir  die  eòte  «o»  beiden,  PünH  fwr  iVmitf  «n  sidi  übeifuhH,  läßt 
sicft  oo^fadie  Weise  ais  Ergebms  je  Mweter  polare»  KarrelaiiatieH  dar- 
stdkik  Für  idttere  sind  g  und  g  reriproke  Pdaren,  ihre  Ordmtngs- 
fiüdien  sdmeiden  g  in  gwei  gemeinsamen  Punklen  und  tAr«  Sdmütpuhkfe 
auf  g  werden  durài  die  Dogpdpunkte  der  von  auf  g  erteuglen  FrqjektivUäi 
harmomstà  gekemd. 

Jede  gesdmie  EfdUneaÜon  (windstAiiefe  PerspMve)  läßt  sid^  auf 
<x>^faâie  Weise  (äs  Folge  sweisr  poktren  KofTdaHonen  darsldlen,  deren 
Ordnnngsflâd»en  neft  m  demselben  Vierseit  durAsdmmden,  das  die  Achsen 
der  KoUincation  zu  Diagonalen  hat. 

Jede  geschürte  KolUncatioti  laß  sich  auch  als  Folge  zweier  Kuil' 
ìiorrelatioììen  darsieüenf  sodaß  die  Adisen  der  Kollineation  mit  den  Achsen 
(1er  Strahlenfiongruene  zmantmenfaiUen,  die  den  beiden  durch  die  Nuüsysteme 
bestimmten  Unearm  Komplexen  gemeinsam  ist.  Eine  sohhe  DarstdUmg  isl 
auf  oo*  fache  AH  möglich. 

Das  Letzte  folgt  daraus,  daß  man  die  erste  der  beiden  Nullkorre- 
lationen  so  bestimmen  muB,  daß  die  Achsen  g  und  g  der  Kollineation 
itir  sie  reziproke  Polaren  sind;  aber  dies  ist  auf  cc^  fache  Weise  möglich, 
da  ein  linearer  Komplex  durch  zwei  reziproke  Polaren  und  einen  Leit- 
strahl vollkommen  bestimmt  ist.  Die  andere  der  beiden  Korrelationen 
muß  dann  crloichfalls  eine  Nullkorrelatinn  sein,  weil  sie  alle  Strahlen  der 
linearen  Kongruenz  mit  g  und  g  ala  Achsen  als  Doppcistrahien  enthält 

§8. 

Sind  iT,  und  zwei  l)eli»  lii^t-  gegcliene  Polar-  oder  Nullkorrelationen 
und  bezeiclmet  man  die  KüUineatit)n  K^K^  mit  K,  so  ist 

KÄj-i^i,   mithin  K-^Ä'^-i^j 

das  heißt  aber: 

Für  zaei  heliehitir  <ii'(icì>eìH'  imolutorisda  Korrrinfionrii       und  gibt 
es  im  (iHiit  ìnnncìì  cnìc  rinztffc  Kollinmtion  K,  die  dus  rlw  dir  hridoi  durch 
rcrhiauivncH  räumlichen  Systeme  so  traiisformicrt,  daß  es  mit  dem  amiern 
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em  Vox»  der  dwrA  vahtnäenm  Sfarne  hUdet,  Die  itmrn  «m  dieser 
EimiiMikm  K  fSkH  m  dendbm  Weise      in  0ter. 

Nun  liaben  im  aUgemeineii  7.wei  inTolutorisehe  BaumSTsteiney  Beien 
sie  nun  beide  Polar-  oder  beide  KuUsjeieme  oder  je  eins  ein  Polar-  und 
Nnllsystem,  ein  ^t  tneinsames  Paar  reziproker  Polaren  (j  und  9;  nämlich 
im  ersiNi  Falle  ein  Paar  Gegenkanten  des  gemeinsamen  Polti'traoders,  im 
zweiton  die  Achsen  der  linearen  StrahlenkfmgroeniB»  die  den  ))eiden  durch 
die  Nullsysteme  bestimmten  linearen  Komplexe  gemeinsam  ist,  im  dritten 
die  Achsen  dor  Strahlenkongruenz,  die  gemeinsam  ist  dem  durch  die  Null- 
korrelation bestimmten  linearen  Komplex  und  demjenigen,  in  den  dieser 
durch  die  polare  Kf)rrelation  übergeführt  wird.*) 

Ist  eine  bestimmte  polare,  eine  bestimmte  Nullkorrelation,  so 
ist  K^K^  eine  halbgescharte  KoUineation  (S.  403),  die  sich  auf  00*  faolie 
Weise  als  Folge  zwoior  bc^oiuìeren  Kollineationen  K^Kg  darstellen  läßt 
(S.  399),  sodaß  also  A',A',  ^  K^K,  ist. 

Kommt  es  nur  darauf  an,  ein  vorgelebtes  PolarsTsteni  A'j  in  oin  bo- 
liobiges  Nullfystcm  umzuformen,  gleichj^nltig  in  wclohcs.  so  hat  man 
zu-r  Bestimmung  von  und  K,  für  g  unti  ç\  zwoi  hclielìige  roziproke 
Polaren  des  Polarsystoms,  als  dio  auf  a  und  yoigeschriebenen  l^rojek- 
tivitäten  die  durch  K,  auf  ihnen  erzeugten  Involutionen  konjugierter 
Punkte  zu  wählen  und  kuun  im  fîbrigen  z.  B.  dio  besfmdoron  in  §  1  c) 
und  d)  naher  beBchriebeiien  KoUineationen  nehmen.  Wir  betrachten  ein 
paar  be^ioTidoro  Falle. 

Tst  (ia.s  «iurch  A',  bostiinmte  Polarsystoni  rotatorisch**)  und  nimmt 
man  für  '/  di»-  Rotationsachse,  so  ist  g  die  zu  (j  nonualo  (iorade  im  Un- 
endlichen, und  dio  Involution  auf  ihr  hat  zwei  imaginäre  Kreispunkte  zu 
Doppelpunkten.  Die  Ix  idi  n  lu  sondoron  (juatt  rnär  zyklischen  Kollineationen, 
die  unter  den  Kollineationen  Kj  auftroton,  sind  dann  Drelnuigen  um  90*  um 
(f  als  Achse  in  doni  rincn  oder  andern  Drohungssiinic.  Weil  nUniiich  dann 
I  mit  Bonutzuug  der  früheren  Bezeichnung  in  §  1  d)  die  Strahlen  (793 
und  C'iö,  sowie  C@  und  des  harmonischen  Büschels  aufeirmuder 

senkrecht  stehen,  muß  das  eine  Paar  die  von  dem  andern  gebildeten 
Winkel  halbieren,  und  weil  femer  PPj  j|  wird,  CP-CP^  sein. 
Diese  beiden  KoUineationoi  Veceidmen  wir  mit  Aj  und  L^, 

Ist  Eweitens  die  OrdnungsflSehe  des  Polarsystems  ein  redles  eUiptisehes 
Paraboloid,  g  seine  Aehs^  so  liegt  g  gleichfiills  im  Unendlidien,  nnd  die 
beiden  lentriselt-inTolatoriBehen  Kollineationen,  die  unter  den  K,  vor- 
kommen, sind  dann  die  aentrisclL-aymmetriselie       in  being  auf  den 


*)  Reje,  diese  Ztschr.  UU.  4a,  Nr.  dd. 
**)  Reye,  G.  d.  L.  II,  8. 138. 
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Scheitel  des  Paraboluiiis  als  Zentrum  der  Symmetrie  und  die  planar- 
symtnc'trischp  in  bezug  aut  die  Tangentialebene  im  Scheitelpunkt  als 
Ebene  der  Symmetrie. 

Ist  endlich  die  Ordnungsfläch»'  nrlles  Kotationsparab(d()id,  so 

kommen  sit\\  tl  jene  beiden  Drehungen  als  auch  diese  beiden  Symuietrieeii 
vor,  und  man  erhält  dann  die  «infachsten  Kolliiieationen,  die  die  Über- 
führung des  Polarsystems  in  ein  NiUJsystem  vermitteln,  wenn  man  eine 
der  Drehungen  uml  A,  mit  einer  der  symmetrischen  K ollineationen  27^ 
uiul  2,^  zusammensetzt.  Die  Anschauung  lehrt,  daß  in  diesem  Falle  die 
Külliueationen  vertaiischbar  «ind,  und  ferner,  liaß  2,,.Aj  und  2.^Aj  einer- 
seits und  2i'^Aj  und  ^.^^A^  anderseits  identisch  sind.  Also: 

Unkniirft  man  daa  eine  der  beiden  in  einem  rotatorischen  Polarsystetn 
enÜialtencii  Raumsysttmie  einer  Iheliuwj  um  00^  um  die  Achse  des  Folar- 
sijstems  und  (Usdann  einer  ecnirisch-inmlutoris^ien  KoUimation,  die  den  einen 
Schnittpunkt  der  Achse  mit  der  (kämmgsfiäche  des  Polarsydems  sum  Zetdrum 
'  und  die  TangenHalébene  im  andern  Sdinitiputikt  sur  Ebern  der  InwkUion 
hatj  so  bUdel  es  mmmehr  mU  dem  andern  ein.  Nidkjfsiem, 

Dieses  besondere  EigebniB  ist  nicht  neu.  Es  wurde  zuerst  für  das 
Polarsystem  eines  Botati<ms|iaraboloids  Ton  H.  G.  Hsuek*),  bald  darauf 
f3r  dasselbe  unabhängig  Ton  ihm  auch  von  H.  Segre**)  und  später,  wie 
ich  erst,  nadidem  diese  Arbeit  im  wesenÜichen  fertig  war,  bemerkte,  von 
H.  Theodor  Schmid*^)  für  das  Rotationsellipsoid  bewiesen.  Herr  Schmid 
beweist  in  dieser  Arbeit  vorher  einen  Sats,  der  sich  in  unserer  Beseieh- 
nung  wie  folgt  ausspreche  iSßt: 

Es  seien  K  eine  beliebige  polare  Korrelation,  eine  der  in  b)  be- 
zeichneten projektiTMi  Drehungon  um  die  beliebige  Gerade  g  als  Aehse, 
<5  und  (ST  die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Kemfläche  von  K,  Führt 
dann  die  Korrelation  JTK  die  beliebige  Ebene  »  in  P  fiber  und  schneidet 
SP  (oder  4S'P)  «  in  Jf,  so  sind  x  und  M  in  einem  Nullsystem  2.  Grades 
einander  zngeordnet  Es  wird  vom  1.  Grade,  wenn  ftr  K|  eine  der  in 
§  1  d)  bdiandelten  Kollinealäonen  genommen  wird. 

Wir  kehren  zu  unserer  üntersuchung  znrflck.  Welche  Linie  bei  einer 
bestinimten  Wahl  von  g  und  g  und  Benutzung  einer  nicht  speziellen  halb- 
gescharten  Kollineation  K  Achse  des  Nullsystems  wird,  lafit  sich  folgender- 
maßen ermitteln.  Man  nehme  zur  Individualisierung  von  K  als  Punkt  P 
(S.  399  )  den  Mittelpunkt  des  Polarsystems,  dann  werden  C  und  6  die 
Zentra  der  Involutionen  auf  g  bezw.  g  und  P,  in  dem  Nullsystem  der 
Pol  der  miendlich  fernen  Ebene.   Durch  ihn  geht  die  Achse  des  Null- 

*)  Zeitechr.  f.  HaUi«ai.  n.  Physik.  Bd.  31,  8.  86S. 
Battajçlini  Giornale  XÎV,  8.  20. 
***■)  Monfttih«ae  1  Mathem.  n.  Phjaik  VIU,  &  SS7. 
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systems.  Da  niui  g  und  9  aneh  resiproke  Polsren  des  NnUsystems  sind, 
80  sind  sie  Leitstiahlen  eines  hyperbolisdien  Paraboloids,  dessen  Regel- 
sehar  m  der  Richtung  toh  P|  normal  ist*)  Der  Leitstrahl  dieses  Para- 
boloids, der  dnroh  P|  geh<^  ist  die  Achse  des  NuUsystems. 

Die  '^o"  Kollineatiojun  mit  ^iiiuMiisanicm  Haupttetraeder  führen  alle 
trtiiH'draien  Komplexe,  die  dieses  Tetraeder  gleichfalls  zum  Hanpttetraeder 
haben,  in  sich  über.**)  Da  et»  ferner  tetraedrale  Komplexe  mit  diesem 
bestimmten  Haupttetraeder  gibt,  etwa  individualisiert  durch  <lie  Werte  des 
koiistiinten  Doppelverhältniases,  in  welchem  jeder  Koinph^xstrahl  vf»ii  den 
Flächen  lies  Tetraeders  geschnitten  wird,  so  gehiireii  zu  jedem  dieser 
Komplexe  ivuUmeatiuntn,  die  ihn  in  der  Ix-kannten  Reyeschen  Art 
erzeugen.  Auf  jeder  von  zwei  Gegenkanten  //  und  g  des  Haupttetraeders 
gibt  es  00^  verschiedene  Punktprojektivitüten  mit  den  betr.  Tetraederecken 
als  Doppelpunkten,  und  es  tragt  sich,  wieviele  von  den  genannten  oo*  KoUi- 
neationen dieselben  vorgeschriebenen  Projektiv! täten  auf  y  und  g  erzeugen. 
Wir  beweisen: 

Jeder  täraedrak  Komplex  wird  i.  a.  durdi  zwei  KoBmBaH(mm  erzeugt^ 
die  emf  ßwei  GegeuiimUen  seines  HatigoiietMedêrs  vorgesckriébenen  Punkt- 
pre^tktì/mtSaUn  ìtesHnmm.  Insbesondere  kann  er  dmdi  dreimcU  je  gwei  häUh 
gescharie  KoUineaÜonen  ertetigi  werden,  deren  Aciisen  ein  paar  Geyenkamtm 
semes  Bmpttekraeders  sind. 

Fassen  wir  nämlich  einen  nicht  auf  einer  Tetzaederfliche  liegenden 
beliehigen  Punkt  P  des  Raumes  ins  Äuge,  legen  durch  ihn  die  Gerade  a, 
die  g  und  0  in  C  besw.  <S  schneidet,  und  trifft  die  Terbindongslinie  der 
den  Pnnkten  C  und  in  den  Projektivitaten  angeordneten  Punkte  Oj 
besw.  (Sj  den  Komplexkegel  mit  der  Spitae  P  in  den  beiden  Punkten  P^ 
und  P|',  so  sind  die  KoUineationen,  f&r  die  PP|  und  PP/  Paare  ent- 
sprechender Punkte  sind,  die  im  Sats  beseichneten.  Daß  sie  den  Komplex 
erzeugen,  fo^  daraus,  daB  PP^  und  PP/  Komplexstrahlen  sind,  und  ein 
tetraedraler  Komplex  durch  das  Hauttetraeder  und  einen  Strahl,  der  keine 
Tetraederkante  schneidet^  bestimmt  ist***) 

Die  00'  KoUineationen,  die  einen  bestimmten  tetraedralen  Komplex 
erzeugen,  lassen  sieh  in  00'  Usnn^^tlgkeiten  (nicht  Gruppen)  Jf(K) 
▼on  je  00^  KoUineationen  zusammenfassen,  so  daß  die  KoUineationen,  die 
ZU  derselben  Mannig&ltigkät  gehOren,  den  Raum  in  00^  zu  donselbai 

•)  lleye,  G.  d  L.  H.  S.  171. 
**)  Sturm,  Liniengeometrie  1,  S.  S78. 
Eeye,  G.  d.  I*.  m,  8.  S. 
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Bftichd  Ton  Rarnnsysiemen  gehSrige  Räume  ftberftlhreii.*)  Von  dieseo 
00^  EoUmeationen  und  den  ProjektiTitaten,  die  dnrdi  sie  aaf  g  und  g 
erzeogt  werden,  erhalt  man  auf  folgende  Art  eine  deatlidie  Ânschauung. 

Eine  beliebige  durch  P  gehende  kubische  Ordnungskurve  V  des  Kom- 
plexes hat  wie  allf'  andern  g  und  g  zu  Sehnen.  Eine  an  V  hinfjleitende 
Gerade,  die  dabei  die  Sehnen  g  und  9  beständig  schneidet,  beschreibt  eine 
Regelschar,  zu  deren  Leitlinien  g  und  Q  gehören.**)  Der  Komplexkegel 
mit  der  Spitze  P  schneidet  die  so  erzeugte  gradlinige  Fläche  2.  0.  außer 
in  V  noch  in  einem  Komplexstarahl,  der  gleichzeitig  eine  Leitlinie  der 
BegelMohe  ist.  Auf  diese  Weise  wird  jeder  durch  P  gehpiiden  Ordnungs- 
kurve ein  durch  P  gehender  Komplexstrahl  zugeordnet  und  umgekehrt. 
Daraus  aber  folgt: 

Durch  jeden  nicht  auf  einer  Fläche  des  HaupUetraeders  lie/innh-n  Funkt 
g^ieti  00*  kuhiscììP  Ordnungsknrven  drs  tetrnedrcüen  Kompìe.rrs.***) 

Die  00*  KoUineationen  einor  Mannigfaltigkeit  M(K)  erhält  man  nun, 
wenn  man  dem  Punkte  F  nacheinander  die  andern  Punkte  irgend  einer 
bestimmten  durch  P  gehenden  Ordnungskurve  zuweist. -f)  Der  dureh  P 
gehenden  y  und  g  schneidenden  Geraden  a  werden  dadurch  die  Geraden 
der  genannten  Regelschar  zugewiesen,  und  jede  von  diesen  und  die 
Gerade  a  bestimmen  nacheinander  dnreli  das  Paar  ihrer  Schnittpunkte 
mit  (I  hvzw.  g  die  auf  den  letzteren  durch  die  KoUineationen  bestimmten 
ProjektiTitäten. 

Ghariottenbnrg,  Januar  1904 

*)  K«ye,  G.  d  L.  m,  S.  11  f.   Stam  a.  a.  0.  I,  S.  847  f. 
*•)  Heye,  G.  d.  L.  II,  S.  198. 

***)  Vgl.  Lie,  Geometrie  der  Berfihrangstrsntfomationeii,  Leipzig  1896,  8.  846. 
t)  Beye,  G.  d.  Ii.  m,  8. 11,  m. 
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Über  einen  Satz  der  Analysis  Situs. 

Von 

Friedrich  Kiesz  in  Gyor  ^Ungarn). 

Die  Schoentìiessche  Umkelirimg*)  des  Jordanschcn  Satzes  über  ge- 
schlossene Kurven  ohne  Doppelpunkte  läßt  sich  einfach  beweisen,  wenn 
man  dem  Beweise  ein  Yerfahren  an  die  Spit/^e  stellt,  nach  welchem  die 
Punkte  der  Kurve  zyklisch  angeordnet  werden.  Es  ist  dasselbe  Verfahren, 
mittels  desspTt  Herr  Hilbert  in  seiner  Arbeit  „über  die  Grundlagen  der 
Geometrie**)''  danselbe  Ziel  für  den  wahren  Kreis  erreicht.  Wird  nämlich 
der  Beweis  des  Satzes  in  §  (i  bei  Herrn  Hilbert  derart  modifiziert,  daß, 
anstatt  die  zugrunde  liegenden  Axiome  von  neuem  heranztiKiehpn ,  nur 
die  schon  früher  auf  Grund  derselben  bewiesenen  Eigenschaften  des  kon- 
struierten Gebildes  benützt  werden,  so  läßt  sich  das  ganze  Verfahren  samt 
dem  Beweise  auf  da.s  allgemeinere  Problem  Übertragen.  Demgemäß  soll 
itn  fobjenfien  der  l)etroffende  Punkt  eingeliendcr  beliandelt,  da.s  Verfahren 
aber  nur  skizziert  werden;  bezüglich  des  Beweises  wird  immer  auf  den 
betreflFenden  Punkt  der  Hilbertschen  Arbeit  verw leseti. 

Auf  fliese  Weise  wird  die  Möglii  iikoit  einer  eindeutig  umkehrbarou, 
stetigen  Al)bildnüg  der  tu  ììetrachtenden  Pnnktineuge  auf  die  Kreisperi- 
pherie naebgpwie.sen.  An  Han(i  des  Vorfalirens  wollen  wir  nun  aueh  ver- 
suchen, einen  \  organg  für  diese  Al)})ildung  anzugeben.  Es  soll  dabei  der 
Schoenfliessche  Satz  in  etwa^;  allgemeinerer  Fassung  gegel)en  werden,  indem 
wir  die  Streckenzüge  durch  beliebige  Jordansche  Kurven  ersetzen.  Natür- 
lich könnte  der  Beweis  bei  Beibehaltung  der  Schönfliesschen  Fassung  auf 
dieselbe  Weise  geffihrt  werden. 

Der  Satz  iaut<;t  in  unserer  Fassung  folgendermaJien  : 

Ei  m  im  Endlichen  (gelegene,  ebene  perfekie  Menge  kile  die  in  ihr 
niciU  enthcdimen  Punkte  der  Ebene  in  eine  innere  Menge  3  urul,  eine  äußere 
Menge  %  von  der  Beschaff enimt^  daß 

*)  Göttinger  Nachrichten,  1902,  8.  18f.    -   Math.  Annalen,  Hd.  .^8,  S.  195. 
**)  Math.  Annalen,  Bd.  û6,  S.  881.   (Die  Arbeit  ist  anch  abgedruckt  in  Hilbert, 
Grandlagen  der  Geometrie,  2.  Ausg.,  S.  121.) 
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1)  je  0wei  bdiehige  Punkte  aus  ^  durch  eine  Jordan&:he  Kurve  ver- 
bundm  werdm  kimnen,  welche  nur  Punkte  cms  ot  enäuHii 

2)  *)  jeder  rankt  V  aus  ^  mit  jedem  Punkte  aus  ^  duicJt  citic  Jordamchc 
Kurve  verbunden  werden  kannt  die  mit  Ämnahtue  von  F  nur  Funkte  aus 
I  enätaU; 

3)  jede  Jordansdte  Kurve,  die  einen  Funikt  aus  3  mit  einem  Fimkte 
aus  %  verbindetf  werngstens  einen  Funkt  aus  ^  enikaU: 

dann  läßt  sith  die  Menge  f  eindeutig  umkeM)ar  und  stäig  auf  die 
Kreisperipkerie  cdibÜden. 

I.  Die  lyklische  Anordmiiig  der  Menge  f. 

Auf  analoge  Weise,  wie  dies  in  §  4  da*  Hilbertschen  Arbeit  für  den 
wahren  Ereis  gescliieht,  läßt  es  sich  beweisen,  daß  irgend  zwei  Pnnkte 
P^y  Pj  ans  ^  sich  sowohl  durch  eine  Jordansche  Kurre  P^Pf  verbinden 
lassen,  die  mit  Aasnahme  der  Endpunkte  nur  Punkte  ans  §  enthüll^  wie 
audi  durch  eine  Jordansche  Kurve  P/Pi,  die  mit  Ausnahme  der  End- 
punkte nur  Punkte  aus  %  enthält.  Ans  swei  solidien  Kurven  iSßt  sieh 
nun  eine  geschlossene  Jordansche  Kurve  PiP,  znaammensetsen.  bgend 
ein  Paar  von  Punkten  Pg,  P«  aus  ^  kann  nun  in  beang  auf  die  Kurve 
auf  zwei  Arten  liegen:  entweder  es  liegt  der  eine  Punkt  innerhalb,  der 
andere  außerhalb  der  Kurve^  dann  sagen  wir,  das  Punktepaar  wird  durch 
die  Kurve  getrennt,  oder  es  11«^^  beide  Punkte  innwhalb,  resp.  beide 
außerhalb  der  Kurve;  wir  sagen:  das  Ponktepaar  wird  durch  die  Kurve 
nidbt  getrenni 

Analog  den  AnsfUhrimgen  des  §  5  der  Hilbertschen  Arbeit  kann  es 
nun  gezeigt  werden,  daß  ein  Punktepaar  in  b(>zug  auf  alle  Kurven,  die 
aus  einer  beliebigen  in  3  verlaufenden  Jordansehen  Kurve  PfP»  und  aha 

einer  beliebigen  in  H  verlaufenden  Jordansohen  Kurve  P^  zunmmen' 
gesetzt  werden,  dieselbe  Lage  hat.  Wir  dfirfen  daher  sagen,  ein  Punkte- 
paar P},  P4  werde  durch  das  Ptanktepaar  Pi>P,  getrennt,  bezw.  nicht 
getrennt,  je  nachdem  es  dnreh  die  Kurven  fi  P,  getrennt  oder  nicht  ge- 
trennt wird. 

Es  folgen  auch  leicht  die  fibrigen  SStze,  die  den  Sitzen  L  &  ent- 
sprechen, nimlich: 

*"!  Die  Forderung  läßt  f'^^  nicli  durch  dio  Fordeninp  prsetv.pn,  daß  in  jeder 
beLitbigen  Umgebung  eines  jeden  runkte»  aue  %  m  sowohl  Punkte  aas  3«  auch 
Punkte  au6  %  gebe.  Mit  der  Perfektheit  Torknüpft,  enth&lt  diese  Forderung  die 
Knrvenartigkeit  der  «beiMii  Menge 
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Wem  P4  dur^  P,,  P|  geêremU  wmdm,  ao  weräm  awk  P„  P« 
dureh  P„  P4  getrennt. 

Wenn  Pj,  P4  rfwrcÄ  Pj,  Pj  und  P,,  P^  rft»*^  Pj,  Pj  ^e^eimil  wcnfe», 
«0  werden  Pj,  Pj  ü^ttfidk  Pj,  P5  getrennt. 

Hieraus  erkounon  wir,  daß  die  Funkte  der  Menge  ^  syilcUecht  d,  h. 
mit  Büeksicht  auf  die  gegenseitige  Trennung  von  Punktepaaren  derart  ein- 
geordnet sindf  wie  irgend  eine  auf  der  Kreitper^pherie  gelegene  Punktmenge. 

n.  Die  zyklische  Anorüuuug  ist  lückenlos. 

Àugenaeheiiilich  wäre  es  nicht  an«'jro<'rhlossen^  daß  die  Menge  ^ 
eindeutig  umkehrbar  and  stetig  mit  Erhaltung  der  Anordnung  in  eine 
perfekte  Punktmenge  auf  der  Kreisperipherie  abgebildet  werden  kann, 
welche  aus  mehreren  perfekten  Mengen  besteht  und  somit  nicht  zusammen- 
hängend ist.  Die  Unmöglichkeit  omer  derartigen  Abbildnng  und  damit 
der  Ziisainineuluui^  <ler  Menge  *!]3  beruht  nun  auf  folgendem  Satze: 

Zu  jedem  Funlir}»i<ire  I\,  1\  aus  gd^  68  ein  Fmiktepaar,  cUso  aucJ^ 
beliebig  vicie  Funkkptuire,  teclcfte  es  trennen. 

Unser  Sat7  entspricht  dem  Satze  in  §  6  der  Hilbertschen  Arbeit, 
doch  bedürfen  wir  eines  andern  Beweises. 

Wir  ziehen  wieder  die  sehon  betrachtete  geschlosneno  Jordnnsche 
Kurve  Pi  Po  heran  und  nehmen  an,  der  Satz  wäre  nicht  richtig  und  es 
gäbe  kein  l*nnkte])a;ir,  welelies  durch  getrennt  w  ird.    Dann  müßten 

alle  Punkte  von  entweder  alle  innerlialb  oder  alle  außerhalb  der  Kurve 
P,  P«  liegen.  Nehmen  wir  beispielsweise  den  ersten  Fall  au.  Für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Km-ve  P,  Pj,  wenn  er  nur  kein  Endpunkt  ist,  gibt 
es  jedenfalls  eine  Umgebung,  welche  nur  Punkte  ans  ^  enthält.  In  jener 
Umgebung  gibt  es  gewiß  einen  Punkt,  der  außerhali>  /',  I\  liegt.  Es  gibt 
somit  jedenfalls  einen  Punkt  aus  3,  der  zugleich  auLjti  lialb  P,  T\  liegt. 
Durch  ähnliche  Schlußweise  für  die  Umgebung  eines  Punktes  auf  der 
Kurve  folgt,  daß  es  gewiß  emon  Punkt  aus  3(  gibt,  der  zugleich 

außerhalb  PjPj  liegt.  Verbinden  wir  die  beiden  Punkte  durch  eine  Jor- 
dansche  Kurve,  die  außerhalb  P^  7^,  verläuft,  so  enthält  diese  sicher 
keinen  Punkt  tm  Die«  widerspi-icht  jedodi  der  Bedingung  3).  Analog 
wQrde  auch  die  Annahme,  f  sei  aaßerhalb  P,  P,  gelegen,  m  Widerspmck 
fEÜiTen,   Damit  ist  aber  tmsere  Behauptung  bewiesen. 

ni.  IMe  eindeutig  umkehrbare  Abbildung  der  Menge  ^ 

nuf  die  Kreisperipherie. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  es  in  §  7  und  8  der  Hflbertschen  Arbeit  fttr 
den  wahren  Kreis  gBsdhtehi,  könnte  nun  der  Beweis  der  Existenz  einer 
eindeutig  Qnkehrbfixen  stetigen  Abbildung  der  Menge  ^  auf  die  Kreis- 
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périphérie  erbracht  werden.  Der  Beweis  stfitst  neh  lediglich  daranf,  daß 
aus  der  Menge  f  eine  abzahlbare  Teilmenge  ausgeediiedw  werden  kann, 

die  in  unserer  Âncrdnung  den  OrdniUlgstjpuB  der  Menge  der  rationalen 
Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Änordnimg  beaitat  und  deren  Uäufungspunkte 
die  Mei^  $  ausmachen.  Wollen  wir  nun  die  Abbildung  wirklich  an- 
geben, so  muß  diese  abaahlbare  Pnnktmenge  bestimmt  werden. 

Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  legen  wir  in  unserer  Ebene  ein  rodit- 
winkliges  Koordinatensystem  fest  und  denken  uns  das  kleinste  liechteck 
bestimmt,  dessen  Seiten  den  Koordinatenachsen  parallel  laufen  uiifl  außer- 
halb dessen  kein  Punkt  ^  li^.  Durch  equidistante,  /.u  den  beiden  Seiten- 
richtuugen  parallele  Linien  werde  dieses  Kechteek  in  kongruente  Teil* 
rechtecke  zerlegt.  Wir  wollen  von  einem  Punkte  s^^,  er  sei  in  einem 
Hechtecke  enthalten,  wenn  er  entweder  im  Inneren  oder  auf  der  Peri- 
pherie des  Rechteckes  liegt.  Aus  der  Perfektheit  der  Monile  ^  folgt  nun, 
daß  jedes  Teilrechterk,  vrrlches  überhaujit  einen  Punkt  aus  enthält,  auch 
einen  solchen  Punkt  enthält,  der  unter  allen  im  Keehteeko  enthaltenen 
Punkten  aus  %  kleinster  Ordinate  die  kleinste  Abszisse  besitzt.  Die  Anzahl 
aller  dieser  Punkte  sei  >/j ,  Dieselben  teilen  die  zyklisch  angeordnete 
Menge  in  ii^  Intervalle  ein.  Wir  teilen  die  Kreisperipherie  in  Wj  gleiche 
Intervalle  und  ordnen  diese  Intervalle  den  Intervallen  in  ^  derart  zu,  daß 
benachbarteu  intervalleu  aus  -l)^  benaebbarte  Intervalle  auf  dem  Kreise 
entsprechen.  Wir  ordnen  nun  die  entsprechenden  Teilpunkte  ebenfalls 
einander  zu. 

Wir  teilen  nun  auf  dieselbe  Weise  jedes  Teilrechteok  in  weitere 
Rechtecke  und  denken  uns  in  jedem  derselben,  das  überhaupt  einen 
Punkt  aus  ^  enthält,  wiederum  jeiieji  Punkt  bestimmt,  der  unt^r  allen 
im  Rechtecke  enthaltenen  Punkten  aus  ^  kleinster  Ordinate  die  kleinste 
Abszisse  besitzt.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  sei  Wj.  Sie  teilen  die 
Menge  iu  /i,,  Intervalle,  welche  Teilintcrvalle  der  ersten  i/j  Intervalle 
sind.  Wird  nun  dadurch  ein  erstes  Intervall  iu  eine  gewisse  Anzahl  von 
Intervallen  geteilt,  so  teilen  wir  das  entsprechende  Intervall  der  Kreia- 
peripherie  in  dieselbe  Anzahl  Reiche  Teile  und  ordnen  diese  In  dersdben 
Ordnung  den  TeilinterraUeii  des  entsprechenden  Intervalls  auf  ^  zu.  Die 
entsprechenden  Teilpunkte  ordnen  wir  wieder  ebenfiiUs  einander  au. 

Indem  wir  dieses  VeriUiren  fbrtsetaBen,  «ihaltoi  wir  eine  unbegrenste 
Anzahl  Ton  Punkten  ans  f.  Denn  auf  jeder  Seite  irgend  einer  Geraden, 
welche  parallel  der  ic-Adise  awidien  den  beiden  Seiten  des  Rechteckes 
i&a^tf  befinden  sidi  Punkte  aus  ^  und  somit  auch  Punkte  aus  3;  aus  dsr 
Bedingung  1)  folgt  daher,  daB  auch  auf  àer  Geraden  Punkte  aus  3 
BUS  9  und  daher  nach  Bedingung  3)  wenigstens  ein  Punkt  aus  ^  liegen 
müssen    Es  kann  daher  M|  nicht  kleiner  als         nicht  kleiner  als  n\ 
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die  Aiizuhl  der  iiuch  der  A'  "  Teilung  vorhandenen  I'aukte  nicht  kleiner 
als  sein.  Durch  genügende  Anzahl  von  Schnitten  kann  somit  jede 
beliebige  Anzahl  Ton  Funkten  bestimmt  werden. 

Die  auf  diese  Weise  festgelegt«  abziUilbare  Menge  ^*  tod  Punkten 
aus  und  die  ihr  auf  der  Kreisperipherie  entsprechende  Pimktmenge  i^* 
haben  nun  folgende  Eigenschaften: 

tt)  Jn  jeder  ik'lütbiffen  Umgebung  eines  Jeden  Punktes  ans  ^  gibt  es 
eiiien  Punkt  aus 

Denn  ist  à  der  Abstund  des  l*uuktes  von  der  Begrenzung  der  Um- 
gebung, 80  kann  ein  Schritt  der  Konstruktion  angegeben  werden,  für 
welchen  die  Summe  der  Quadrate  zweier  benachbarten  Seiten  der  Teîl- 
rechtecke  kleiner  als  ist  Der  Pnnkt  ist  somit  in  einem  Teilrechtecke 
enÜialten,  welches  innerhalb  der  Umgebung  liegt;  dasselbe  Teilrechteck 
enthilt  anch  einen  Pnnkt  ans        Damit  i«fe  nnsere  Behauptung  bewiesen. 

b)  Für  zwei  beliebige  Punkte  aus  'tß  und  jeden  beliebigen  Punkt  aus  ^* 
gibt  es  ehten  sweiten  Punkt  €ms  so  daß  die  beiden  ersten  Punkte  durcJi 
die  beiden  letideren  getrennt  iverden. 

Es  seien  nämlich  P^,  P^  die  beiden  ersten  Punkte;  wir  denken  uns 
für  sie  eine  Kurve  P1P0  bestimint.  Es  sei  nun  Pj  ein  beliebiger  Punkt 
ans  liege  beispielsweise  innerhalb  P|Pji;  es  muß  sodann  nach- 

gewiesen weiden,  daß  es  anch  aoßerhalb  P^P^  einen  Punkt  ans  ^  gibt 
AnBerhalb  PtPf  Hegt  nach  II.  sicher  ein  Pnnkt  aue  9;  es  kann  eine 
Umgebung  dieses  Ponktes  bestimmt  werden,  die  aufierhalb  P^P,  liegt. 
In  dieser  Umgebung  liegt  aber  nach  a)  sicher  ein  Punkt  ans  Sß*. 

Aualoge  Überlegung  gilt  für  dun  zweiten  Fall,  dali  nämlich  i  ,  auÜcr- 
halb  PjP,  liegt. 

c)  Die  Hnnfnngspnnlie  der  Menge        machen  die  Menge 
der  Menge  Ä*  die  Kreisperipherie  auS' 

Die  erste  Behauptimg  folgt  an<;  n)  und  aus  der  Abgeschlossenheit 
der  Menge  ^.  Die  zweite  Behauptung  folgt  daraus,  daß  infolge  b)  in 
jedem  Teilinterralle  auf  ^  weitere  Teilungspunkte  liegen,  was  dann  nun 
aneli  für  den  Kreis  gilt;  da  inin  hei  letzterem  die  Interpolation  neuer 
Teilpunkte  dnn-h  Teilung  der  Intervalle  in  gleiche  Teile  bewirkt  wird, 
so  konvergiert  die  Länge  der  Teiliutervalle  gegen  Noll;  die  Teiipunkie 
liegen  somit  auf  der  Kreisperipherit?  überall  dicht. 

d)  Der  eyklischen  Anordnung  in  ^*  enta^mdU  die  gykUsdte  Anotd- 
nutig  in 

Um  nun  aus  der  Abbildung  der  Menge  "-^^  auf  die  Menge  ÒI*  eine 
Abbildung  der  Menge      auf  die  Kreisperipherie  herzuleiten,  fixieren  wir 
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Arstens  einen  Punkt  P«  aus  ^*  und  den  entsprechenden  Pnnkt  ans  fi*. 
Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  ans  9,  der  jedoch  ^  nicht  angehört^ 
so  wird  durch  ihn  eine  Teilung  aller  Punkte  von  ^  mit  Ausnahme 
Ton  in  zwei  Klassen  bestimmt,  derart,  dafi  je  zwei  Punkte  derselben 
Klasse  durch  die  beiden  Punkte  P«  und  P  nicht  getrennt,  je  zwei  Punkte 
aus  Terschiedenen  Klassoi  durch  P«  und  P  getrennt  werden.  Dann 
werden  aber  auch  P»  und  ein  beliebiger  Punkt  der  einen  Klasse  durch 
zwei  beliebige  Punkte  der  andern  Klasse  nicht  getrennt  Unserer  Teilung 
entspricht  nun  in  der  Abbildung  eine  Teilung  sller  Punkte  von  fi*  mit 
Ausnahme  von  in  zwei  Klassen  derart,  di^  JT,  und  ein  beliebiger 
Punkt  der  einen  Klasse  dnn^  zwei  beliebige  Punkte  der  andern  Klasse 
nicht  getrennt  werden.  Eine  derartige  Teilung  der  auf  der  Kreisperi- 
pherie  Abetall  dichten  Punktmenge  definiert  nun  einen  und  nur  einen  der 
Menge  fi*  nicht  ai^dliörenden  Punkt  K  Ton  der  Eigenschaft,  daß  je  zwei 
Punkte  verschiedener  Klassen  durch  und  K  getrennt  werden.  Diesen 
Punkt  K  ordnen  wir  dem  Punkte  P  zu. 

Auf  diese  Weise  wird  jedem  Punkte  aus  f  ein  Punkt  der  Kreis- 
peripherie zugeordnet  derart^  daß  der  zyklischen  Anordnung  der  Menge  f 
die  zyklische  Anordnung  der  Bildmenge  entspricht.  Es  muß  nur  noch 
bewiesen  werden,  daß  jeder  beliebige  Punkt  K  der  Kreisperipherie  Bild- 
punkt eines  und  nur  eines  Punktes  P  aus  $  ist  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  K  wird  nun  eine  Teilung  der  Menge  fi*,  mit  Ausnahme  von 
definiert^  welche  die  schon  bezeichnete  EigMischaft  besitzt;  dieser  Teilung 
entspricht  eine  Teilung  der  Menge  von  ähnlicher  Eigenschaft.  Wählen 
wir  nun  eine  unendliche  Reihe  zyklischer  Anordnung  von  Punkten  der 
einen  Klasse  von  ^*  aus,  ho  gegen  den  Punkt  K  konvei^iert,  so  ent- 
spricht derselben  eine  unendliche  j^klisch  geordnete  Reihe  P] ,  *  •  •  P^  •  •  • 
aus  Punkten  der  einen  Klasse  von  Einer  unnndlichcn  Reihe  von  der- 
selben Eigenschaft  aus  der  zweiten  Klasse  von  ^*  entspricht  eine  unend- 
liche Reihe  P/,  1\'  •  •  P/  •  •  aus  der  zweiten  Klasse  von  Die  Punkte 
Pj,  1\  '  '  •  1\  '  '  Pi,  P^'  "  '  Ff  •  besit/on  jeden&Us  einen  Huufungs- 
punkt  P.  Konstruieren  wir  nun  die  Kurve  P^P/,  so  werden  die  Punkte 
P^^^,  P.^2  •  •  •,  Pf\i,  P/4.S  '  -  *  und  folglich  auch  ihr  Häufungspunkt  P 
durch  die  Kurve  P^P/  von  P^  getrennt.  Somit  trennen  P  und  P»  nach  l 

je  zwei  Imliebige  Punkte  verschiedener  Klassen.  Dem  Punkte  P  »  lUspricht 
daher  der  Punkt  A'.  Würde  es  eiiicii  zweiten  Punkt  ( P)  geben,  dem 
ebenfalls  der  Punkt  K  entspräche,  so  müßte  derselbe  in  der  Menge  ^* 
dieselbe  Teilung  wie  der  Punkt  P  definieren:  dann  gäbe  es  aber  keinen 
Punkt  in  '^ß*,  der  dnrch  die  beiden  l'unkte  i*  und  \^P)  von  J\  getrennt 
wird,  was  doch  dem  Sat/e  b)  widerspricht 
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Damit  iat  gezeigt,  daß  unsere  Abbildung  die  Meti^'e  ^  eindeutig 
omkehrbor  auf  die  Oesamtheit  der  Punkte  der  Ereii>iKri])herie  bezieht. 
Die  Abbildung  erbalt  die  zyklisdie  Anordnung. 

IV.  Bie  Stetigkeit  der  AbbildHBg. 

Wir  beben  nur  noeh  nachzuweisai,  daß  unsere  Abbildung  stetig  ist 
Es  sei  Kl,  ••'  eine  sjkliscb  geordnete  unendliche  Reibe  beliebiger 
Punkte  der  Sreiiqieripliarie,  welche  nicht  um  den  ganzen  Kreis  herum- 
greift.  Die  Reihe  konv^giere  gegen  den  Punkt  JT.  Es  muß  dann  gezeigt 
werden,  daß  die  entsprechende  Reibe  P^,  *  •  •  gegen  einen  Punkt  P 
konvergiert,  der  den  Punkt  K  zum  Bildpunkte  hat  Daß  die  Reihe 
Pi,  Pj  •  •  •  flbwbaupt  gegen  einen  Punkt  P  kouTergiert,  ist  klar,  da  doch 
ihr  Häufungspunkt  infolge  der  zyklisehen  Anordnung  Konveigenzpunkt 
sein  mnß.  Wäre  nun  der  Bildpunkt  des  Punktes  P  ein  von  K  verschie- 
dene Punkt  (K)f  der  daher  kein  Konvergenzpunkt  der  Reihe  K^,  K^  -  •  ■ 
ist ,  '-IO  gäbe  es  sicher  zwei  Punkte  {K)_  und  (A')^  der  Krcisperipberie, 
welche  den  Punkt  (K)  von  allen  Punkten  der  Reihe  K^,K^  trennten. 
Die  entsprechenden  Punkte  (P)_  und  (P)^  und  also  auch  die  Jordansche 
Kurre  (P)_(P)^  würden  dann  den  Punkt  P  von  den  Punkten  der  Reihe 
P],  P,  •  •  •  trennen,  was  jedoch,  d»  P  EouTCrgenzpunkt  der  Reihe  ist,  zu 
Widerspruch  f&bri   

Herr  Schoenflies  beweist  den  Satz  durch  ein  Verfahren^  welches  die 
Menge  ^  durch  eine  abzählbare  Menge  von  Eechtecksflächen  ausfüllt. 
Die  Menge  ^  ergibt  sich  dann  als  Kontur  dieser  l^cchtecke.  Während 
nun  duich  Ersetzung  der  Rechtecke  durch  rechtwinklige  Parallelepipeda 
ein  analoges  Verfahren  sich  für  die  Teilung  des  Punktraumes  ergibt,  läßt 
sich  unser  Verfahren  fUr  eine  analoge  Teilung  des  Strablenraumes  durch 
eine  Punktmenge  Terallgemoincra.  Der  erste  Fall  führt  wohl  zu  ge- 
schloësenen  Flächen,  die  sich  nicht  durchsetzen,  der  zweite  zu  geschlos- 
senen Raumkurren  ohne  Doppelpunkt  Ich  behalte  mir  Tor,  hierauf 
zurückzukommoo. 

aattingen,  im  Februar  1904. 
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♦ 

Von 

GsoRO  Hamel  in  Karlsruhe. 


Einleitmig. 

Alfl  Lagrange  das  aclioii  yon  Johann  Bernouilli  in  gewisser 
AUgemeinheit  anegesprodiene  Prinzip  der  Tirtnellen  Arbeiten  zum  funda- 
mentalen Werkseng  der  ganzen  Mechanik  erhob,  lebte  er  so  tief  in 
isoperimetrischen  Betnchtnngen,  daB  er  die  TirtneUen  Terschiebungen  — 
jedenbUs  in  seinen  analytischen  Ansfilhrnngen  —  mit  den  Variationen  iso- 
perimetrischer Probleme  identifizierte  und  demnach  fOr  jede  Koordinate  q 
die  in  der  Yariationsiechnang  richtige  nnd  notwendige  Relation 

dêq  —  òdq  ^  0 

auch  in  der  Mechanik  stiUschwe^^end  benntsste. 

Seitdem  hat  es  wie  ein  Dogma  gegolten,  daß  dâq  —  ddq  =  0  das 
Merkmal  tükt  eine  wirkliche  (holonome)  Koordinate  sei,  wahrend 

rfd*  —  âd9^  +  0 

die  nieht-holonome  (generalisierte)  Koonlinute  #  anzeige. 

So  truchtb ringend  uun  auch  die  Vorknüjii'uii^  der  Median ik  mit  der 
Variatiouüiechiiiuig  gewesen  ist  (  Lugrange,  Hamilton,  JacobiJ,  so 
läßt  sich  doch  nicht  leugnon,  daß  die  obige  Anffassnnguweise  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  einseitig  ist  luid  ihrer  mechanischeu  Bedeutung 
nicht  voll  entspricht;  daß  sie  namentlich  der  Anknüpfung  weiterer,  außer- 
halb des  Gesichtskreises  der  Variationsrechnung  liegender  Beziehangen  im 
Wege  steht.  Aach  die  merkwürdige,  in  der  Literatur  weitverbreitete 
Mdnuug,  als  ob  das  Wesoi  der  sl^jemeinen  L  agrau  gesehen  Medianik 
in  den  sogenannten  Tariationsprinzipien  stecke,  scheint  mir  in  jenem 
Dogma  ihre  Wurzeln  zu  haben. 

Es  soll  nun  im  folgenden  gezeigt  werden,  daß  irgend  eine -An- 
nahme Aber  dÔq  —  ddq  fflr  die  Mechanik  ganz  unnötig  ist  und 
daß  das  Kennzeichen  ffir  nicht-holonome  Koordinaten  9-  nur  in 
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der  Form  der  Beziehung  Hegt,  in  der  die  dà^  —  âdd-  zu  den 
dâq  —  òdq  stelieA,  falla  die  q  wirkliche  (holonome)  Koordi- 
naten sind. 

Dieser  Satz  ist  an  sich  selbstverständlich,  da  das  Prinzip  der  yir- 
tuellen  Arbeiten  die  òdq  gar  nicht  enthält.  Faßt  man  aber  die  Bewegungs- 
gloifìhnugpiì  (lor  Medi  au  ik  nicht  nur  als  das  Resultat  einer  mehr  oder 
minder  willkürlichen  und  zufälligen  Umformung  des  d'Alombertschen  Prin- 
zipes  auf,  sondern  legt  doîi  Nachdruck  uuf  die  Bedeutung,  welche  (hilu'i 
den  Begriffen  der  Energie  und  des  Impulses  /.ukonimt,  so  bedarf  der 
ausgesprochene  Sat/  loch  noch  einer  Entwicklung,  d.  h.  eines  exjdi/.iten 
Nachweines  auf  einem  der  Wege,  auf  denen  man  sonst  den  soeben  ge- 
nannten Begriffen  sowie  dem  Ausdruck  äöq  —  Ödq  zu  begegnen  pflesrt. 
Es  t^ibt  nun  eine  (ìleichung,  welch»*  mir  das  wesentliche  fast  aller  dieser 
Wege  zu  vereinen  schemi,  und  das  ist  die  allsferaeine  Zentral- 
gleichuug.  Deshalb  wollen  wir  im  folgenden  nin  h  den  nötigen  Aus- 
einandersetzungen über  die  virtuellen  Verrückunjj;' n  selbst  diese  funda- 
mentale Gleichung  der  Mechanik  aufstellen,  um  dann  aus  ihr  zunächst 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  zu  gewinnen,  unabhängig  von  jeder 
A  Tin  ah  nie,  über  dd^  —  Ôd9. 

Bann  aber  werfen  wir  von  dem  gewonnenen  Stand])unkte  aus  einen 
Blick  auf  die  Beziehungen  der  Mechanik  zur  VanüLunsreclmung,  wobei 
wir  insbesondere  sehen  werden,  wie  die  erst  in  letzter  Zeit  gewonnene 
Kliiilieit  über  das  sogenannte  Hamiltonsche  Prinzip  bei  nicht -holo- 
nomen  Bedingungsgleichungen  ganz  von  selbst  da  ist,  wenn  man 
von  der  Zentralgleichong  aus  herantriti 

Endlich  betrachien  wir  noah  die  Beiielinngeii  der  Ifeeliaiuk  sur 
Lieschen  Gruppeatheorie.  leh  habe  die  Verwandtschaft  dieser  beiden 
Gebiete  zwar  schon  in  meinw  Habilitationsaehriftî  ,|Die  Lagrauge-Enler- 
sehen  Gleichungen  der  Mechanik^*)  dargeetellt  and  werde  auch  an  ein- 
zelnen Ergebnissen  hier  nichta  neues  bringen,  doch  gelingt  ron  unserer 
allgemeineren  AnfiGursung  der  yiriaellen  Verschiebungen  ans  eine  zum  Teil 
neue  und,  wie  ich  auch  glaube,  klarere  Darstellung  des  SachYerhaltes, 
Insbeeondeie  ist  es  mir  jetat  auch  möglich  geworden,  den  Beweis  fttr  den 
Satz  fiber  die  ^eichzeitige  Extetenz  von  Eulerschen  Gleichungen  und 
Impulsgleichangen  rein  begrifflich  zu  führen.  Ein  rein  gruppenÜheoretisefaer 
Salz,  den  ich  in  meiner  Habilitationsaefarift  nur  kurz  angefOhrt  habe, 
dient  mir  dabei  jetzt  als  willkommene  Brflcke. 

*)  Auch  in  (kr  Zeitschrift  f.  Math.  o.  f kys.  Bd.  bO.  Heft  1,  1904.  Im  folgenden 
aiets  mit  „L.  E.  Ul."  bezeichnet. 


AniudaB.  LIS. 
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§  1. 

Beflnitiou  Uer  virtuellen  Verschiebnngen  bei  liolouomeu  und  bei 

niclit-holonomeu  Koordinaten. 

Wir  betraehten  zunächst  einen  freien  Punkt  bei  einer  bestimmten 
Bewegung  im  Baame,  also  daß  sein  PositionsFektor 

für  alle  Werte  der  Zeit  t  eines  gewiss  n  Intervalles  als  bekannt  gelten 
kann  und  damit  aucii  seine  GescLwindigkeii 

an  jeder  Stelle  seiner  Bahn. 

Wir  ordnen  nun  dem  Punkte  in  jedem  Augenblicke  eine  virtuelle 
Verschiebong  öx  zu,  indem  wir  setzen 

wo  0  eine  stetige  and  stetig  differentiierbare,  sonst  aber  willkfirliclie 
Funktion  der  Zeit  sei  Indem  wir  dann  sebreiben: 

wird  jedem  Piiiilcte  der  Bahn  ein  Nachbarpnnkt  zugeteilt. 

Es  ist  uiiii  für  die  Betrachtungen  der  Varintionsrechnim^r  wesentlich 
und  notwendige  die  Gesamtheit  dieser  Nachbarpunkte  als  neue,  variierte 

Babn  an&ufassen,  fOr  die  dann  ancb  ^  definiert  ist^  natürlich  als 

so  daß  die  Variation  ddx  =  dx'  —  dx  durch 

gegeben  ist  Es  besteht  also  bei  dieser  Auifassongsweise  swisehen  den 
YeiBchiebnngen  dx  und  dx  die  Beaiehnng 

òdx  —  dòx  =^  0. 

Diese  Auffassung  ist  aber  an  sich  keineswegs  notwendig;  selien  wir  dx 
und  dx  als  zwei  unabhängige  Verschiebungen  an,  so  ist  zwar  ddx  mit 
òr  Itekannt,  nicht  aber  ÒdXf  da  ja  dx  zunächst  nur  für  die  Bahn  selbst 

lieÜJiiert  ist. 

Wir  machen  also  auch  hinfort  noch  keinerlei  Annahmen 
über 

dòu  —  òdi 
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d.  h.  wir  lassen  uns  die  Definition  Ton  dx  außerhalb  der  einen 
ins  Ânge  gefaßten  Babn  noch'Tollkommen  freL 


Die  gleichen  Betawhtunjçen  können  wir  olfenbar  für  irgend  eine 
Variabele  q  anstellen,  die  wir  als  i^'unktion  der  Zeit  t  verfolgen. 


Nunmehr  ftssen  wir  ein  mechanisches  System  von  n  Graden  der 
i^Veiheit  ins  Ange,  also  daß  fiOr  jeden  seiner  Punkte  nnd  f&r  alle  Zeiten 

gesetzt  werden  kann,  wo  a,  b,  c  drei  von  der  Zeit  unabhängige  Parameter 
bedeuten,  welche  gestatten,  den  einzelnen  Punkt  des  Systems  7m  charak- 
terisieren; qif"-,q^  seien  die  mit  der  Zeit  veränderlichen  Lagrangeöchen 
Koordinaten.  Die  Zeit  t  selbst  komme  in  (f  explizit  nicht  vor,  das  System 
sei  also  nach  einer  Ausilruckaweis«  Boltzmiuins  skleronom.  Diese  An- 
nahme dient  einstweilen  zur  Vereinfachung.  (Uber  den  nicht-ukieronomen 
Fall  siehe  den  Schluß  von  §  3.) 

Von  etwaigen  nicht -holonomen  Bedingungsgleichungen  sehen  wir 
einstweilen  ab;  in  §  3  wird  noch  kurz  die  Rede  davon  sein. 

Die  n  Parameter  oder  Koordinaten  q  seien  übrigens  wesentlich,  es 
bestehe  also  keine  in  den  a^bfC  identische  Relation  der  Form 

wo 

T  di 

gesetzt  ist,  und  wo  die       von  den  a,  h,  r  unabhängig  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  definieren  wir  virtuelle  Verschiebungen  âx 
durch 

und  in  ähnlicher  Weise  virtuelle  Äudeningeu  für  jede  Funktion  i  der  q 
durch 


wohn  f&r  die  Ôq  das  au  anfang  dieses  Paragraphen  Gesäte  gelten  möge. 
Insbesondere  folge  auch,  entsprechend  dem  Charakter  der  d-Operation 
als  einer  Differentiation!  aus 

«7* 
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àx  "2  l^dn^, 

l 

(1)  ââx  -2&tf«a*«e  +^Î2*rftfi*), 

wobei  vir  aber  die  Definition  von  âdqj^  noch  ganz  in  der  Hand  behalten 

wollen. 

Bei  dieser  Willkür  itt  es  aber  wichtig,  folgenden  Sats  za  beweisen: 

Jede  Festsdeuiif]  üler  die  dÔq  —  âdq  bei  irgend  einem  unahfiänffigen 
Parameiersystem  der  q  bedingt  eine  Entscheidung  für  den  emtai^vtdienden 
Ausdruck  bei  jedem  anderen  unabhängigen  Parametersystem. 

Es  genügt  offenbar  ;  die  gegenseitige  Abhängigkeit  swiechen  den 
döq  —  Sdq  und  ddJ     ddx  zxi  zeitren: 

Neben  der  Gleichung  (1)  besteht  noch  die  folgende: 

(2)  ä»i-2!^^di,äq,+2hdiq„  . 

und  weil  hier 

ist,  SO  ergibt  neh  dnrch  Sabtraktion  von  (1)  und  (2): 

(3)  dâx  -ddx  =2  ïj,  (dâqj,  ~  Òdq^. 

2 

Die  Abiiiiugigkeit  der  ddx  —  ödx  von  den  döq^  —  àdq^  leuchtet  ein; 
fvLer  anch  das  Umgekehrte  trifft  zn.  Denn  denkt  man  sich  die  Glei- 
chung (3)  för  alle  a,  6,  c  aufgestellt  und  beachtet,  daß  die  dÒq  —  òdq 
von  den  h,  c  unahhann^ig  sind,  so  müssen  sich  alle  dÒq  —  òdq  durch 
Ko7ij]H>iieuteu  geeignet  gewählter  dÒJ  —  òdj  ausdrücken  lassen;  denn  eine 
der  zur  Bestiininung  der  n  (irößcu  äöq  —  Òdq  in  Betracht  kommenden 
Detcrniiimuteu  Grades  muß  von  Null  verschieden  sein,  weil  keine 
Relation  der  Form 

für  alle  &,  c  bestehen  sollte.  Und  damit  ist  unsere  Behauptung  be- 
wiesen. Inébesondere  mSssen  -also  oBe  ddq  —  âdq  versdudnden,  weun 
ddx  —  ddx  stets  NuU  isL   Sonst  kann  man  natOrlich  Uber  dàx  —  âdx 


*)  T*nß  wir  hi»*r  an  dem  di  fioro  iitiellen  Chnrakter  rler  J-dporation  festhalten,  c1a6 
wir  mit  aiuloroii  \Vort«n  auch  bei  der  (uueudhch  kleinen;  Vahatiou  von  dit  nicht 
aus  dem  Lagraugeachen  BewegungsiamiDfi  hemnitnten,  ist  sdilietiilich  aaèh  noeh  ivOU 
kürlich  und  muiStig.  Doeh  wollen  vir  disM  AnnalmM}  hier  gelten  laneD. 
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nicht  fitr  alle  a,  b,  c  vülktlrlieh  Tetfllgeiii,  fondem  nur  fiber  inagesamt 
»  anabbSngìge  Yer86hiebiiiige&;  die  andern  Komponenten  der  dàx  âdx 
flind  dann  so  an  wählen,  daß  die  Gleiehiingen  (3)  fllr  alle  a,  h,  c  mög- 
lich bleiben. 

Wir  wollen  jetzfc  die  Definition  der  yirtuellen  Verschiebungen  auch 
auf  nicht-holonome  Gesch windigkeitspararaefcer  ausdehnen. 

Wir  denken  uns  zur  Schilderung  des  äeschwindigkeitszuBtandes  des 

Sjatema  an  Stelle  der  n  Grdfien  neue  Geechwindi^eitaparameter  0 
durch  die  Unesren  Gleichnng^ 

m 

eingeführt 

Tu  dem  für  die  Bewegung;  in  Betracht  konimeudcn  Bereiche  sei  die 
Det< Dil  inante  ,  nicht  KuU,  80  daß  wir  die  Gleichungen  (4)  auch  nach 
den  a>  auflösen  können: 


loi 

Obwohl  nun  die  im  allgemeinen  keine  totalen  Ableitungen  nach  der 
Zeit  eind,  wollen  wir  doch  symbolisch  schreiben 

und      als  eine  nicht-holonome  (generalisierte)  Koordinate  bezeichnen. 

Auch  definieren  wir  den  Gleichungen  (4)  entsprechend  n  virtuelle 
Verschiebungen  durch 


(4")  **,-2v*«^- 
Durch  die  dO^  resp.  è&  ausgedruckt,  sei  jetzt 

1 

wo  aber  nunmehr 
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gesebst  ist,  oder  nach  Analogie  eines  wirklioheii  Diflbraatialquotienten 
symbolisch  geschrieben: 

Die  AnsdrHeke  did-  —  dd&  stehen  nun  zn  den  döq  —  ddq 
wieder  im  YerhÄltnis  einer  TollsHndigen  Abh&ngigkeii  Ee  isi 
lAmlich  nach  den  Gleichungen  (4")  and  (4') 


dà»,  -  »d»,  -^*„i(diq, - tdiü  +2  il^  -  l'A  «airfî. 

Xml  t,X 

oder 

Ç)         dâ»^  -  âd»^  {dêq,  -  ddq,)  +2  ß^^^^  d^^  dd,, 

X  ft,i> 

wobei  sor  Abkflming 
geeetst  ist. 

Man  erhemU  ìeidU,  daß  die  ß^^^  dann  und  iwr  dann  ventkwinden, 
mnn  die  9  mrkUdie  (hoUmme)  JBuoardinaim  sind. 

Wir  wollen  die  Gleichungen  (I)  die  „T ramiti ritits-  oder  Ober- 
gangegleiohangen"  der  ersten  Form  nennen.  Wir  erhalten  die  sweite 
Form,  wenn  wir  (I)  nach  ddq^  —  àdg^  auflösen: 

dâq,  -  âdq,         É^a  (dâ»^  -  à d^^)  -^i^x^  ^^s^e^^^^. 

C  9  Ih* 

und  dies  in  die  Gleichung 

ddx  —  òdi        1^  {dâqi  —  ^rfgj 

einseteen,  wobei  wir  die  Gleichungen  (5)  beachten.   So  bekommen  wir 
(T)    dâx  -êdî-^  I,  (dò», - êd»^  -2 ß^^,»»^^»„ 

die  Übergangsgleichungen  der  zweiten  Form. 

NieMiohnome  Koordinaten  9  sind  aho  Ui  unserer  al^femeineren  Auf- 
fassung der  virtuellen  VerscJiiebungeti  nicht  dadurch  gekennsseichnet,  daß 
dâd^  —  ödd-  von  Null  versdüeden  ist,  sondern  vielmehr  dvrdi  die  Form  der 
Beziehung  {ï)resp.  (1),  in  der  dê^  —  ôdd^  zu  dòx—èdx  re^.MU  dÔq  —  Ôdq 
steìU,  wetm  dk  q  wiridiàte  Koardinaien  sind. 
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§  2. 

Die  allgemeine  Zentmlgleichuug  und  die  Lagrange-Ënlerscheu 

Oleichnngen. 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  die  Mechanik  yon  jeder  Aimalime  Uber 
dâx  —  ddx  unabhängig  ist,  die  iiher  das  vorher  Qeeagfce  hinatiBgehi^  leiten 
wir  sonächst  die  allgemeine  Zentralgleiehnng  ab,  welche  den  Kern 
der  ganzen  Kinetik  bildet 

Wir  gehm  ron  der  Identität  eoe: 

(Ï .  d  X)  ^  I .  d +  d  (  ;  Ï  »)  +  5  (/^  d  ^  -  d  ^^)*) , 

wobei  ein  flbergeeetEter  Punkt  nach  Newton  die  Ableitung  nach  der  Zeit> 
x-dx  dae  innere  oder  Arbeiteprodnkt  der  Vektoren  x  nnd  dx  beaeiehne  uew. 
Dieee  Gleiehnng  etellt  sofort  die  fandamentalen  Begriffe:  TÌrtneUe  Arbeit 
der  Geeehwindigkeil^  ▼irtoelle  Arbeit  der  Beaehlennigong^  Idmetiaehe  Energie 
in  den  Vordergmnd. 

Sei  nnn  m  (a,  «)  die  Menée  eines  Sjstempnnktee^  nnd  yentehen  wir 
nnter  der  Operation  8  die  Sammation,  erentaell  Integration  Aber  alle 
a  y  h  J  Cf  so  folgt  ans  der  obigen  Idoitîiât^  wenn  wir  noch  die  kinetische 
Energie  dee  Systems: 

einftIhreDy  die  folgende: 

j-^\Sml  òx\  ~Smx'dx  +  äT-\-Sm]c-  f'J^-d^^- 

Da  non  nach  dem  d'Alemberteehen  Prinaip  fDr  alle  dqg  nnd  eleo  auch 
fttr  alle 

SmX'dX'^SS-âg 
ist,  wo      die  dem  Sjstempnnkte  eii^prägte  Kraft  bedeutet,  so  geht, 
wenn  wir  n  Sjstemkrftfte  Qi  dorch  die  für  alle  90^  beetehende  (}lei<dinng: 

m 

i-t 

nnd  n  Impulskomponenten     dnreh  die  analoge  Gleichung 

Jiô&g  =  Smx  -  ÔX 

deümeren,  obige  Identität  in  die  fdr  alle  d^^^  gültige  Gleicbmig  fiber: 

Günter  der  Aaaahme  dâU'-WwmO  bei  Lagrange  i  I  See.  Part 
Beek  17.  Nr.  ». 
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Zur  Umfonniing  des  letzten  Gliedes  ziehen  wir  nun  die  Über^ngs- 
gleichunpren  der  zweiten  Fom  (I')  hinzu  und  erhalten,  weil  man  leicht 
hudety  dafi 


(II) 


Diet«  ist  dif'  allgemeine  Zen t ral gleit- Ii ung;  sie  unterscheidet  fiicli  von 
der  Lagrange'schen  ZentrH!ir!(Me})nn«^*^  diirrb  das  Uinzutreten  der 
beiden  letzten  Summen,  welche  zusummeugeuoimneu  verschwinden,  wenn 
wir  dio.  Anualiiiie  ääx  —  Ödx  »  0  machen. 


*  ♦ 


Wir  leiten  jetzt  aus  der  Zentralgleichung  di^  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichnngen  ah.  Führt  man  in  ^ii)  die  Diôerentiation  nach  der  Zeit  aus 
und  bedenkt,  daß 


ist,  wo  wieder 


^  d% 


nach  Analcigie  eines  wirklichen  Differentialquotienten  gesetzt  ist,  so  fallen 
alle  Glieder  mit  dòi}  und  Òdi)-  lieraus  und  en  ergebeu  sich,  da  die  Zentral- 
gleichung identisch  in  allen       gait^  die  Uleichangen: 

die  lusammen  mit 

(in»)  -f'  - 1^ 

die  „Lagrange-Eiilerschen'',  d.  h.  die  allgemeinen  kinetischen 
Gleichungen  der  Mechanik  bilden.**) 

*)  Der  Sache  uach  bei  Lagrange,  t  I.  See.  Part.  Sect  IV,  Ni.  7. 

**)  „L.  B.  GL"  S  5,  (IV).  ÜbrigeiiB  haben  dieae  Gleichungen  beieits  V.  Tolterra 
{.ßopn  ana  elawe  di  eqoasiom  dinamiohe*',  Atti  di  Tonno  ZZZm,  18M)  und 
P.  Woronetz(,,ÜbardieBewegungägleichnngen  fürmdltiboloilOiiieS^^  (1tiinÌM!Ìi] 
Math.  Sboniik,  Moikau,  t.  XXU,  1901)  abgeleitet 
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Sie  sktd  0^  jede  Annahme  über  ädx  —  ââH  äbffdeUä  rnnte»,  und 
damU  isi  die  Sekat^pkmg  enoieeet^f  daß  jede  Annahme  iSber  dâx  —  9dx, 
wekhe  i&er  die  aSlgemme  differenOeUe  NiUur  der  d'OperaUan  htnansgàâf 
für  die  Medianik  an  «tcft  iäterfiüssig  isL 

Sind  die  #  wirküelie  Eoordinateiiy  ao  yendiwinden  die  ß,  wir  haben 
in  (III)  die  gewölulidien  Legrai^eBclien  Okidumgen. 

§3. 

Tirlaelle  TenchiebuigQii  uaà  Tuiationeii, 

(Das  Hemilto nache  Piinsip  nnd  da«  Priasip  der  Teriievenden  Wirkung.) 

Die  vollkommene  Freiheit,  über  dô^  —  èdO"  bei  irgend  eiuem  holo- 
nomen  oder  nicht-holonomen  Koordinatensystem  noch  völlig  verfügen  zu 
konoeii,  wird  man  natflrlich  benutzen,  um  z.  B.  in  einzelnen  Fallen  Ver- 
einfM&uugen  in  der  Ableitung  der  kinetischen  Glei<âmngen  za  wsielen; 
anch  dann,  wenn  man  Tom  d'Àlttnbertoehen  Prinzip  anf  einem  anderen 
Wege  zum  Ziele  schreitet^  ohne  die  Zenftralgleidliung  zu  paezieren. 

Auf  dieee  meHiodiacfaen  Yortofle  nnzerw  allganeinen  Auflassung  will 
ich  hier  nicht  eingehen,  da  dieser  Oesiohtsponkt  in  dem  bald  erscheinenden 
Lehrbuch  e  der  Kinematik  TOn  K.  Heun  in  konkreten  FUlen  durch- 
geführt wird.  Dagegen  sei  es  mir  gestattet,  darauf  hinzuweiseui  einon 
wieriel  freieren  Standpunkt  man  jetzt  hat,  um  von  der  Meohanik  Be- 
ziehungen zu  anderen  Gebieten  der  Mathematik  anzuknüpfen,  z.  B.  zur 
Variationsrechnung  und  zur  Lieschen  Gmppentheorie. 

Um  an  Behanntes  anzukattpfen,  will  ich  zuerst  die  Beziehungen 
zur  Variationsrechnung  kurz  skizzieren.  Bazu  ist  es  am  Platze, 
die  Annahme 

dòx  —  ddx  —  0 

zu  machen,  da  diese  Gleichung,  wie  schon  bemerkt,  für  die 
Variationsrechnung  charakteristisch  ist 
Bann  lautet  die  Zentralgleichung 

a  a 

die  wir  von  der  allgemeinen  als  die  Lagrangesche  unterscheiden  wollten. 
Setzen  wir  darin  die  virtuelle  Arbeit  der  eingeprägten  Kräfte 

21  Q,df^,  -  dA, 
a 

so  folgt  durch  Integration  zwisdien  den  Grenzlageu  0  nnd  1: 
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é 

1 

(IV)  ^J,ô»,'^^J\âA  +  iT)dt. 

Nehmen  wir  an  den  Grenzen  die  S^  —  0,  so  folgt  das  sogenannte  Hamil- 
tonsehe  Prinzip,  das  für  den  Fall,  daß  eine  Kräftefunktion  V  existiert, 
die  Fonn  annimmt: 

Denken  wir  uns  aber  J  {V    T)dtf  unter  Benutzung  der  Beweguugs- 

gLeidrangen  in  der  lategnlfonn,  ab  Funktion  der  Grenzkoordiniiten 
und      anflgereohnei  nnd  gleidi  * 

gesetzt,  so  ergibt  sich  ans  Gleichung  (lY)  das  Prinzip  der  Ta^iieren- 
den  Wirkung  Hamiltons  in  der  fttr  nichtiiolononie  Koordinaten  Über- 
tragenen Fonn: 


Ist  nun  unaer  Sjetem  T<m  11  Freiheitsgraden  nodi  «r<M  im  all- 
gemeinen nicht'holonomen  Bedingungsgleichnngen  unterworfen, 
in  denen  die  Zeit  eiplicit  nieht  Torkomm^  so  kann  man  diese  Bedingungs- 
gleichungen auf  die  Form 


=.0.  .«,-0 


bringen,  indem  mnii  die  fo  geeignet  wHhlt. 

Die  Variationen  sind  also  jetzt  durch  die  Gleichungen 

beschriinkt,  denn  die  virtuellen  Verseli iobtingen  mtlssen  naeh  dem  Prinzip 
der  virtuellen  Arbeiten  den  Bodingungsgleiehungen  geniigen;  im  übrigen 
ändert  sich  an  den  früheren  Betrachtungen  nichts,  als  daß  von  den  n 
Lagrange-Eulersehen  Gleichungen  jetzt  nur  die  n  —  v  ersten  stehen  bleiben, 
wozu  noch  die  v  Gleichungen 

hinzutreten.'^) 

Es  ist  nun  hei  dieser  DarHt«lluüg  gleich  von  vornherein  klar,  wie 
das  ITamiltonsche  Prinzip  bei  nicht-holonomen  Bedingungs- 
gleichungen zu  verstehen  i^t    £6  muß  wie  vorhin 

  */(F+T)4f<-0 

♦)  ^  B.  ÖL"  I  7. 
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sein,  wobei  aber  die  Variationen,  dem  Prinzip  der  TÜtuellen  Veiecliiebangeii 
gemfU);,  doioh  die  Bedingungen 

eLageschränkt  sind,  ans  denen  die  Gleichungen 

^  0  •  •  •  dô9^  —  0 

folgen. 

Dri.v  I lamütonsclte  Frimip  lud  also  bei  nüJitrliolommm  Bcduußing^- 
(jUichuiUjin  ganz  und  gar  nichts  meJir  mit  der  Aufgabe  der  Variaiiom- 
rechnung  eu  Utn: 

unter  den  Bedingungen 

CO      , ,  =  0  '  '  '  CO  =0 
jm  vimm  Minimum  zu  nuic'hni:  denn  bei  diesem  Probleme  sind  die  Varia- 
iioueâ  aUeiu  den  Einschränkungen 

unterworfen,  Ôleiolmngen,  welche  tou 

—  0  •  •  •  dò9^  —  0 

im  àUgemeànen  TollitSndìg  verMâiiedea  eind. 

Ich  davf  vieUeieht  herrorheben,  dafi  man  die  H6|^chkeit,  die  Tor» 
stehenden  Tatsachen  so  scfaneU  nnd  klar  an  gewinnen,  in  erster  Linie 
Lagrange  selbst  yerdankty  da  er  ans  die  Zentnl^eichung  wenigstens  in 
ifaiön  Kerne  schenktei  (L  c) 

Noeh  eine  Bemerkung:  Ist  das  System  nicht- skleronom,  konunt 
also  die  Zeit  explicit  in  x  und  in  den  Tor,  und  sind  fémer  die  Glei- 
drangm,  welche  die  ^  and  die  q  verknflpfen,  nicht  homogen,  so  fOhre 
man  statt  i  eine  ii  +  1"**  Koordinate 

ein,  mache  damit  auch  die  Gleichungen  zwischen  den  g  und  9  homogen 
und  arbeite  nun  mit  den  m  +  1  Koordinaten  genau  so,  wie  bis  jetst  mit 
den  «I  Koordinaten.  Zu  eventuell  Torhandenen  Bedingungsgleichungen 
nehme  man  noch 

-  0 

hinin.  In  die  flbrighleibenden  (»,  resp.  n^v)  Lagrange-Enlerschen  Glei- 
chungen  setn  man  dann  wieder  flberall  ^.^.f  ^  i. 

Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  folgt  daraus,  daß  im  Ptìnzip  der 
Tirtnellen  Arbeiten  die  Zeit  nicht  su  yaiüeren  ist 
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§  4. 

Virtuelle  Versehiebungen  und  infinitesimale  Transformationen. 
(Enlerielie  Gleiehoagea  and  IjapuUgUiohungen.) 

Um  Beziehvittgen  sur  Liesehen  Grnppentheorie  heniutdkny 
empfiehlt  sich  eine  mumigfiuslie  AnühsBongsweiee  der  ê9  nnd  âd^. 

Stets  wollen  wir  jetst  die  als  konstant  ansehen,  (nur 
nicht  in  der  snletst  angestellten  Untersuchung.) 

Dann  liegt  es  nshe^  die  Gleichungen 

als  infinitesimale  Transformationen  aufsu&ssen.  Die  sind  inr 
finitesimale  Xonstante^  die       die  Größen,  die  Lie  ebenso  beieichnet. 

Dieser  ÂufPassnng  entspridit  als  Symbol  der  p***  infinitesimalen 
Transformation 

Welchp  Rolle  nun  die  ß  der  Übergaugsgleichungen  bei  dieser  Auiiaäsuug 
spieleo,  erkennen  wir  am  besten,  wenn  wir  auch  nocii 

annehmen,  also  die  s»  nngeändert  lassen. 

Dann  lauten  nSmlich  die  Übei^pmgsi^eichungen  der  eisten  Form 

äSq,  -  êdq,  ^ 

oder,  wenn  wir  einmal  alle  und  alle  dd'^eich  Null  setzen  bis  auf 
â^f^  —  1  und  d^,  =  1,  in  leiditrerstiadlicher  SchreibweiBe 

—  denn  ee  ist  ß^,„  ^  —  ß,uo  —  <Lh.  wenn  wir  noch  nach  Jacobi 

setzen, 

Die  ^^^^  p  sind  also  gerade  die  KoeffizienUm,  mit  deren  Hilfe  sich  die 
Jacobinehm  Symbole  (2L^,  X^  Unear  dwrài  die  X^  ausdrücke».  Erteugen 
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in^)€sondere  die  n  infinitesimalen  Tratii,jo> mationen  eine  n-f/lmiriye  Gruppe 
mit  den  Lieschen  Kmsiaiüen  c^^^  der  Zitsammensäzuny,  so  ist 

die  Koeffufientm  in  dm  Überga9ig8ffUidwngen  $ind  dam  also  konstant.*) 

Halten  wir  noch  einen  Äugenblick  an  der  Annahme  ddd-  =°  0  feat^ 
Bo  ist  jetzt  âT  nichts  anderes  als  die  infinitesimale  TransformatìiMi  Ton 
T  bei  konstant  gehaltenen  0,  oder  es  ist 

bei  konstantem  a. 

Wenn  daher  T  alle  infinitesimalen  Traustorniationen  bei 
Konstanten  w  gestattet,  so  lauten,  wie  mim  aus  der  allgeììieinen 
Zentralgleichnng  (IL)  sofort  erkennt,  dio  Bewegungsgleichungen 
einfach: 

4? +2 /»i.V.«'.',-«,. 

Ich  habe  diese  Gleichungen  als  Eulersche  Gleichnagen  ira  weiteren 
Sinne  bezeichnet.**)  Die  sind  dabei  lineare  Funktionen  der  <o^  mit 
konstanten  Koeffizienten,  weil  T  eine  ebensolche  quadratische  Form  der 
ti  wird;  sind  noeli  die  ß  -  -  /•  konstant,  so  enthalten  die  linken  (kinenia- 
tischeni  Seiten  der  Gleichungen  an  Varial)elu  nur  noch  die  0.  (Eulersche 
GleichnngtiU  im  engeren  Sinne.)  Jedes  freie  System  besitzt  Eulersclie 
Gleichungen  im  weiteren  Sinne:  diese  Ol -ichungen  sind  also  ebenso  all- 
gemein wie  die  Lagrangescheu  Gleichungen. 

Auch  die  Annahme 

hat  in  der  Gruppentheorie  ihre  Bedeutung.  Dnrch  sie  erhält  man  näm- 
lich aus 

die  erweiterte  PunkttrausformatKjn 

Ms, -Mit.- 2' 5; 

  ei».*» 

*)  E.  Ul."  §  3,  (U).  Der  Beweis  ist  dort  auf  direktem  Wege  erbracht;  auch 
liegt  der  Nachdnck  mehr  auf  der  Yenrandtaehaft  der  Übergangsgleichongen  ta  dea 
Gleichungen,  welche  die  infiniteaimalen  Transformationen  dee  a^ungierten  Grappe 

definieren. 

**)  ,JL.  E.  öl."  §  10,  (VII). 
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und  die  übergaugsgleichun^eu  der  ersten  Form  ergeben  jetzt  die  infini- 
tesimalen Änderungen  der  oj,  insofern  diese  durch  die  Verknüpfung  mit 

den        und  durch  deren  soeben  angeffihrte,  infinitesimale  Änderungen 

bestimmt  aind.   £9  wird  aber  nach  den  Gleichungen  (I) 

die  Variation  von      bei  der  erweiterten  Ponkttnuasformation. 
Au  der  Zentralgleichang  in  der  Lagrangeechen  Form: 

folgt  aber,  da  die  dd'j,  konstant  sind,  nnd  da  âT  jetât  im  Sinne  der  er- 
weiterten Ponkttranaformation  aufealiusai  isl^  nnmittdbar 

wo  jetat  X|7  die  X**  infinitesimale,  erweiterte  Piinkttranaformation  Ton  T 
bedeutet 

NaUklù^  ist  diete  Glek^mt^  mU  der  entsprediende»  Loffrange-EvXer' 
aehen  Gleidimg  vcUkmmen  idenUBch;  wir  haben  nur  eim  neue  Auffà88mig&- 
vfeise  fUr  diese  ffewonnen. 

Gestattet  tMs&etoiMfore  T  die  A"  erweiierte  J^tMransforniaiim,  §0  daß 

ist,  wobei  jetzt  die  den  Gleichungen  (6)  entsprechend  /.u  variieren 
sind,  so  lautet  die  i}'  lkwi^uiu^6(/leichunff  eii^ach: 

-gr"  Va- 

Ich  habe  diese  Gleichungen  als  Impulsgleichungen  bezeichnet'*') 

Um  nnu  ähnlich,  wie  beim  starren  Ktir|M  ]  ,  der  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht,  Inipulsgleichungen  und  Ëuiersche  Gleichungen  in  Beziehung 
zueinand^^r  zu  setzen,  fragen  wir  uns: 

Wann  kann  man  die  Impulsgleichungen 

(TOrausgesetzt,  daß  sie  die  Bewegungsgleichongen  des  Systems  darstellen) 
dnroh  £inf(l)irang  neuer,  nnabhängiger  0': 

n 

ini 

*)  „L.  E.  Gl."  ä  9. 
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in  Eulersehe  Gleichungen 
Terwandeln? 

(Alles,  waa  sich  auf  die  a  bezieht,  versehen  wir  hinfort  mit  Strichen.) 
"Wenn  das  möglieh  sein  soU,  so  muß  bei  der  Substitution  (7)  tfT««  0, 
worin  nach  (6) 

SU  setsen  ist>  in  d'T^O  ttbergehen,  wo  man  aber  jetei 

aa>j--0   d.h.  êd^i^O 

80  ndbnen  hat. 

Damit  wir  aber  nunmehr  allgemein  ôT  =  â'T  setzen  könnpn,  müssen 
wir  die  Variationen  Ô  und  ö'  in  gleicher  Weise,  also  etwa  beidemule  ala 
erweiterte  Pnnkttransformationen  auffassen.  Entgegengesetzt  der  irüheren 
Annahme  wollen  wir  also  auch  jetzt  bei  Betrachtung  der  Euleischen  Qlei- 
chungen 

dôf{  —  ddq  0 

Torausset/pn,  wodurch  freilich  dààî'^O  unmöglich  geworden  ist  Viel- 
mehr ffiofi  man  jetzt 

annehmen.'^  Für  die  m  dagegen  bleibt 

dd»  -  0. 

Ea  toll  also  jetat  einmal  â'T^O  sein  bei  konatant  gehaltenen  m\ 
wenn  alao  dop'«—  0  geaetat  wird;  dann  aber,  da  i^T^  dT  —  0  lat^  ancL 
hei  derart  Tariierten  a%  wie  dies  der  Beaiehung 


(7)  fl»«  —  ^,Egim 

i 

entspricht.   Daher  muü  infolge  dieser  Beziehung  (^7) 

m  M 

a-1  1=1 


*)  Diese  (ileichungnn  sind  als  Ditferentialgleichungcn  für  die  9^'  auiV.ufasspn. 
An  cintT  Stdle  »ier  lîiihn  kann  man  die  S 9'  noch  willkürlich  wühlen,  dann  sind  sie 
aber  für  die  ganze  Üabn  bestimmt.  Dali  die  dt^'  hier  nicht  konstant  üiud,  wider- 
•priebt  nicht  der  AnfCMmnig  der  ^-Opeiatio&  als  einer.iiifiiiiteninalen  Tkaiwfonpatioii; 
die      koiistaat  la  neluneii,  ist  nur  für  manche  Zweeke  angenelun. 
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wcrdeu,  oder  da  dies  natürlich  iür  aile  J'  gelten  soll,  so  muÜ  auch  in- 
folge (7)  von  selbst 

werdm 

Mithin  liaben  wir  jetzt  folgende  Frage  sa  beantworten: 
Wann  kann  man  durch  eine  Sabati tnti on 

(7)  «;-^£ir,a»2 

a 

die  Annahme  rM^  =  0  in  die  Annahme  àiW  =  ^  überführen? 
(Dabei  soll  natürlich  die  Determinante  von  Null  Terschie- 

den  sein.) 

Uml  die  Antwort  lautet: 

Ei  mwiseu  die  iußnitesimalen  TranrfomuUionen 

i 

etile  n-fßieärige  Gruppe  ertaigm. 

Zum  Beweise  dieser  Behaaptang  ist  es  nfitslich, 

and  ^ 

als  zwei  uniililiiingige  Klassen  von  je  n  iufiiiitesinialeu  Transformationen 
aufzufasseuj  die  iuhnitesimalnii  IWanieter  öd  und  di^'  sind  nach  den  An- 
nahmen 

â9»~0  nod  d<2»'-0 

voneinander  onabhangi^. 
Die  Y<»raas8etzimg 

bedeutet  dann  nichts  anderes,  als  daß  diese  beiden  Klassen  von  Trans- 
fonnationen  mitdnaiider  Tertaoscbbar  sind,  da0  also 

(Xp,  A7,)  ^  0 

ist  fur  alle     9.   Denn  ich  kann  n)ir  ja  die  Operation  d  mit  Hilfe  der 
die  Operation  â  aber  mit  Hilfe  der  dd  ausgeführt  denken. 
Haben  wir  umgekehrt  zwei  Klassen  von  infinitesimalen  Transforma- 
tional, fBr  welche  die  Determinanten  und  nicht  null  sind,  so 
lassen  sich  immer  eindeutig  Größen  E^  ;^  finden,  sodaß  identisch  in  allen 
die  Kelatiou  (7)  besteht  Verschwinden  dann  alle  (Xç,  X,',)  nnd  nehmen 
wir  ädq  —  âda  —  0  an,  so  geht  bei  dieser  Snbstitntion  (7)  dàê^  ^0  'm 
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àd4/^  0  Aber.  Der  Beweis  fDr  diese  Umkehning  ist  so  elementar,  daß 
ich  nicht  danuif  eiiaugelieii  Imnehe. 

Wir  haben  also  nnr  noch  folgenden  Sats  m  heweiaen,  der  einen  rein 
gruppentheorstisohen  Charakter  trügt: 

Habat  wir  twei  Klassen  von  je  n  infinHesmalm  TramformaHoitm  m 
je  n  VanäMn: 

i  i 
und  icrschunndet  keine  der  Determinanten  \%x'  identisch,  ao 

kÖHwn  die  Transformafionpfi  der  eimn  Klasse  nur  dann  mit  nUen  Trans- 
formationen der  änderet  Klasse  veriausehixu  sein,  waiti  die  Transj ormai tontm 
jeder  KUiSse  eine  n-yliedri<fe  Gruppe  eizeugen.  Natürlich  sind  die  Gruppen 
dann  einfach  transitiv  und  zueinander  reziprok.*) 

Beweis:  Âiigeuommeu,  wenigstens  eine  der  beiden  Klassen  bilde 
keine  Grappe,  es  sei  also  etwa  (X^,  Xg)  nicht  linear  durch  die  Xi  aus- 
drûokbar  mit  konstanten  Eoeffizioiten.  Dann  folgt  aus  der  Jacobischen 
fielation 

((ZjXa)3K)  +  (ÂZOXç)  +  (SXX^Xo)  -  0, 

dafi  anch 

((XçX„)x;)«o, 

d.  h.  daß  die  neue  inüniteiiioiale  Transformation  (X^^  X»)  ehen&Ua  mit 

allen       vertauschbar  ist. 

Wenn  also  die  X^  keine  n-gliedrige  Gruppe  erzeugten,  so  gäbe  es 
mehr  als  n  unabhängige  mit  allen       vertauschbare  Transformationen. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  daß  es  höchstens  n  solcher  Transformational 
geben  kann,  womit  dann  der  Beweis  des  Satzes  erbracht  ist. 

Betrachten  wir  in  dem  »i-dimensionalen  Räume  der  q  einen  Punkt 
innerhalb  des  Bereiches,  in  dem  die  Determinante  '  l^.i  [  nicht  mill  ist, 
80  kann  »tau  jedenfalls  n  Konstaute  f,'  •         ho  bestimmen,  daß  aus  jP| 
durch  eine  Iransformatiou  T'  der  durch  die  DiÜerentialgleichungen 

dt 

definierten  eingliedrigen  Gruppe  ein  beliebiger  Punkt  in  hinreiehender 
NShe  Ton  herroigeht  Dies  ist  deshalb  möglich,  weil  die  Determinante 
der       von  Null  Tezscliieden  ist 

Wenn  ich  nun  irgend  eine  Transformation  T  nehme^  die  mit  T'  rer- 
tausehbar  ist  und  durch  welche  P|  in  Q^,  P^  in  übergehe,  so  heiftt 
TT  ->  TT  niehte  anderes,  als  dafi  ^  ans  4  ^xxnAi  dieselbe  Translbr- 
mation  T  herrorgebt,  wie  P»  aas  P^. 

•)  ,.L.  E.  Ol."  §  11,  Schlufiiftte. 
H*tl)«ma(Mah«  Aanalaa.  LDL 
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Betradhten  wir  abo  atte  T,  welche  in  ttberlUiieiii  so  llihieii 
dieie  auch  jeden  andem  PtanìA  P|  in  einen  gaos  hestimmtai,  von  der 
heaonderan  Wahl  der  T  unabhängigen  Pimkk  Aber,  aindieh  in  das- 
jenige  Q^,  das  ans  durch  das  eine  T*  hervorgeht,  das  P|  in  Pf  ver- 
wandelte. Daher  sind  alle  diese  Transformationen  T  identisch,  es  gibt 
nur  eine  einzige  Transfonnation  T,  die  in  fiberftthrt.  Und  da  ^| 
durch  »  Koordinaten  bestimmt  int,  so  gibt  es  auch  nur  n  Transforma» 
tionen  T,  welche  mit  allen  n  Transfomiationen  T'  ?ertauschbar  sind. 

Damit  iet  also  erwiesen,  daß  die  eine  «-gUednge  Gruppe  eraengea 
und  natflrlich  auch  die  X,'. 

Da  nun  auch  umgekehrt  zu  jeder  Gruppe  eine  reaiproke,  mit  ihr 
TNtauschbare  Gruppe  existiert,  so  haben  wir  das  Theorem  bewieaen: 

Es  können  dann  und  nm  dann  gleichzeitig  EuUrsdie  Oleici ntugen  und 
Impulsgleichungen  bestehen,  wenn  die  Koeffizienten  ß  der  Ühergangsgleichungen 
konstant  sind,  d.  h.  u^n  die  den  n  vitiuellen  Verschidmngen  entspredundm 
n^nitesimaien  Tramfm-maiioneii  eine  n-gliedrige  Gruppe  erzetigen. 

Ein  eiufaches  Beispiel  bietet  der  starre,  um  einen  festen  Punkt  dreh- 
bar« Krtrper^  die  in  Rede  stehende  Gruppe  ist  die  dreigliedrige  Gruppe 
der  Drehungen.   

Ich  habe  damit  die  Beziehungen  der  Mechanik  zur  Lieschen  liruppeu- 
theorie  so  weit  entwickelt,  als  es  mir  fîir  die  Zwecke  der  vorliegenden 
Arbeit  notwendig  erschien  Wegen  der  weiteren  Äustüiirungen  darf  ich 
vielleicht  aul  même  Habilitationsschrift  verweisen. 

Earlaruhei  im  Februar  1904. 
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Über  die  Adjimktion  von  lutegralen  linearer  homogener 

DifiereatialgleichongieiL 


Von 

AmiD  LoBWT  in  FraÜNixg  i  Br. 


W  0+is(«)jC.--. +  •••+»-(*)»••• 

ax  ax 

sei  eine  lineare  homogene  Diiferentialgleichiiiig.  Von  den  Koeffizienten 
Pi(ß^)f  '  '  '}  Pmi^)  setzen  wir  voraus,  sie  betitien  in  der  Ëbene  einen 

gerne insameii  StetigkeitsbereicL  S,  in  dem  jede  dieser  Funktionen  eindeutig 
und  regulär  analytisch  ist.  Durch  die  Koeffizii  nten  i>^(^),Pi{x),  •• -^p^ije) 
wird  ein  gewisser  Rationalitätsbereich  P|  beatimuiL  Dieser  Bationa- 
hiattbereich  P|  soll  das  kkmste  Funktìonenstfstem  sein,  das  durch  die 
ChsanUheit  aller  reellen  und  imaginären  Konstanten  sowie  sâÊHiSÀdiÊt 
Koeffizienten  j)i(ar),  Pi{x)f  •  -,  P«W  der  vorgdegten  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  (D)  entsteht  und  in  sich  derartig  abgeschlossen  ist,  daß 
man  je  zwei  Funktionen  de.^  Systèmes  uìiiereinander  addieren ,  subtrahieren, 
muitiplisieren  und  dividinen  (ausgenommen  die  Dir/sion  durch  NuU)  sowie 
eine  jede  differentiiere»  kann,  ohne  hierdurch  das  FuniUionenajfstem  jm 
verlassen. 

Wegen  der  Vorauyyetzung,  daß  die  Funktionen  p,(.ri,  /  =  1,  2,  •  , 
in  S  regulär  niud,  t  ilgt,  daß  uur  Funktionen  mit  polaren  Unstetig- 
keiten  in  S  enthält;  die  ainguiäreu  Funkte  der  Funktionen  von  P,  sind 
also  in  S  isoliert,  y^,  y^,  -,  t/,„  bedeute  ein  beliebiges,  aber  bestimmt 
gewkliltf  s  1^  tiiidamenta]sY«iteM!  von  Integralen  von  (D),  das  etwa  durch 
seine  Autaugswerte  und  die  seiuer  Abgeleiteten  bis  zur  m  —  i**"  Ordnung 
für  eine  Stelle  x^x^  im  Innern  des  Bereiches  S  fes^elegt  ist.  y,,  t/j,  •  -  ,  t/,„ 
sind  Uberiii)  in  S  reguläre  analytische,  jedoch  nicht  notwendig  ein- 
deutige Funktionen. 

Wir  beweisen  folgenden  Fuudamentabatz,: 

Bilden  y^,  y^,  •  •  -,       ein  Fundamefitidsystetn  van  Integralen  von  (D), 
so  kann  man  eine  überaU  im  Stetigkeitsbereiche  S  r^fvdäre  analytische 

«8* 
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Funktion  V  von  folgender  JEigenseiiafì  bestimmen:  V  isi  eine  ganMe  reMo- 
naie  Funktion  von  Pi,  y,,  •  •        der  besonderen  Form 

so  daß  «1,  «1,  '  *  *,  dem  oben  definierten  BaÜonäUtätsibereiehe  an- 
gehört^, id)eroU  in  8  regMre  Fwdetìomen  sind  und  stlcft  jedes  der  LUegrale 
ffi,  ftr  "  lfm  ^  jKUure  roHonaU  Funktion  von  V  und  dessen  Abgdeifiien 
mit  Ko^fieienim  aus  P|  ausdrwûfeen  läßt 

Dieser  Satz,  dafi  die  Adjantction  Ton  y^,  y,,  *  y«  <xl^f  ^  Pi  «Ue 
Konstuitea  ^thalten  soll,  die  Adjunktion  all«-  Integrale  von  (D)  zu  Pj 
durch  die  Adjunktion  von  V  allein  ersetzt  werden  kann,  ist  das  Funda- 
ment  der  Picard-Vessiotschcn  Theorie.  Mit  diesem  Satze  haben  sich 
auch  die  Herren  Beke*)  und  Picard**)  ben  it  K  '^chäftigt,  nur  ist  bei 
den  gttiannten  Untersuchungen  nicht  der  Rationaiitätäbereieh  P,y  sondern 
ein  anderer,  im  aUgemeinen  weiterer  Rationalitätsbereidi  P,  verwandt 
worden.  Falls  der  von  uns  definierte  Rationalit}itsiit'i.Mrli  die  unab- 
hängige Variable  x  enthält,  ist  Pj  mit  P,  ideatiseli.  Enthält  aber  P, 
nicht  die  unabhängige  Variable  r,  «lo  golit  P^  aus  P|  durch  Adjunktion 
TOn  X  hervor.  Beispielsweise  besteht  für  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rential^ichnng  mit  konstauten  Koef^zienten  P^  nur  aus  der  Gesamtheit 
sSüet  reellen  und  imaginären  Konstanten,  Pj  hingegen  ist  der  Bereich 
aller  rationalen  Funktionen  von  x.  Besteht  Pj  zum  Beispiel  aus  allen 
rationalen  Funktionen  von  f^,  so  enthält  P, ,  ahgpseheii  von  allen  Kon- 
stanten, keine  rationalen  Funktionen  von  ./•,  woliintregen  Pj  außer  allen 
Funktionen  von  Pj  noch  alle  rationaU'n  1  miktioncn  von  x  umfaßt. 

Dom  Uuistand,  daß  da<?  oben  liesproi-heiie  Theorem  nur  für  Pj  be- 
wiesen' ist,  ist  es  wohl  allein  '/.iiz.usrhreibeu,  daß  H»  j  i  Picard  in  der 
fundamentalen  Darstellung,  die  er  im  dritten  Bande  seines  Traité  d'ana- 
Ivse,  p.  tt.  der  nach  seinem  und  Herrn  Vessiots  Namen  genannten 
Theorie  gibt,  von  dem  der  Fnter^nehung  zugrunde  liegenden  Uationalitäts* 
bereiche  voraussetzt,  er  soil  die  unabhängige  N'ariable  x,  also  alle  ratio- 
nalen Funktionen,  enthalt^in.  „On  considère  lomme  faisant  partie  du 
domaine  de  rationalité,  1  ensemble  des  lunctions  rationelles  de  x,  des  a{x) 
et  de  lours  dérivées"  (p.  Ô4l ).  Auch  Herr  Vessi nt  hat  bei  Besprechung 
der  Theorie  der  von  Herrn  F.  Klein  sogenannten  Katioualitätsgruppe  im 
zweiten  Bande  der  EncyklopUdie  der  mathematischen  Wissenschaften 
S.  289  (Nr.  iiï)  die  Voraussetzung,  daß  der  Rationalitätsbereich  die  uu- 


*)  K  Beke,  Über  die  allgempìnate  Differontialresulvente  der  homogenen  Uncaran 
Dilferentiulgleichungeu.    Math.  Auuaieu,  Bd.  4ü,  S.  607  (ld9ô). 
•*)  E.  Picard,  traité  d'aualjue,  t.  8,  p.  öSl  (Paria  189«), 
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abhängige  Variables  enthält.*)  Infolgedessen  dürfte  ein  Eingehen  auf  den 
oben  mitgetfilfen  Satz  pjerrrhtfertigt  sein.  Für  den  Beweis  sind  zwei 
Fülle  zu  unterscheiden,  nämlich  ob  die  lineare  homogene  Differential- 
gleichung nur  konstante  Koeffizienten  besitzt  oder  die  Koeltizienten  nicht 
ausnahnislo«;  konstant  sind.  Im  §  1  beweisen  wir  den  Satz  für  lineare 
homogene  1  )itterential;xle'^bun£ren  mit  konstanten  Koeffizienten,  im  §  2 
für  solche  mit  nicht  konstanten  Koettizienten.  Hierbei  sind  wir  mit 
freundlicher  iTeueiimifrunu'  von  Herrn  St  ickelberger  in  der  angenehmen 
Lasre,  für  die  lineare  homoy;ene  Ditterentialgleichung  mit  konstanten 
Koettizienten  außer  unserem  aut  Determinanten berechniuig  beruiienden 
Ht'wt'is  einen  eleganten  und  einl'aciien  Beweis,  d.n  uns  Herr  8t ickel- 
berger gütigst  mitteilte  und  wofür  wir  ihm  auch  hier  noch  verbintilichst 
danken,  den  Fachgenossen  vorzulegen.  Im  3  weise  ich  kurz  darauf  hin, 
(luij  r  so  gewählt  werden  kann,  daß  es  einer  linearen  homogeuuu  DitferenUaJ 
gleichung  n)it  Koeffizienten  aus  P,  genügt.  Der  bewiesene  Satz  läßt  sich 
daher  auf  folgende  Weise  aussprechen:  Anstatt  sämtliche  InU'graic  einer 
linearen  hom<nfeneii  Ditferentialyleivhumj  (D)  dem  liationalitätsbereiche  Pj 
zu  adjungiercn,  ytmiyl  die  Adjunktimi  eitm  eituiym  Intégrais  einer  gewissen 
linearen  homogenm  DiffereiUialgleidmng  mit  Koefffgienten  aus  P,. 


§1. 

Die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (D)  habe  konstante  Koeffi- 
zienten und  laute: 


Der  zu  wähh  nde  Kationalitäi<?bereich  Pj  ist  für  den  zu  betrachtenden 
Fall  der  Bereich  aller  reellen  und  imaginären  Zahlen. 
Hat  die  algebraische  Uiuichung: 

+     p'"-^  +  .  . .  +      =  U 

die  untereinander  yerschiedenen  Wurzeln  •  •  *,  Qj  in  den  Multipli- 

sitäten  +  1 ,  +  1,  •  •  +  1  (»ii  +  Wj  4-  •  •  ■  +  »'^  +  j  =  w»),  so 
kann  man  für  die  lineare  homogene  Differeutialgleicbuog  (D)  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  ein  Fundamentalsystem  y^,  y^,  •  *  Ton  Integralen 
wählen,  daß  jfi,  jf,,        tf^  Funktionen: 


*)  Bei  dieser  (it  U';,'onht^it  t  t^iaerke  ich,  daß  mciue  Arbeit  „Über  i'edazible  lineare 
hoiuogeDfs  DilferentialgleichiiDgen"  (Math.  Ann.  Bd.  66;  Ktilliscbwcigünd  die  Axinahme 
enthtlt,  daS  äUe  Konitanten  dem  Rationalitâtskereiche  angebilren.  Ein  Teil  der 
ISBtae  orfordert  jedoch  nicht,  wie  ich  bei  anderer  Gelegenheit  zeigen  werde,  die  Zu- 
^(ehdrigkeit  aOer  Konstanten  zum  fiationalit&tilMireiohe. 
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^**.ar"*  Jti*.^^\  JI^',^l£1  ... 

^    *         -IF»^  •  dir»  '«"^ 


fpi*     »Ii     û.T    '/x'"'     O  X  d*x"*i  ç.g  «f"/x"V 


aind. 


Ali  Fanktion        «1^1  +  ti,y,  H  h  u^tfm  ^'KUm  wir: 

dann  bukì  11^,»^,  -  -  -,      konstant  angenommen  und  gehören  miihm  dem 
Rationalitätebereiche  P|  an. 
Wir  bilden: 


:  +(  ».  )•••*  15^  + 

,  /m  — 1\    „  -    t  ^  -  d"»x*^  . 

*        '  '  '  ^w.r  ^  nur  dl»  sich  auf  berieheiidMi 

Glieder  hiugescliriebeii. 

Wie  die  vorsufgehendeu  Formeln  lehren^  drücken  sich 
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linear  und  homogen  mit  konstanten  Koeffizienten  aus.  Wir  betrachten 
die  aus  den  Koeffizienten  von  yi,  If^,  ,  ^^^^  der  rechten  Seite  der 
obigen  linearen  Gleichungen  gebildete  Determinante  A;  von  dieser  Deter- 
minante A  sclmibeii  wir  nur  die  auf  ç^  sich  beziehenden  Kolonnen  hin: 


1 

0 

0 

0 

«••  0 

«1 

0 

0 

0 

ft' 

0) 

0 

0 

« 

♦ 

« 

• 

* 

0 

• 

* 
• 

« 
* 

• 
• 

• 

• 

»r-'("7')  ort;') 


Um  daa  Nichtreridiwlnflcii  der  Dvtemunaiite  A  naolisiiweiieiiy  bedenken 
wir,  deB  die  Funktionen: 


«fr", 


«»<fr' 

«^<fr' 

1  » 

8!  ' 

«,1  ' 

««€fr' 

•  •  • 

1  » 

a!  » 

«Hl  ' 

1  ' 

it  ' 

m/1 

auch  ein  Fundamentalsjsiem  der  DiÖVrentialgleirliung  (D)  sind.  Wir 
bezeichnen  die  eben  angegebenen  Funktionen  in  der  hingeschriehenen 
Reihenfolge  mit  z^,  Z|,      •  •  't^^  und  bilden  die  Wronskiäche  Determinante 

jgfi-i)     . . .  ^-1) 

ffir  den  Wert  a;  —  0  der  Variablen  j:.  Da  r  =  0  eine  reguläre  Stelle  der 
Diâerentialgleichnng  (D)  ist,  kann  die  Wronskische  Determinante  ftir 
j;  0  nicht  verschwinden.  Diese  Wronskische  Determinante  stimmt  aber 
mit  A  völlig  tiberein,  denn  alle  niedrigeren  als  r^"  Abgeleiteten  von 
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haben  far  x  =  0  den  Wert  Null,  hingegen  ist  fiir    =  0  die  r  4-  rj** 


rî 


Abf^leitete  Ton  — ^,     gleich  p^>  (  ^  'J  ;  hierbei  bedeutet      jede  der 

ganzen  positiven  Zahlen  0,  1,  2,  3,  •  •  •.*) 

Da  die  Dpterminante  A  mithin  von  Null  verseli ìpHpti  ist,  lassen  sich 
die  obigen  linearen  Gleichungen  nach  y^^,  y^^  '  't!fm  autiösen.  Man  findet: 

yi  -  «1^  +     +  •  •  •  +  ««-i^Ä-ü 

«  * 
•  ■ 

«,     •  •  -,  Z  sind  hierbei  Konstante,  gehören  also  an. 

Da  wir  die  Zugehörigkeit  aller  Konstanten  zu  P|  aQgeDOmm^  haben 
und  sich  die  Intesale  jedes  Fundamentali^etemee  einer  linearen  homo« 
geoen  Differentialgleichung  durch  diejenigen  eines  einzigen  als  lineare 
homogene  Funktionen  mit  konstanten  Koeffizienten  ausdrücken  lassen, 
folgt,  daß  die  Integrale  jedes  Fundamen talsyst^mes  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  V  und  dessen  Abgeleiteten  mit  Koeffizienten  aus  P,  wer'len. 
Hiermit  ist  im  r  Satz  für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit 
konstanten  Koettizienten  bewiesen. 

Ich  lasse  jetzt  den  Sti  ekel  berge  rsrb  en  Beweis  lür  ileu  vorstehen- 
den Satz  folgen,  durch  ihn  ergibt  sich  das  oben  bewiesene  Theorem  ohne 
neue  Rechnung  als  Korollar  zu  den  bekanntesten  Sätzen  über  liut-are  homo- 
gene Ditt'erentialgleiehungeii  mit  konstanten  Koeffizienten.  Der  Stiekel- 
bergersche  Beweis  beruht  auf  folgendem  bekannteu  ililfssatze:  Sind 
^if'f»j''f^i  irgend  welche  reelle  oder  komplexe  Größen,  "i,Mf, 
ii^end  welche  ganze  positive  Zahlen,  so  kann  eine  Gleichung: 

wobei  die  Af(x)  Polynome  vom  Grade  n^(i  =  1,  2,  •  •  -,  1)  oder  von  nie- 
drigerem (jrade  bedeuti^sn,  nur  dann  bestehen,  wenn  alle  Polynome  A^(x) 
einzeln  verschwinden. 


*)  Wie  mich  Herr  Beke  beim  dritten  internationalen  Mathematiker -Kongresse 
im  Gespräch  freundlich  aufmerksam  machtp«,  beschäftigt  er  sich  mit  der  Wcrt- 
bestimmnng  der  Determinante  A  in  seiner  Arbeit  „Über  die  Fundamentalgleichnngen 
der  homogenen  linearen  Differentialgleichungen''  (16.  Band  der  Math,  and  Natunr. 
Berichte  aus  Ungaïa.  1898).   (Nachiduift  vom  August  1904.) 
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Wir  bilden  fttr  di«  vorgelegte  DiffBientialgleichuug  (/))  mit  konskaaten 
Soeffizienieii  als  Funktion  V  die  Fànktion: 

hifirbei  nnd  Bi(x)f  Bt(x)f  -  •  -,  Bj{x)  Polynome  von  x.  Sollte  auch  nur 
eines  dieaer  Polynome  S,  etwa  B^(x),  Ton  niedrigenun  Cfrade  ab  Tom  m^*^ 
sein  oder,  wenn  —  0  isl^  TersohwindeD,  so  gentlgt  die  Funktion  V  einer 
linearen  homogenni  Diff»rentialglnekting  niedrigerer  Qrdntmg  mit  kon- 
stanten Koefflsienten  als  der  DiSerentialgleiclrang  (D)  der  Ordnung  m  ■> 

%  +  1»!  -I  %  +i>  ^  Sesthimmff  vm  V sdiUeße»  um  ltd  der  WcM 

ätir  Fii(ijfiwm  Si{x),  ^(x),  >  •    ^^(x)  aUe  deraràigm  Polynome  mte,  die 
den  Wert  NüU  haben  eder  mdU  wirlilidi  die  Grade  m^,  fn^,  •  -  «i  IW/  eneidien; 
im  übrigen  kennen  euar  Bädung  von  V  die  Fcignome  Bg(x),  B^(x),  •  •  -,  Bj(x) 
wiWcürlich  gewähU  werden. 
Wir  behaupten: 

Sind  B^{x)t  B^(x),-  ■  Bf(x)  irgend  welche  helifòig  geicäidte  Pohjnome 
von  Xf  von  denen  jedocii  kehies  verschwindet  und  jedes  wirklich  den  Grad 
m,,  >Mj,  •  •  -,  nij  errdcht,  so  wird  jede  lineare  homogene  Differentialgleichung 
E^O  mit  konstanten  Korffiäienienf  tedche  nur  die  eineige  besondere  Funktion 

F—  B;(ar)ec.'  +  B^{x)ef}^'  +  h  B^{x)ëH* 

tum  Integral  hai,  durdi  alle  Integrale  der  Differentialgleicimng  {D)  hefrie^^jt 
Die  Differentialgleichung  Z)  =  0  ist  daiier  unter  allen  lincareti  homogenen 

Differentìdìgleicìmngen  mit  lonstantcn  Koeffizirnfen  diejenige  niedrigster  Ord- 
nung, iielrhe  -  trie  auch  die  Polynome  Il{x)  gtienhii  sind,  tvenn  sie  nur 
der  obigen  Bedin/jung  iiher  das  Nichiverschwindeti  hìuI  dir  dradr  geniigen  — 
die  durch  Avrjnhr  fìry  R(j-)  bestimmte  FunJcfion  V  j-anf  hidgnd  hat. 

Die  charakteristische  Glcioliiiiig  der  linearen  honioj^enen  Diflerential- 
gleichimg  E  =  0  mit  konstanten  Koeffizienten  habe  die  Wurzeln  ç^', 
(>/,  •  •  -,  ç^'  in  den  Multiplizitäten  1,  w^' +      •  ■  -,       +  1-    Soll  V 

auch  £==0  befriedigen,  so  müssen  besondere  Polynom^       >  i,  Cl(.r'),  •  • 
C^{x)  der  Grade  ^  m|',  bez.  ^  iw,',  •  •  -,  bez.  <^  m^'  existieren,  daü  sich  die 
Funktion 

F—  j»i(a:)e*«'  +  Bi{x)e^^'  +  •  •  •  +  Bj{x)effJ* 
aneli  in  der  Form: 

c;         Cf(x)a*''  +  •  •  •  +  Ct(x)^'' 

schreiben  laßt.   Aus  den  zwei  Oarsteilungen  toh  V  folgt  eine  Gleichoog; 

4-  j;(a?)*jh*  +  •  •  •  +  Bf{x)tßi*  - 
—  C^{x)é!^''-  Ct{x)ef!-'  C^{x)^k»  -  0, 
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Sollte  unter  den  Größen  p/,  ç^'r  ^ç^  eine  der  Größen  pj,  Qf,  ';Qj,  etwa  p., 
nicht  auftreten,  so  müßte  nach  dem  Hllf^3atze  der  Faîrtor  der  dieser 
Größe  pj  entsprechenden  Exponentialfunktion  efii',  uiimljch  das  Polynom 
jRj(jr),  verschwinden;  dies  aber  widerspricht  der  Voraussetzung,  daß  B^(x) 
genau  vom  Grade  >nj  und,  wenn  —  0  ist,  eine  nicht  verschwindende 
Konstante  ist.  Hieraus  folgt,  daß  die  Größen  pj,  p,,  ■  ■  -,  p^  anter  den 
Größen  p/,  q^',  -  ■  -,  p/  enthalten  sind.  Bezeichnen  wir  die  ersten  j  der 
Größen  p/,  p/,  •  •  -,  p/  mit  p, ,  p,,    -,  p^,  so  ist  infolge  des  HOftMbes: 

Die  Polynome  C^ix),  C^(x)f  •  •  >  (7^(d;)  liahen  abo  genan  die  Orede 
'iVi-         Gittde  Ton  Ci(x)j  Cf(^  wami  aber 

^  Uli',  bez.  ^  m^'f  bez.  ^  m^. 

Mithin  folgt 

Da  Pj  =  ()j  ,  (jg  =  pj',  -  ,  (),  =  p,  ,  BO  hat  die  charakteristische  Glei- 
clnnig  von  (7:  )  sämtliche  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  (D) 
wenigstens  in  denselben  Multiplizitäten  zu  Wurzeln,  wie  sie  die  charak- 
teristische Gleichung  von  {D)  hat.  (E)  wird  daher  durch  sämtliche  In- 
tegrale von  (D)  befriedigt. 

Wahlen  wir  für  Bf{x)  (»  =  1,  2,  •  -,  j)  irgendwie  beeondere  Polynome, 
die  jedoch  jedenfalls  ungleich  Noll  «ind,  sowie  die  Grade  Mi  (i  1,  2,  •  •  -,  j) 
wirklich  erreichen,  uad  Terrtehen  wir  nnier  y^,  y^,  -  •  das  oben  S.  438 
angegebene  Fondamentalaystem  ton  Integralen  unserer  Differentialglei- 
cbnng  (D),  so  wird  F  ndi  auch  in  der  Foira: 

V*~  Uj.v,  +  M,y,  -f-  •  •  •  +  n^y^ 
sr  h  reiben  lassen,  wohei  die  n^  (»  =  1 ,  2,  •  • -,  m)  besondere  Konstante  be- 
deuten, die  sich  je  nach  der  Festlegung  der  Bf(x)        1,  2,  •  •  -,  j)  ergeben. 
Aus        «1^1  -1-  u^y^  -f  •  •  •  u^y^  folgt 

■ 

Hierlif  I  ist  berücksichtig,  daß  sich  wegen  der  besonderen  Form  der 
Funktion*  11  '/i,  t/^i,  •  - -,  ihre  Abgeleiteten  als  lineare  homogene  Funk- 
tionen Ton  ihnen  selbst  mit  konstanten  Koeffizienten  darstelieni  infolge- 
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dessen  sind  die  Größen  ;/  ^  f  /  =  1,  2,  •  ,  w  —  1;  k  ^  1,2,  ■  m)  kon- 
stant und  t^ehören  also  dem  Kationalitätsbereiche  P,  an.  Die  Determi- 
nante, die  aus  den  Koef&zienten  von  ^tf  y%f  '  '  f  Pm  rechten  Seite 

der  obigen  Gleidrangeii  fllr  ^>     >  bilden  lifit,  ist,  wie 

wir  sofort  n;y  h\v eisen,  von  Null  verschieden;  daher  lassen  sich  die  obigen 
Gleichungen  nach  !h>  îfi*  '  '  >  ifm  auflösen  und  ergeben  für  diese  Größen 
Gleichungen  von  demselben  Typns  wie  auf  S.  440.  Daß  die  fragliche  De- 
terminante wirklich  nicht  verschwindet  und  die  Oleiehnngen  daher  auf- 
lösbar sind,  sieht  man  unmittelbar  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satz  ein, 
der  aussagt,  daß,  wenn  V  so  bestimm L  wird,  wie  wir  es  tattili,  es  keiner 
linearen  homogenen  Dififerentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  als  (D)  genügt.  Würde  nämlich  die  fragliche  De- 
terminante Terschwinden,  so  wären  die  rechten  Seiten  von  V, 

'  '  >   ^-i  ^  linearer  Dependenz.   In  diesem  Fall«  würden  Konitaate 

dx:  ~ 

kfhfkt*"»  ^»^tf      nicht  sftmtlioh  Noll  sind^  exiatìeran,  daft 

würde.  Dies  aber  widerspricht  dem  bewiesenen  Satz,  dafi  die  Funktion  V 
bei  unserer  für  sie  getroffenen  Wahl  keiner  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichung niedrigerer  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  aU  der 
Differentialgleichung  (D)  von  der  Ordnung  m  gendgi. 

Znm  Sehlnne  dieses  Beweises  mdehte  iob  niehi  berrorxobeben  nnter- 
laMOLi  daB,  wSbiend  mein  Bewe»  in  beetimmter  Weise  eine  beeondere 
Funktion  V  festlegte,  Herrn  Stickelbet;gers  üntersochungen  zeigen,  dafi 
jedes  biiegral  von  {D),  das  keinw  lineares  bomogenen  Diffisrentialgleidiung 
niedrigerer  Ordnung  mit  kensfamten  Koeffizienten  als  (D)  genügt,  als 
Funktion  F  brancbber  ist;  diese  Integrale  von  (  JJ)  sind  von  der  Form: 

+  Bt(x)ef^  +  •  •  •  +  -B/^)^^', 
wo  jedes  Bt(x)  für  m^^O  eine  von  Null  verschiedene  KonstMit«,  für 
wi,  >  0  ein  Polynom ,  das  wirklich  den  Grad  m^  hat,  bedeutet,  sonst  sind 
die  B^{x)  wiiiküriich  wählbar. 

§2. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  Koeffizienten  der  linearen  homogenen  Dif- 
ferentialgleichung (/)): 
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aeien  nicht  mehr  anenahmelos  konstant  Die  Koeffizieiitco  der  Differen- 
tialgleichiing  und  der  Rationalititiberetßfa  Pj  eeien  von  der  in  der  Ein- 
leitung al^p^benen  Beschaffenheit  Da  (D)  keine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  mit  konstanten  Koef&sienten  ist,  gibt  es  unter  den 
Koeffizienten  wenigstens  einen ,  der  wirklich  von  x  abhangt;  er  möge 
Pi(z)  lauten.  Infolge  der  Qber  die  Koeffizienten  von  (D)  gemaehtni 
Voraussetaung  ^stiert  ein  Stetigkeitsbereich  5,  in  dessen  Inneren  jeder 
der  Koefißzienten  von  (D),  also  audi  p^x),  an  jeder  Stelle  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  entwickelbar  int.  a  sei  eine  Stelle  des  Stetigkeita- 
bereiches,  die  Entwicklung  für  Pi(x)  möge  an  der  Stelle  x=>a  lauten: 

Pii/)  =-  Ao  +  ^hi-^  -  ö)  -f  hi'^  -  a)*  +  •  •  • 
Sollte    *  0  und 

i»i  W  -    +       -  «)*  +  '  +  •  •  -,     (A*  -t-  0,  k  >  1) 

sein,  so  differentiiere  man  p^ix)  Je  —  l  mal.   Hierdurch  erhält  man  jeden- 
falls eine  Funktion: 

Fix)  =  h^'    h^' {x  -  aj      •  , 

wobei  h^'  ^0  ist  F{x)  gehört,  da  Pt(x)  dem  Rationaütatsberetehe  Pj 
angehört,  auch  an.  Femer  ist  F(x)f  da  es  entweder  mit  Pf{x)  fiberein- 
stimmt  oder  durch  Differentiation  aus  Pt{x)  herroigeht,  eine  flberall  im 
Stetigkeitsbereidie  S  reguläre  eindeutige  analytische  Funktion.  Man  bilde 

=» -^^^v^J^  •    JL)a  säiiitliehe  Konstante  P,  angehörtii,  so  gehört 

auch  F,  ir)  dem  Rntionalitätsbereiche  Pj  an.  An  der  Steile  x  —  a  erhält 
man  die  Entwicklung: 

Aus  F^{x)  leite  man  sicli  die  m'*  Potenz,  also  F^",  ab;  die  Entwick- 
lung dieser  Funktion  an  der  Stelle  —  o  beginnt  mit  (x  —  aY'  Aus  der 
Entwicklung  von  F,"*  beseitige  man  die  m -{- 1**,  >»  +  2**  bis  wr— 

Potenz  von  x  ~  a,  indem  man  die  m  +  1'",  ni  -j  2'*  bis  m-  1**  Potenz 
von  /•,(./).  mit  konstant*»!!  Kopffizienteu  multipliziert,  vnu  /'/"subtrahiert. 
JJa  dtM-  Kationalitatsbornicli  P,  aJie  K'Uistantcn  und  infol^'c  der  Ziigebörig- 
keit  von  /*',  zu  Pj  auch  alle  Potenzen  von  I'\  enthält,  so  erbält  man  auf 
diese  Weise  eine  dem  Hationalitätsbereiche  Pj  zugcluirige  Funktion,  die 
ihrer  BilHnn>j-  n;ieh  überall  in  *S  ref^ilär  ist.  Diese  Funktion  sei  mit 
bezeichnet    Die  Eutwidduug  von      an  der  Stelle  x  =  a  lautet: 

I 
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In  analoger  Weise  kann  man  ans  der  2m*^  Potena  von  Fi  eine 
dem  BsticHMilitfttsbareiche  P,  zugehörige  Funktion: 

tu  -  (.r  -  (I  )'"•  +  sJii  u  -  »r"  +  •  •  • 

herleiten.  Auf  diese  Weise  kann  iiiun  furtfahreu,  sich  dem  Rationalitäte- 
boreiche  P,  angehörigo  Funktionen  m^,       •  •  -,  bilden,  BO  daß 

deren  bezügliche  Ëntwicklungen  an  der  Stelle  x^^a  lauten: 

-  (ar  -  a)<'-  »J*  +  «Ü«(af  -  a)**  +  •  •  •         (»  -  1,  2,    -,  «i). 

Die  Größen  «2j^  bedeuten  hierbei  Konstante;      kann  man  gleich  1  wählen; 
die  Zahl  1  gehört  ja  gewiß  P|  an.    m^,  u^,    -  ,       sind  flbenll  in  S 
'  eindeutige,  roguUire  onalytiBche  Funktionen,  da  aie  aus  solchen  nur  durch 
Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Differentiation  abgeleitet  sind. 

Mit  Hilfe  der  eben  bestimmten  Funktionen  u^,  u^,  •  -,  bilde  man 
sich  die  »I*  Funktionen  «.//^  (i  *  1, 2,  •  •  -,  w;  Ar  «  1, 2,  •  •  -,  m);  y, ,  y^,  •  , 
bedeuten  hierbei  die  Integrale  eines  Fundamentalsystemee  von  (D),  die 
durch  ihre  Anfangswerte  und  die  ihrer  Abgdeiteten  bis  zur  Ordnung 
m  —  1  fSr  eine  Stelle  x^x^  im  Innern  yon  8  festgelegt  seien.  Die 
m*  Funktionen  sind  bei  der  angegebenen  Wahl  der  Uf  linear  unab- 
hängige d.  h.  Ar  die  Umgebung  keines  Punktes  m  S  kann  die  Beziehung 

bestehen,  wobei  die  (\^.  in'  Konstante  bedeuten,  flie  nicht  sämtlich  Null 
sind.  Da  in  der  'ileichuiig  (C)  lauter  in  S  reguläre  analytische  Funk- 
tionen auftreten ,  niübte  die  (îleiehung,  wenn"  sie  in  der  Cnigebung  eiues 
Punktes  Von  .S  gilt,  aueli  in  der  Umgebung  jeUi-s  i^uuktes  von  >>'  gfelten. 
Setzen  wir  i/, .  n,.  •  .  gleichzeitig  von  .r,,  aus  längs  irgend  eiuey  lu 
S  verlauft'uden  s  bis  ic  —  a  fort,  SO  werdeu  wir  lür  X a  Ent- 

wickiuugeu  der  i^orm: 

erhalten.  Angenommen  die  Gleichung  {C)  bestehe^  so  müssen,  wenn  man 
in  sie  für  «|,  Hi,  «  •  «^i  Ißxf  Vt*  "  SU  ^  Stelle  x^a 
gefundenen  Entwicklungen  setzt»  die  Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen 
▼on  x  —  a  Null  werden.  Die  0**,  1**  bis  m  —  1**  Potenz  Ton  ar  —  a  er- 
gibt die  Gleichungen: 

*  ^  "'  Abbui 

Die  Determinante  ilieses  Systèmes  linearer  bumogoner  Gleichungen  fÖr 
die  Unbekaimteu  c^^  kann  mcbt  verschwinden;  deim  die  Determinante 
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I  r,i  I  Qs'^l,  2,  •  *  m  ;  i  —  0,  1,  2,  •  •  m  —  1)  ontersdwidet  lich  Ton 
dem  Werte  der  WronskiBchen  Befcenuûuuitie  des  FimdameiifaleysteBiet 
$u  Vè»  *  *  *y  y«  stn  der  regoliren  Stelle  x^a  nvr  um  eineE  koneUmtea 
Faktor.    Daber  mnfi  «^^  ' .  •  «        0  werden.    VermSge  der 

m**%  m  +  1**  bis  2m— Potenzen  yon  x  —  a  ediliefit  man  genan 
ebensOi  daß  ~  %  ~  *  -  *  Cfm  ^  wird.  Auf  diese  Art  ist  fortan- 
fahren.  SeUiefilieb  ergibt  die  Betrachtung  der  m  (m  —  1)***,  m  —  1)  + 1** 
bis  —  1***  Potenzen  TOn  x  —  a,  daß  c^i  =.  » . . .  » c^^^  »  0  werden 
muß.  Für  die  ang^benen  besonderen  Werte  der  «i  iit  daher  die  Be- 
latieiL  (C): 


nur  möglich,  wenn  alle  c^^  gleichzeitig  verschwinden. 

Wir  setzen  1^-=  «»yi  +  MsJ^j  +  •  •  •  +  wobei  die  Funktionen 

«I  nnd  3f|  dieselbe  Bedentnii^  wie  bisher  in  dieson  Paragraphen  haben. 
Da  die  «|  nnd     fibetaU  in  8  regnlSie  analytisehe  E^anktionen  sind,  so 

trifil  dies  anch  für  V  zu.  Aua  F  bilden  wir  nns        — •  •  *.  

Verwendet  man  noeh  die  Differentialgleidinng  (D)  znr  Beseitigung  tod 
nnd  hdheren  Differentialquotienten  der  v,,  so  stellen  sich 

als  lineare  homogene  Funktionen  von  jfg,  p^,  nnd  deren  Ablei- 

tongen  bis  zur  Ordnux^  m  —  l  mit  Koeffizienten  ans  P|  dar.  KOnnte 
man  ans  diesen  m*  Gleichungen,  deren  rechte  Seiten  y,,  "  v  IL  ^ 
deren  Abgeleitete  bis  zur  Ordnung  m—l  linear  und  homogen  enthalten, 
diese  GrOßen  nicht  ausdrficken,  so  müßte  es  Ton  Sfi,  •  >  >  und  deren 
Abgeleiteten  unabhängige  (ir5ßen  hththn  '*'t  ^m*^t  9^^^ 

wird.  Die  Qrößen  2^,  l^,  j,,  •  •  -,  l^y_x,  die  fibrigena  von  x  abhingsn 
können,  sind  hierbei  nicht  sämtlich  NnlL  Die  angegpebene  lineare  homogene 
Difl'erentialgleichung  —  1^'  Ordnung  hätte  die  m*  Funktionen  «,jf^ 
zu  Integralen.  Daß  die  m'  Funktionen  einer  linearen  homogenen 
DifPerentialgleichung  m*  —  1**'  Ordnung  genfigen,  ist  infolge  ihrer  linearen 
Unabhängigkeit  unmöglich.   Daher  kann  man  ans  den  m',  ßelationen  f&r 

^*  ds'  d^-i 
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•owohl  die  Funktionen  y,,  y„  ■  •  -,  ab  such  deren  «nAo,  sweite  bif 
m  —  V*  Abgeleitete  finden.   Mtn  erhSlt: 

-  «,  F  +    jj- +  • .  • + i5?n . 

♦ 

(Jk  -  1,  2,  •  •  -,  m  -  1). 

Hierbei  sind  u,  ß,  ■  ■  -,  X  rationale  Funktionen  Ton  u^,  u^,  -  -  u^,  deren 
Abgeleiteten,  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (D)  und  deren 
Abgeleiteten,  gehören  also  P|  an.   Hierdurch  ist  luneEr  Theorem  yöUig 


§  3. 

Ist  Pj  wie  im  §  1  der  Kationalitätsbereich  aller  Konstanten,  so  ist 

die  Funktion  V  =  «j^j  +  Mjy,  +  •  •  •  +  da  die  «,  Konstante  sind, 

ein  Integral  der  vorgelegten  Differeutuilgleichung  (D),  genügt  also  sicher 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  mit  Koeffizienten  aus  Pj . 

Enthält  der  Hationalitätebereich  P^  wie  im  §  2  auch  Funktionen  der 
Yuriablen  x,  so  bilde  mau  sich  aus 

die  j»***  Abgleitete  und  beseitige  hierin  rechter  Hand  TermÖge  der 
DiffetentUdgleichung  (  D)  die  m**  und  höheren  Abgeleiteten  der  Fonktionen 

H^-  dann  wird         eine  lineare  homogene  F'unktion  ?on  y^,  if^, 

nnd  deren  Abgeleiteten  bis  sor  Ordnung  m—t.   Eraetst  man  hierauf 
'nneh  dem  Sehlnfi  des  §  2  die  Funktionen  Pi,  ff,  ••  ;      und  deren  Ab- 
geleitete durch  V  und  deeseo  Abgeleitete^  so  erhilt  man  fOr  V  eine  linéaire 
homogene  DüKerentialgleiehung  der  Ordnung  m*: 
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~^  +  n.  W  j^ffzï  +  n.(x)        +  •  •  •  +  n..(»)  k-  o. 

Die  Koeffizienten  TT  gehoren  au. 

Diese  Difterentialgleichung  der  Ordnung  w'  ist  nach  Herrn  Ludwig 
Schlesinger^^)  als  Picardsche  JResolvente  von  (D)  zu  bezeichnen. 
Wir  hab«ii  &her  dtm  Saìk:  &  iti  ^eis  möglich,  eine  FunkHen  V  von  äm 
m  der  EmkOimg  gesckäderien  Eigensduifìm  m  homimierm,  die  einer 
linearen  hanutgenen  DifferenÜdlsßeidmng  mit  Eoeffigtenien  am  genügt 
und  an  SkBe  der  m  Integrale  y^,  y^,  •  >  Vm  ^eii^iwertiger  Weiee  wie 
diese  eu  dem  BäHonalUäiebereidie  P^  adjuugiert  werden  hmn.  Hürmit  iat 
der  am  8cUii6  d«r  Emleitang  besprochene  Sats  bewieeeiL 

Freiburg  i.  Br.,  Mai  1904. 

*)  Ludw.  äckletiugei,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  DifFerentialgleicbungen. 
Ui,  8.  60  (Leipzig,  1897.) 
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Beitrage  znmKontinnit&tsbeweise  der  Existenz  Imear-polymorpher 
Funktionen  auf  Iliemannschen  FIftchen. 

Yon 

Robert  Tricks  in  Braimsehweig. 

Der  Höheponkt  in  der  Entwicklung  der  Theorie  der  automorphen 
Funktionen  wird  durch  diejenigen  Sätze  dargestellt,  welche  F.  Klein  als 
„Fundunentaltheorenie"  beseichiiete.  £s  sind  die  Existenztheoreme  fßiaoaX' 
polymotpher^  oder  knr7  „polymorpher  Funktionen''  auf  beliebig  gegebenen 
Riemannschen  Flächen*).  Von  den  Terschiedenen  Beweisansätzen  dieser 
Theoreme  ist  der  am  weitesten  reichende  der  von  Klein  und  Poincaré 
gleichzeitig  konzipierte  „Kontinaitätsbeweis''  (méthode  de  continnité).  Die 
Idee  dieses  Beweises  ist,  das  einzelne  Eontinuum  gleichgearteter  Polygone 
bezw.  Gruppen  dem  zugeordneten  Kontinuum  Riemannscher  Flächen 
gegenüberzustellen,  um  aus  denjenigen  Eigenschaften,  welche  man  über 
die  Bezieliimg  der  heiden  Kontinua  aufeinander  von  Hause  aus  keunt^ 
den  Schluß  auf  die  gegenseitige  Eindeutigkeit  der  Beziehung  zu  tun. 

Klein  hat  in  den  Mathem.  Annalen  Bd.  21,  pag.  208ff.  (datiert 
2.  Oktober  1882Ì  seine  Ideen  über  den  Kontinuitätsbeweis  entwickelt 
Andrerseits  ist  Poincaré  auf  den  gleichen  Gegenstand  in  den  Acta  nuitiiem., 
Bd.  4,  pag.  233ff.  fdntifrt  Oktober  IHi-^S)  eingegangen  und  hat  daselbst 
in  ein^r  fîîr  da'^  t  isrc  Eindringen  hewunderungswerten  Art  die  Tiefen 
und  Si  Jiwiengkeiteu  des  Beweises  aufgedeckt,  sowie  Ideen  zu  ihrer  Über- 
windung angegeben 

Indessen  handelt  es  sich  bei  diesen  Entwicklungen  nur  erst  um  erste 
Entwürfe;  und  der  reifere  Aufbau  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen, 
welcher  in  dem  oben  zitierten  Werke       F."  angestrebt  wird,  hat  die 

^  Cf.  A.  F.  0,  pag.  45.  Zitate  dieter  Geitalt  beriehen  rieh  auf  die  „Yor- 

lestmgen  Aber  aatomorphe  Funktionen",  welche  ich  in  Gemeinschaft  mit  F.  Klein 

bei  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  herausgebe;  Bd.  I  (.1^97),  Bd.  TT,  Lit-f  i  '1001\  Dipseni 
Werke  schließen  sieb  die  folgenden  Entwicklungen  methodisch  und  in  der  Wahl  der 
Bezeichnungen  eng  an. 
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y«pflichtii]ig  einer  eorgfältigeren  und  einwnrfsfreienn  Ansbìldung  joier 
Eontiniiìtttsmetliodeny  eine  Angabe,  deren  LÖeang  nicht  geringe  Sehwiezig- 
knten  in  ncli  birgt  Bei  dieser  SacUage  habe  ich  die  Ftrndamenialtheoreme 
in  ihrer  Allgemeinheit  snnichst  als  za  schwierig  bei  Seite  gehmen  und 
mich  sur  DnrchfÜhrong  einigN*  niederer  Spezialfälle  gewandt,  wo  zumal 
auch  die  direkte  geometrische  AnBchauung  zu  einem  wesentlicben  HÌ1&- 
mitfcel  der  Untersuchung  wird.  Die  Ergebnisse,  zu  doien  ich  in  der  frag- 
lichen Bichtung  gekommen  bin,  sind  im  folgenden  zusammengestdli 


I.  Anfiitelliiiig  zweier  gmndlegender  Theoreme. 

In  A.  F,  II,  pag.  lf>7ff.  ist  nach  Poincaré  bewiesen  worden,  daß  die 
Modaln  der  algehraischon  (ìebildc  sfrfifjp  Funktionen  Ton  den  Moduln  oder 
Invarianten  do.r  untomorphen  liobilde  sind,  denen  joiio  algebraisehen  (ìe- 
bilde  ontsprecheu.  Dieser  Satz  war  eine  unmittelbare  Folge  der  gleich- 
mäßigoii  Konvergenz  der  Poincarc^schen  Reihen;  und  zwar  bezieht  sich 
hierbei  die  Gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  nicht  nur  auf  Abänderung 
des  Argumentes  Ç  der  Poincaréschen  Reihe,  sondern  auch  auf  Abänderung 
der  (iruppeniuvarianten,  was  eben  die  gerade  genannte  Schlußfolgerung 
7A1  ziehen  gestattet.  Nun  waitii  aber  a.  a.  0.  beim  Beweise  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  die  Grmzfälli  der  Polygonkoutiuua  ziuuichst  aus- 
drücklich ausgeschlossen.  Hier  wird  iudesseii  die  Frage,  ob  die  Stetigkeit 
der  algebraischen  Moduln  bis  zu  den  Grenzfälleu  inklusive  besteht  oder 
nicht,  unabweislich. 

In  dieser  Hinsicht  erinnere  ich  zunächst  an  folgende  YerhlUtnisse. 
Wir  haben  erstlich  das  „Polygonkontinunm'^,  welches  zn  ein^  g^ebenen 
Signatur  l^^l^,  -  -  j     gehört   Dasselbe  ist  ein  «M/cuft  zusammen- 

hängendes Kontinuum,  da  ee  sich,  wenn  es  wt-dimensiimal  ist,  «bodeutig 
stetig  auf  die  Punkte  eines  m-dimensionalen  regulären  Wfirfels  beziehen 
läßt*).  Diesem  Kontinunm  gehören  nun  die  durch  „Transformation''  aus- 
einander herrorgehenden  Polygone  als  TCisehiedene  Individuen  an  (c£  A.  F.  I, 
pag.  3S0  und  389).  Aber  alle  solche  ineinander  transformierbaren  Polygone 
liefern  eine  und  dieselbe  „Gruppe^  T  Um  also  das  „Gmppenkontinaum'' 
der  Signatur  (p,  «;  ^i,  ^,  •  •  2J  zu  gewinnen,  mfiesen  wir  im  Poljgon- 
kontinuum  den  der  zogehörigen  „automorphen  Modulgmppe'*  ab* 

grenzen,  welche  nur  im  Falle  p  •»  0^  n  3  die  Ordnung  1,  eonst  aber 
stets  die  Ordnung  <x>  besitzt 

*)  Siehe  die  Notis  „filier  die  in  der  Theorie  der  automorphen  Fnnktimien  tuf- 
tretenden  Polrt^onkontinuii -,  (röttinger  Nachrichten  1903,  Heft  5. 
**)  beiUt  „Diskontiimitütsbereich". 
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Die  Sachlage  Ì8i  nun  die,  dafi  es  allerdings  anssicbteloe  iat^  die  am 
Rande  des  y^olygonkontiirauixw^  eintretenden  Polygongestalten  allgemein 
überblicken  zu  wollen.  Indessen  ist  es  Tollstöndig  ausreichend,  sieb  auf 
das  ,,GhruppenkontinQnm^  und  also  auf  den  DB  der  automorphen  Modul- 
gmppe  zu  beschranken.  Die  OrenzgebUde  dieses  Eontinuums,  d.  h.  die 
BandsteUen  des  DB,  welche  zoj^eich  ßandstellen  des  Poljgonkontinnnms 
sind,  zu  untersuchen,  ist  aber  weit  aussichtsreicher.  Die  nachfolgenden 
Entwicklungen  werden  dies  dartun. 

üm  zu  einem  für  die  Folge  ausreichend  allgemeinen  Grundsatze  zu 
gelangen,  nehmen  wir  an^  daß  man  von  den  Polygonen  unseres  Kon- 
tinunms  durch  irgend  einen  stetigen  Übergang  zu  einem  Grenzgebilde 
gelangt,  welches  ein  ni cl  t/rr fallendes  und  auch 
nicht  sonstwie  ausartendes  i'oljgon  Ton  niederem 
^Charakter*^  (j>,  »)  darstellt.   Als  Beispiel  w  ähle 
man  das  eindimensionale  Kontinunm  der  Kreis- 

bogenyierecke  gegebener  Winkel  ~,  r> 

'l        't        *8  *« 

und  nenne  die  Ecken  ents])reclK'nd  «j,  £j,  £3,  e^. 
In  Fig.  1  sind  die  Ecken  i^,  t^  einander  bereit« 
sehr  nahe.  Lassen  wir  den  Kreis  e.,F^  bis  zur  Be- 
rfihniiig  an  den  Kü  isf^fj  hprank  Mmiicn,  so  zieht 
Hirh  der  Kreis  6,  auf  einen  Punkt  y.u:-aiiimeii.  und 
die  Ecken  luid  verscLmelzeu  miteinander  zu 
einer  parabolischen  Spitze.  Es  entspringt  also  das 
nicht  ausartende*)  Grenzgebilde  (0,  3;  l^,  l^,  00). 

Jetzt  erinnere  man  sich,  welches  der  eigentliche  Nerv  des  in  A.  F.  II, 
pag.  167  entwickelten  Poincar^w^en  Beweis«  der  gleichmäßigen  Konvergenz 
der  Reihen  ist  Derselbe  beruhte  auf  der  Auswahl  eines  Bereiches  B^, 
der  auch  bei  Abänderung  der  Jtfoduln  bestandig  innerhalb  des  Ausgungs- 
polygons  liegt,  so  daß  die  mit  B^  äquiTalenten  Bereiche  nie  miteinander 
kollidieren.   Dieser  Umstand  gestattete  eine  Abschüfzung  der  Reihe: 

^\    di  \ 
k 

auf  firund  eines  a,  a.  0.  pag.  ITOtf.  dargestellten  Verfalirenn.  Man  erkennt 
ohne  weiteres,  daß  fiir  die  Auswalil  eines  srdchen  Bereiches  7)^  ein  nicht 
ausartendes  Grenzpolygon  ohen  ^edachtor  Art  genau  so  leicht  zuj^elassen 
werden  kann,  wie  irgend  ein  dem  Inneren  des  Kontiuuunis  angehörendes 

Disse  Ausdruckaweise  hat  hier  folgenden  Simi:  Von  einer  Ausartung  wird 

nxir  gesprochen,  wenn  im  fìrenzfalle  ein  nuüich  anspedehnter  DB  nirbt  mehr  vor» 
liegt.    Ua^jegen  gilt  eine  üerabmindenmg  der  .Signatur  nicht  als  Aunartung. 
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Polygon.  Im  Orenzfiüle  werden  alsdaim  gewisae  Glieder  der  eben  an- 
gef&hrten  Reihe  ab  Tersoliwittdend  ansfi^en,  und  man  gewinnt  im  sMiigen 
Übergange  die  Beübien  des  aatomorplien  Gebildes  von  niederem  Charakter 
bezw.  ▼on  niederer  Signatar. 

Die  a.  a  0.  gesogenen  Folgerongen  betreflb  der  Stetigkeit  der  Modnln 
des  algebraischen  Gebildes  gelten  somit  bis  «un  Grena&U  inUusi-re;  d.  h. 
wir  haben  folgenden 

Stetigkeitssatz:  Die  Stdi^seU  der  Modmü»  des  eig^cthdiem  OMdet 
oder,  ieie  wir  kurt  sagen  ufoßen,  der  f/dg^fraiaàien  Moduhif  hei  stetiger 
Abänderung  der  „Gruj^enmodidnf*  trifft  niéht  nur  im  ^ßmeruf^  des  Gruppen- 
kwtimiums  Mu,  sondern  Ueibt  auch  his  m  scddien  GrengfaUen  ,^MÌdusimf* 
hestdim,  teeiche  nicfU-ausofiende  automorphe  Gebüde  darstdten,  — 

Einen  zweiten  fttr  die  folgenden  Untersuchungen  grundlegenden  Sata 
werden  wir  als  y^ünitStssatz"  zu  bezeichnen  haben.  Derselbe  hat  von 
Anfang  an  eine  wichtige  Rolle  beim  Kontinuitätsbeweise  gespielt*).  Zur 
Anfriwülong  dieses  SatzoR  knüpfen  wir  an  das  Existenztheorem  der  auto* 
morphen  Funktionen  (cf.  A.  F.  II,  pag.  14).  Nach  diesem  Theorem  ent- 
spricht jedem  automorphen  Gebilde  eindeutig  ein  algebraisches  Gebilde^ 
oder  jedes  unserer  Polygone  p^estattet  eindeutige  und  hon  forme  Abbildung 
auf  eine  Riemannsche  Fläche.  Wir  fragen  jetzt,  ob  zwei  Terschiedene 
Polygone  hierbei  eine  und  dieselbe  Riemaonache  Fläche  zu  liefern  imstande 
sind.  Selbstverständlich  werden  zwei  Polygone,  die  durch  Transformation**) 
ineinander  überfiihrloar  sind,  dieselbe  Fläche  geben.  Wir  haben  uns  also, 
die  Polygone  betreffend,  auf  einen  DB  der  automorphen  Modulgruppe  7U 
beschränken.  Dies  kann  in  der  Weise  geschehen,  daß  wir  auf  der  Fläche 
ein  bestimmtes  kanonisches  Quersehnittsystem  vorsehreiben  und  die  so 
zerschnittene  Fläche  alsdann  auf  dio  beiden  fraglichen  i^>l^■g•oîIf'  abgebildet 
denken.  Letztere  mcìgmi  in  zwei  getrennten  JSbenen,  denen  der  Yanaheien 
5  und      gelagert  sein. 

Was  die  Gestalt  der  kanonischen  FlUchenzersehneidung  angeht,  so 
ist  dieselbe  z.  R.  in  A.  F.  I,  pag.  dargelegt.  Man  erinnere  sich,  daß 
es  sich  hier  um  Flächen  handelt,  wt-khe  mit  n  Punkten  Pj,  •  ■  -  , 
„signiert''  sind.  Doch  wollen  wir  die  Maßregeln  gleich  so  treffen,  daß 
die  Fülle,  in  denen  der  llauptkreis  kein  (irenzkreis  ist,  nicht  ausgeschlossen 
sind.  Handelt  es  sich  demnach  um  eine  orthosymmetrische  Riemajtmsche 
Fläche  mit  ^  —  m  —  v  Symmetrielinien,  so  befassen  wir  uns  nur  mit  der 

*)  ICaa  vergi,  s.    die  EtOrtenu«  des  gedaditen  Theocem»  in  der  ichoii  ntierten 

Abhandlung  von  Klein  in  den  Math.  Annaloii  Bd.  21,  pag.  S09. 

••)  Es  sind  Iiior  uicht  nur  lineare  Transformationen  von  ^  gemeint,  eondom 
auch  die  TranHtonnationeu  im  Sinne  von  A.  F.  I,  pap.  320  tT.,  welche  auf  Ahänderungeu 
der  kanonischen  (^aemchnittsysteme  auf  den  Eiemaunschen  Flächen  beruhen. 


I 
I 

Digitized  by  Google 


Zum  Kootiunittitabeweii  i.  d.  Tkeone  d«r  ratomorplifla  Funktionen.  453 


enwii  der  beiden  syninietrisckeii  Flächenhaiften,  welche  dann  nocli  mit 
V  Punkten  (\,  („,  •  •  -,  signiert  ist.  Bei  Anlage  des  ixauonisclien  Schnitt- 
systeras  werden  die  ^  Sjmmetnelinien  den  v  Punkten  Cj,  •  •  -,  gleich 
behandelt. 

Die  kanonisch  zerschnittene  Fläclie  bezw.  Flüchenhülfte  überträo^t  sich 
nun  iiuf  zwei  den  Halbebenen  von  ^  bezw.  angehörende  Polygone  P 
und  P',  welche,  allffemoiu  zu  reden,  je  v  iVbte  Ecken  und  je  ,u  w  —  v 
Segmente  der  reelleu  Achsen  längs  der  Bcrandun<(en  aufweisen.  Durch 
Vermittlung  der  Riemannschen  Fläche  sind  diese  beiden  Polygone  1*  und 
aufeinander  eindeutig  und  konform  bezogen.  Erzeugt  man  nun.  von  P 
and  P'  aus  die  beiden  Poljgoimetze  N  und  N',  welche  die  beiden  Halb- 
ebenen schlicht  bedecken,  so  entspringt  eine  eindeutige  und  konforme 
Besiehung  beider  ^Wbebenen  aufeinander^  indem  ja  die  Poljgone  de« 
einen  Nefciefl  eindeutig  denen  dea  anderen  enkepreehen.  Man  ioA  nur  au 
beachten,  daß  an  den  elUptiachen  £cken  zwar  die  Beziehung  dee  einzebien 
Poljgone  auf  die  Fliehe  eine  EinbuBe  der  Konformität  earfSbrt,  daß  abei 
wegen  der  au  beiden  Poljgonm  P,  P'  jeweils  gleichen  Eekenwinkel  bei 
der  Besiehung  der  beiden  Halbebenen  aufeinander  an  eolehen  Stellen  die 
Konformität  wieder  hergestellt  erscheint. 

Um  TTmstandliohkeiten  zu  entgehen,  wollen  wir  Über  die  hier  ent- 
springende Beziehnng  der  reellen  Achsen  aufeinander  zanaohst  keine 
weiteren  Folgerungen  ziehen  und  die  konforme  Abbildung  nur  auf  die 
inneren  Teile  der  Halbebenen  beziehen.  Jedenfiüls  bleibt  beim  forti- 
sciueitenden  Reproduktionsprozeß  der  Poljgone  kein  endlich  weit  von  der 
reellen  Achse  entfernter  Punkt  der  einzelnen  Halbebene  vom  Poljgonnetze 
unbedeckt.  Man  kann  demnach  aussagen:  Man  kommt  mit  dem  Punkte 
t  (bezw.  O  in  jede  wrffesc^rUXiene  mhe  der  reellen  Achse,  wenn  man  mit 
drài  entspredienden  Punkte  i'  (bezw.  Q  ausreidtend  nähe  an  die  Achse 
heraI^!^eht. 

Es  besteht  nun  die  Tatsache,  daß  die  hier  gewonnene  Beziehung 
notwendig  durch  eine  lineare  Gleichui^;: 

darstellbar  sein  muß,  d.  h.  daß  beide  Halbebeuen  und  damit  auch  beide 
VoUeboien  Ç  und  ^'  (im  Nichtgrenzkreisfalle)  kreisverwandt  sind.  Der 
Beweis,  welchen  Klein  a.  a.  0.  für  diese  Tatsache  beigebracht  hat,  isti 
dadurch  erschwert,  daß  die  Beziehung  von  Ç  auf  uTitcr  Fortsetzung 
des  soeben  befolgten  SchloßTerfehrens  auf  die  reellen  Achsen  und  dann 
auf  die  negativen  Halbebenen  ausgedehnt  wird,  wobei  also  die  längs  der 
reellen  Achsen  angeordneten  Grenzpunkte  der  beiden  Folygonuetze  zu 
überschreiten  sind.  Ein  neuerer  yon  W.  F.  Osgood  ausgebildeter  Beweis 
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für  (îftfl  Bestehen  dor  Kreisverwaadtsrhaft  iat  von  dieser  ^Schwierigkeit 
frei  und  stützt  sich  einzig  auf  die  oben  allein  betreffs  der  positiven  Halb- 
ebenen festgestellton  Tatsachen*). 

Osgood  arbeitet  zunächst  nicht  mit  den  Halbebeneu,  sondern  (was 
keiiuMi  wesentlichen  Unterschied  ausmacht)  mit  den  Einheitskreisen  der 
^-  und  ^'  Elìcne.  Zugleich  ordnet  er  die  letzteren  so  an,  daß  dem  Punkte 
Ç  ==  0  der  Punkt     =  0  korrespondiert.    Die  Folge  ist,  daß  der  Quotient 

^  im  Xunem  des  Einheitskreises  der  Ebene  von    —  |  -|-  iij  eine  überall 

endliche  und  nicht  Tenehwindende  analytische  Funktion  isl^  weldie  ebenda 
keinerlei  eingnläre  Stellen  faeeitzt.  Der  Logarithmos  dieser  Funktion 
werde  unter  Trennung  der  reelle  und  imagjnfiren  Bestandteile: 

log  (1^)  «  tt«, +  n) 

rjosi  hrieben.    Die  reellen  Funktionen  i<(X,rj)  und  t;(|,  »;)  sind  im 

des  Kinlieitskreises  überall  eindeutig,  stetig  und  harmonisch.    Für  die 

erste  dieser  Funktionen  gilt  die  Darstellung: 

Nun  wurde  oben  festgestellt,  daß,  wemi  man  Ç  auf  ii^end  welchen 
Wegen  dem  Einheitskreise  selbst  ohne  Ende  nahe  kommen  läßt,  hierbei 
I  I  sich  gleichmüßig  dem  Betrage  1  nähert  Man  kann  demnach  im 
Innern  des  Einheitskreises  einen  demselben  ausreichend  nahe  gelegenen, 
mit  ihm  konzentrischen  Kreis  derart  annehmen,  daß  längs  der  Peripherie 
desselben  und  i  Ç' j  „beliebig"  wenig  von  1  und  also  jtt(|  ,  t;)  „beliebig^* 
wenig'  von  0  abweicht.  Wegen  des  h  innoniscben  Verhaltens  von  nf^.  )•) 
geht  hieraus  hervor,  daß  T((t,  r;)  iin  [nm  rn  des  Einheitskreises  überhaupt 
keinen  von  0  verschiedenen  Wert  annehmt' n  kann.  Ist  aber  1}  )  inner- 
halb des  Einheitskreipes  ül)erali  mit  0  identisch,  so  hat  die  konjugierte 
l^'unktion  r(t,  y]^  daselbst  allenthalbeii  pinen  konstanten  Wert,  welcher 
i^enaunt  werde.  Die  vorletzte  (jieichung  liefert  nunmehr  t'  — e''*'Ç,  so 
daß  in  der  Tat  die  î; '-Ebene  auf  diejenige  von  t  kreisverwundt  bezogen  ist. 

Kehren  wir  nun  zu  unseren  beiden  Polygonen  P  und  P'  ziiriuk,  m 
sind  dieselben  als  miteinander  kreisverwaudt  für  den  Standpunkt  der  , 
Invariantentbeorie  überhaupt  nicht   voneinander  Terschiedeu.    Auf  diese 
Weise  gewinnen  wir  den  nachfolgenden 

Unitätssatz:    Jeder  Stelle  des  eimdiven  KorUinmms  automorjiiier 

*)  Dieter  Beweis,  deasea  KemitiiÌB  ich  einer  briefliehen  Mitteilung  des  Em.  Oigood 

verdanke,  ist  auderweit  noch  nicht  verOffeutli^t  worden.   Das  im  Texte  folgende 
Referat  ist  mit  gdtiger  Erlsubnis  dea  Um.  Oigood  hiœ  eingeaehoben, 
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Mffehönge»  KonÜnuiiim  tdgebraisdier  GMde  (Konikiimm  tigmerier  Bimann- 
9<Aer  FUl^m);  jeder  Stette  des  ietäUren  SonÜnuims  entspridU  j^öchsten^ 
eme  Stette  des  Grt^ppenhonHnitunu. 

Ihr  Inhalt  éea  Fnndunentaltheorems  i^,  daB  es  aioh  hier  um  ein 
nnihehxfoar  eindeutigeB  Entsprechen  handeli  Dies  soll  nunmehr  in  einer 
Reihe  speùeller  FäUe  tatiächlich  bewiesen  werden.  — 


U.  Die  Gebilde  deb  Charakters  p:^0,  t»  =  3, 

Die  Gebilde  der  Signatur  (0,3;  liJiJ^)  erledigen  sich  sofort.  Jede 
mit  drei  Punkten  ^1,^8,^5,  denen  drei  ganze  Zahlen  ^3^2  (den 

Wert  00  eingesehloasen)  sitgeordnet  sind,  signierte  £bene  ist  konform 
abbildbar  auf  ein  Paar  symmetrischer  Kreisbogendreiecke  dar  Winkel 

Y  ,  Yj  7-'   Das  Innere  des  dnreh  «i»  ^>  's  hindurchaalegenden  Kreises 

f   ^   ^    .  ». 
liefert  dabei  das  eine  Dreieck,  während  das  Aufiere  jenes  Kreises  dem 

anderen  Dreiecke  entspricht.    Wir  betrachten  sogleich  die 

Gebilde  der  Signatur  (0,3;  1^,1^) 

und  denken  die  l^,  als  gamse  Zahlen  ^  2,  den  Wert  00  eii^esohlossen, 
irgendwie  fixiert.  Hier  ist  das  PolygonkonÜnnum  noch  mit  dem  Cbnppen» 
kontinnnm  identisch,  d.  Il  die  auto- 
morphe Modulgi  uppo  hat  die  Ordnung  1. 
Das  fragliche  Kontinnnm  ist  eindimen- 
sional nnd  (ef.  Â.  F.  I,  pag.  34 1  if.)  mittebt 
der  Inrariante  oder,  was  aweck- 
mifiiger  ist,  der  InTariante: 


deren  Intervall  0  ^  <  ^  1  ist,  darstell- 
bar. Die  einzelne  hierher  gehörige 
Grappe  r  ist  stets  durch  Spiegelungen 
ei'weiterniig.sfrthig;  die  typische  üestalt 
der  Polygone  ist  in  l-'ig.  2  gegeben. 
Man  kann  hier  jiUfTiml  noch  mit  ellip- 
tischen Substitntionen  lier  l%M-io(Ie  2,  welclm  die  Halbebenen  permutieren, 
erweitern.  Als  J)  fi  der  crwi  itcrten  (ìrup])e  benutzen  wir  etwa  den 
oberen,  stark  umraiuleten  l  eil  des  i)isherigen  IJJJ  (siehe  Fig.  '2).  Die 
ang>  LH  Itt-nen  Pfeile  beziehen  sich  auf  die  Erzeugenden  dieser  erweiterten 
Grappe.    Yon  den  mit  £|,  C|,  bezeichneten  Eckpunkten  des  links 
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U^gendsD  Elementerrieieeks  gehören  die  beiden  ersten  als  Fizpaukte  den 
Eneogenden  V^,  F,  an. 

Die  beiden  Ghenzwerte  der  Invariante  t  sind  <  —  0  and  ^  •»  1.  Andrer- 
seits erhalten  wir  offonbar  ein  am  Bande  des  Eontinnnms  gelegenes  Polygon, 
falls  zwei  benaohbarte  unter  den  Eeken  s^,  <|y  S||  koinaidieren,  oder 
Hüls  mehrere  solche  Eoinsidenzen  (^ehaeitig  auftreten. 

Zunächst  ist  in  Fig.  8  ein  Polygon  geaeichnet,  in  welchem  und 
einander  sehr  nahe  gekommen  sind.  In  Fig.  4  ist  die  Eoinsidens  dieser 


Yig.  8.  Ftf  .  4. 


Eeken  eingetreten,  und  damit  ist  parabolische  geworden,  so  daft  wir 
—  2  und  also  t  »  0  erreicht  haben.  Man  beachte,  daB  wir  als  nieht-aus- 
artendes  Orenzgebüde  dasjenige  der  Signatur  (0, 8;  2^,  ^,  oo)  gewinnen.  Auf 
diesen  Grenzübergang  werden  wir  hiernach  den  „Stetigkeitssata"  anwenden 
dürfen.  Den  QrraixflbergaDg  lim.         kann  man  aweitens  so  ausführen, 


wie  Fig.  ö  anzeigt.  Man  stelle  sich  dieselbe  als  auf  der  „g-Kugel''  gelegen 
vor,  wo  alsdann  die  beiden  Ecken  £j  und  ^  einander  sehr  nahe  gekommen 
sind.  Im  Falle  der  Koinzidenz  dieser  beiden  Ecken  entspringt,  wie  Fig.  6 
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darlegt,  als  (.ireüzgebilde  die  parabolische  Diedergruppu,  welcher  die 
äignatur  (0,  3;  2,2,  oo)  zukommt.  Àuch  hier  ist  schließlich  parabolisch 
geworden ,  und  man  hat  lim.  ^  »  0. 

Im  Innern  des  Intervalles  0  ^  ^  ^  1  wird  durch  einen  Wert  t  ein 
zugehöriges  Gebilde  eindenHg  bestìmmi  Wmn  demna(k  aiufc  W  im 
Fiyurm  4  und  6  meei  gätutUdk  tforsdiiedene  mekt-emsariende  OrmugébUde 
henuuàommen,  so  mtisse»  âo<^  die  tmn  Ormufaü  (0,  3;  l^,  1^,  oo)  stetig 
hùtfahrendeH  Crdnlde  unaeres  Emtöimums  genau  dietelbeit  sem  (d.  i.  na^trüd^ 
bis  €Mf  Unecare  TransfomaiMn)^  une  die  mm  Greiufatt  {0,  3;  2,  2,  oo) 
htnfvhmiden.  In  der  Tat  kann  man  sofort  ein  Polygon  mit  einander 
nahe  gelegenen  Ecken  €^  reimöge  einer  j^ihnlichkeitetniufonnationf' 
=-  a(  mit  anireîchend  großem  a  in  ein  Polygon  mit  nalie  gelegenen 
Ecken  e^,  ▼erwandeln.  Man  woUe  die  Anordnung  nnr  so  fareffim,  daß 
in  Fig.  8  der  Punkt  mit  t  —  0  und  die  Seite  t^i^  mit  der  imagin&ren 
t-Adiee  nuammenfSUt  Nnr  im  Grenz&ll  i^O  aelbit  iet  diese  Ober- 
fthmng  nicht  mehr  statthaft,  weil  f&r  lim.  t^O  offenbar  lim. a^oo 
sntriflt. 

Den  GhrenzQbergang  kann  man  anch  noch  dadurch  ToUnehen, 

daß  man  gleichzeitig  mit  nnd  e^  mit  e^  koinzidieren  ISßi  Dann 
aber  zieht  sieh  das  Polygon  auf  eine  Linie  znsammen,  so  daß  wir  eine 
Ausartung  des  Gebildes  bekommen ,  welche  die  Anwendung  des  Stetig- 
keitssatzes  yerbietet. 

Die  hier  herrorgetretenen  Verhältnisse  sind  nun  Oberhaupt  typisch 
für  den  Obergang  zu  Randstellen  der  Gruppenkontinua.  Im  „Innern''  eines 
Kontinuums  wird  durch  das  einzelne  Wertsystem  der  Moduln  eindmstig  ein 
zugehöriges  Gebilde  festgelegt  Bei  einem  bestimmten  Grenzübergänge  jm 
einer  Bandst cUe  des  Kontinuums  l-ann  man  verftchiedena/rtige  Grensgebüde 
niederer  Charaktere  erhalten,  VerliäKnisse,  die  natürlich  in gans  ei^^predtender 
Art  an  den  algébrmschen  Gebilden  hervortreten  müssen. 

Wir  werden  nun  bei  dem  Unternehmen,  das  Fundamen taltheorem  über 
Existenz  polymorpher  Funktionen  in  einem  Einzelfalle  {pin\\,l^,  -  -  -,  Q 
zu  beweiasn,  die  niederen  Fälle  bereits  als  erledigt  ansehen.  Alsdann 
brauchen  wir  bei  einem  einzelnen  Grenzübergänge  nicht  alle  möglichen 
erreichbaren  Grenzgebilde  in  die  Diskussion  zu  ziehen;  es  wird  vielmehr 
zum  Zwecke  der  Anwendung  des  Stetigkeitssatzes  vollkommen  ausreichend 
sein,  wenn  wir  in  jedem  Falle  ein  eineiges  nicht- amartendes  GrensgebÜde 
erreichen. 

Wenden  wir  diesen  Grundsatz  auf  unser  Kontinuum  (0,  3;  Ii,  l^) 
an,  so  können  wir  den  Grenzöbergang  lim  /  «-  1  durch  Koinzidenz  der 
Ecken  f„  und  er/.ielen.  Das  in  Fig.  7  (s.  pag.  458)  gezeichnete  Polygon 
li^  dieser  Grenze  bereits  seiir  nahe.  Man  erkennt  sofort:  Der  eingeleitete 
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GhrensObergaug  liefert  als  nicht-ainaitendeB  Grenzgebilde  die  elliptische 
Diedergruppe  der  Signatar  (0,  3;  2,  2,  l^). 

Zur  Daarstellimg  dee  nneeiem  Gruppenkontinuiini  gegenflberstehenden 
Eontiniiiiiiis  algebiaieeher  Gebilde  ftQiren  wir  eine  Haaptfunktioii  M~<p{Q 


wig.  1.  Flg.  t. 


des  in  Fig.  2  stark  uniraudeteu  Polygons  so  ein,  daß  z  längs  der  Sym- 
metriekreise des  Polygonnetzes  reell  ist,  und  daß  z  =  csj  in  einem  Punkte 
der  Seite  e^s^  zutrifft.  Das  typische  Bild  der  £r-Ebene  ist  dann  durch 
Fig.  8  darjT:c8tellt;  und  man  benut/i,  um  das  Kontinuum  derart  signierter 
jer-£bene  invariant  darzustellen,  um  einfachsten  das  Doppelverhältnis: 

Xwm  —       "  ^»)  (^3  —  ^4)  . 

(«1  —  e^)  ^''4  —  ^1)  ' 

Offenbar  gewinnt  man  das  gesarate  ^^algebraische  Kontinuum",  indem  man 
X  als  reelle  Größe  das  Intervall  0  <  A  <  1  beschreiben  läßt. 

Den  Grenzwert  A  =  0  erreicht  man,  indem  man  entweder  t\  und 
oder      und  r,  zusammenfallen  läßt.   Hier  treffen  wir  die  oben  in  anderer 
Gestalt  skizzierten  Verhältnisse  wieder  au.    Ist      dem  Punkte  bereits 
sehr  nahe  gekommen,  so  können  wir  durch  Ausübung  einer  bubstitution; 

welche  e^  und  r^  an  Ort  und  Stelle  läßt,  den  Punkt  fi^  noch  an  jede 
Stelle  des  von  und  eingeschlossenen  Intervalls  bringen,  de  weiter 
wir  ihn  aber  von  entfernen,  um  so  näher  wird  an  ^'4  heranrücken. 
Nur  die  beiden  Grenzfalle  ==  einerseits  und  =  andrerseits  selbst 
sind  (wegen  a  =  00)  nicht  mehr  ineinander  überführbar. 

Nun  ist  im  Innern  des  Intervalls  0  <  f  <  1  der  algebraische  Modul  X 
eine  eindeutige  stetige  Funktion  X(t)  von  t.  Der  Grenzübergang  lim  t  =  0 
liefere  den  durch  Fig.  4  versinnlichten  Fall.  Ihm  entspricht  eine  mit 
drei  Punkten  e^,  e^,  e^'  signierte  ier-Ebene.    Letzterer  Punkt  ist  durch 
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Koia^uienz  von  nnd  ^^  entstanden,  so  daß  1^0  ^j;ry,nri]9}^  ist.  Zu- 
folge des  Stetigkeitssutzes  orreiclit  A  liierbei  stetig  f^t'  uim  *  rr.  ïiz\\  <  i  t  A  — (). 
Cranz  entsprechen  li  tindet  man,  daß  fìlr  lim  <  -«  1  die  Fimktiou  À{t)  sich 
stetig  der  Grenze  1  annähert. 

Diese  Angaben  enthalten  nun  bereits  den  Beweis  des  Fundamental- 
theorems im  vorliegenden  Falle  vollständig.  Man  gehe  von  irgend  einem 
im  „Innern*'  des  Intervalls  gelegenen  Werte  l  aus  und  markiere  den  zu- 
gehörigen Punkt  X.  Von  diesem  Anfangspunkte  f  aus  lasse  man  den 
Punkt  stetig  biti  zum  Punkte  =  0  wandern.  Der  korrospomÜerende 
Punkt  A         wird  von  der  markierten  Aufaugsstelle  /.  aus  stetig 

bis  A^®^  =  0  wandern.  Man  lasse  zugleich  vom  gewählten  Anfangspunkte  / 
aus  den  Punkt  bis  1  stetig  wandern.  Dabei  wird  A^^^  =  ?.  (f^^)  von 
der  Âufangsstelle  X  aus  stetig  nach  /S^^  —  1  wandern.  Das  Abbild  der 
Strecke  tob  t^O  bis  ^  —  1  der  Achse  überträgt  eich  etet^  emdentig 
auf  die  Strecke  TOn  A  —  0  bîa  X  —  1  der  A -Achse.  Zufolge  des  TJiiitati- 
iheorems  kSimeii  hierbei  nicht  einem  und  demaelben  A  zwei  TeTschiedene 
t  entspredien:  also  bedeckt  das  Abbild  die  genannte  Strecke  der  A -Achse 
fiberall  nur  einiML  Es  hamidi  sieh  ämmth  hier  in  der  Tat  um  ein 
gegenseitig  „eindeuHge^  Sni^predten. 

Gehen  wir  auf  das  in  Fig.  2  angedeutete,  beafi^ich  der  reellen 
('Achse  sich  selbst  symmetrische  Qesamtpolygon  surflck,  so  kQnnen  wir 
das  erhaltene  Theorem  in  folgenden  Worten  aussprechen:  Die  g-Mene 
sei  mU  mei  der  posiüwn  BalbebeHe  angehSre§iden  Ftinkim  e^,  signiert, 
denen  mum  ganse  Zahlen  2|,  ^  ^  3,  den  Wert  oo  eingesdtlossen,  sugemM 
seien;  die  su  e^^et  sgmmärisdien  Punkie  der  negaUven  g-Saìbebene  seien 
Sg*,  &  gibt  steh  dne  und  im  wesenHidien  audi  nur  eine  pcUgmargke 
Funktion  ^^f{g),  wdehe  die  g-Ebene  auf  ein  Kmdtogenpöigffon  vom 
Tgpus  der  Fig.  2  obbiM;  die  Funkte  «i,  "  •  lieffm  die  Edsen  i^^  •  •  •» 
an  denen  si^  die  vorgesdiriebenen  WûM  fmden,  die  redle  s-Adtse  UefeH 
das  dem  Fd/ggon  angdiSrende  Segment  der  redien  Z-Ädtse,  und  der  Ssreie 
durdk  e^,  e^,  e^',  e^'  ergibt  die  übrigen  Sgmmetrid^reise  des  Fdggcns  besw, 
des  Fd/ggonndges.  — 

Gebilde  der  Signatur  (0,  3;  l^. 

Die  Gebilde  der  Signatur  (0,  3;  Z^),  in  welcher  /j  irgend  eine  ganze  Zahl 
>  2,  den  Wert  oo  eingeschlossen  ^  bedeutet,  bilden  ein  zweidimensionales 
Eontinunm.  Auch  hier  ist  das  Polygonkontinuum  mit  dem  Gruppen- 
kontiiiuum  identisch.  Zur  invarianten  DarsteUnng  dienen  die  Moduln 
ji,     oder,  was  wieder  zweckmäfiiger  ist: 
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Wir  stellen  das  gesarate  Koutiimum  gerade  vollständig  dar,  wenn  wir  mit 
dem  „Punkt«"  {t^,  t^)  das  hierneben  in  Fig.  9  gezeichnete  Quadrat  der 
<-Ebene  beschreiben.  Unsere  erste  Aufgabe  wird  sein,  die  hierbei  auf- 
tretenden Grenzgebilde  näher  zu  untersuchen. 


Vi«-  ».  Fig.  10. 


Die  vorliegenden  Grappai  gwtabten  tMbt  Erweiterung  dnreh  Spiege- 
lungen; die  Polygone  haben  die  in  Fig.  10  dazgerteUte  tjpiiobe  Gestalt. 

Andererseits  ist  die  einzelne  Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  1^)  stets  aueh. 
durch  elliptische  Snbatitutionen  der  Periode  2,  welche  die  beiden  Halb- 
ebenen permutieren,  erweiterungsfähig.  Als  DB  der  so  erweiterten  Gruppe 
können  wir  den  oberen,  in  Fig.  10  stark  umrandeten  Teil  des  bisherigen 
T)B  wählen.  Die  in  der  Figur  angedeutete  Zuordnung  der  Randkurven 
besieht  sich  auf  diese  erweiterte  Gruppe,  und  an  ihr  wollen  wir  die 
Grenzfalle  unterauchen.  Die  Ecke  Cj  gehört  der  elliptischen  oder  para- 
bolischen Erzeugenden  Fj  der  ursprünglichen  Gruppe  an^  die  hjberbolische 
Erzeugende  entspringt  durch  Koiiil^ination  der  Spiegelungen  an  den 
Sjmmetriekreisen  und  t^e^;  endlich  entsteht  durch  Kombination 
der  Spiegelungen  an  e^s^  und  e^e^. 

Die  Seite  =  0  unseres  Quadrates  erfordert  =  2  und  damit  eine 
parabolische  Substitution  Fj.  Wir  führen  den  Grenzübergang  zu  —  0 
am  Polygone  dadurch  aus,  daß  wir  das  Segment  fjfj  der  reellen  Achse 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen.  So  gelangen  wir  zum  eindimensionalen 
Kontinuum  der  Signatur  (0,  3;  l^,  oo),  das  sich  der  soeben  abgeschlos- 
senen Untersuchung  subsumiert.  Die  Quadratseite  =  0  liefert  2. 
Wir  ziehen  hier  das  Segment  e^£^  auf  eineji  Punkt  zusammen  und  ge- 
langen aufs  neue  zu  dem  eindimensionalen  Kontinuum  der  Signatur 
(0,  3;  Ii,  oo).  Im  Eckpunkte  /,  =  =^  0  hängen  beide  Kontinua  zu- 
sammen; sie  haben  hier  den  gemeinsamen  Grenzfall  (0,  3;  2^,  oo,  oo). 
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Um  die  Seite  —»  1  des  Quadrats  zu  erreichen,  hat  man  den  Grenz- 
fibergang lim  oo  zu  vollziehen,  was  in  der  Art  geschehen  kann, 
dafi  man  die  Seite  des  Polygons  anf  einen  Punkt  zusammenzieht. 
Ein  dem  Grenzfidl  nahe  ge- 
legenes Polygon  ist  in  Fig.  11 
dargestellt.  Im  GhrenzftU  selbst 
erhalten  wir  ils  nieht-ans- 
artende  Gebilde  hyperbolisdie 
Diedergmppen;  dieselben  bil* 
den  ein  eindimensionales  Kon- 
tinanm,  velches  man  mittels 
der  Invariante  ^  darstellt  In 
der  Boke  -  0,  ^  -  1  wird 
die  hyi»erbolisclie  Diedergmppe  aar  parabolischen,  der  die  Signatar 
(Oy  3;  2, 2,  oo)  sokommi  Zn  eben  diesem.  Grensfîdle  gelangen  wir  aneh, 
wenn  wir  nns  der  finglichen  Ecke  längs  der  Geraden  ^  «  0  mittels  der 
oben  ansgewSUten  Grenagebilde  annShem.  Es  findet  also  aneh  an  dieser 
Edfc»  ein  kontinnieilieher  Zusammenschloß  der  ao^gewihlten  Grenige- 
bilde  statt 

Fttr  den  Obeigang  zor  Seite  i^^X  gilt  Analoges.  Hier  wird  man 
die  Seite  tiS^  des  nrsprflnglichen  Polygons  vnendlich  klein  werden 
lassen  usw. 

Die  Ecke  ^  —  1,  ^  1  des  Quadrates  erfordert  eine  besondere  Be- 
trachtung. Will  man  die  Richtung  vorschreiben,  in  der  man  sich  diesem 
Eckpunkte  ans  dem  Innern  des  Quadrates  annähert^  so  hat  man  ffir 

lim  4'  =  lim 

einen  beliebigen,  aber  bestimmt  gewihlten  positiTon  Wert  anzugeben. 
Am  Polygone  kann  man  diesen  Giensfibergang  dann  in  der  Weise  Tor- 
nehmen,  daß  man  den  Halbkreis  i^e^ 
etwa  auf  den  Hittelpunkt  des  Seg* 
mentes  ^,{5  der  reellen  ^- Achse  m- 


sammenzieht.  Einem  Torgeschriebenen 
Grenswerte  des  Quotienten  -*  ent- 

spricht  alsdann  immer  eine  |puut  be> 
siimmteEndlage  der  beiden  Symmetrie- 
kzeise  Si<|  und  s^  «5.  So  zeigt  Fig.  12 
ein  der  Grenze  nahe  gelegenes  Polygon,  für  welches      sehr  klein  ist.  So 

lange  der  vorçe8chnel)éne  Grenzwert  dieses  Quotienten  weder  0  noch  00 
ist,  erhalten  wir  als  nicht-ausarteudes  Grenzgebilde  die  elliptische  Dieder- 
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gruppe  der  Signatur  (0,  3;  2,  2,  /j);  die  samtlichea  den  versciiiedeuen 

entsprechenden  Gebilde  sind  also  äcpiivalent.  Lassen  wir  indessen  den 
Kreis  i^tf  in  Figur  12  mit  e^t^  zugleich  uneudlich  klein  werden,  so  ge- 
langen wir  zu  eben  demjenigen  Grenzgebilde,  welches  wir  vordem  längs 
der  Geraden  ^  =»  1  an  deren  Endpunkte  ^  =^  1  von  den  hyperbolischen 
Diedergnippen  aus  erreichten.  Um  demnach  die  Kontinuität  der  aus- 
geu'ähUen  Grenzgebilde  an  der  Eche  ^,  1,  1^  =  1  zum  vollen  Abschluß 
eu  bringen,  müsseti  wir  zwischen  die  hridm  längs  der  Geraden  =  1  l}ezw. 
t^  =  1  an  der  fraglichen  Ecke  en'cicliten  Grcnzgehilde  alle  Grfuzid'crgängr 
stetig  eingeschalte  denken,  wie  sie  in  d>en  bejseichnäer  Weise  den  Grens- 

fuerfen      ^  *  0,  •  •    oo  enlttpndim. 
Jt 

Ifon  kann  diese  YerbSItnisse  dadurch  einer  geometrischen  Deutung 
unterziehen,  daß  man  eine  dritte  Koordinate  neben  t^  und  einftlhrt 
und  sodann  die  Relation  Torschreibt: 


2  —  *,  — 


Hierdurch  wird  als  eine  Funktion  Ton  ti,  erklärt,  die  an  der  Stelle 
^1  —  1,  ^  *~  1  stetig  vieldeutig  wird;  und  xwar  oitsprechen  den  aus  dem 

Innern  des   Quadrates  mögliehen  Grenz- 
übeif^gen  zum  genannten  Sekpunkte 
stetig  eindeutig  die  Werte  des  Inter- 
valles 0^/,<  1.  Deutet  man  die  zwischen 
den  t  vorgeschriebene  Relation  als  Hyper- 
boloid, so  erscheint  das  bisher  betrachtete 
Quadrat  der  /-Ebene  auf  einen  Bereich 
dieses  Hyperboloids  übertr^en,  der,  wie 
Fig.  13  zeigt^  in  ein  Fünfeck  eingespannt 
ist   Dieses  der  Hyperboloidoberääche 
angehörende  Fünfeck  wird  von  drei  ge- 
raden Strecken  und  zwei  Hyperbelstiicken  gebildet.    Der  Rand  des  Fünf- 
ecks ist  uns  nuMiiielir  ein  Bild  für  das  ringförmig  geschlossene  Kon- 
tinuum  der  ausgewählten  (ìron/gebilde. 

Zur  Darstellung  des  Koutiiniums  algebraischer  Gebilde,  welche  den 
betrachteten  automorphen  (iebihlen  gegenüberstehen,  knüpfen  wir  au 
die  obere,  stark  umrandet*-  Hälfte  des  iu  l'ig.  lU  dargestellten  Polygons. 
Diese  Hälfte  liefert  den  IJJJ  der  oben  genannten  erweiterten  Gruppe, 
welche  dem  Geschlechto  =  0  zugeh<irt.  Es  sei  s  =  q  (i.)  eine  zugeluirige 
Hauptfunktion,  welche  längs  der  Svnimetriikreise  reelle  Werte  hat. 
Den  in  Fig.  10  mit  £j,       *  *  *;       bezeicliueteu  Ecken   gehören  dann 
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die  Punkte  e,,  c,,  •  -,  der  reellen  e-Achse  zu;  mau  darf  voraus- 
seizeu,  daß 

<      <      <  ^4  <  <'6 
zutrift't,  sofern  kein  Grenzfall  vorlieprt. 

Uni  (las  Koutinuum  der  solcherweise  signierten  z- Ebenen  invariant 
darzustellen,  führen  wir  die  beiden  Doppelverhältuisse  ein: 


„  _  (^1  —  - 


1  '            '  Vi 

Wig.  14. 

Bei  der  vorliegenden  Anordnung  der  Stellen  e  längs  der  reellen  ir-Achse 
ist  ^1  im  Intervall  0  <  Aj  <  1  gelegen.    Zugleich  können  wir      im  In- 
nern*) dieses  Intervalls  beliebig  auswählen  und 
würden  dadurch  das  Punktquadrupel  e,,  c,, 
im  wesentlichen  fixieren.   Denken  wir  letzteres 
geschehen,  so  ist  r  noch  beliebig  zwischen  i\ 
und      verschiebbar.   Es  wird  demnach  ^,  gleich- 
falls dem  Intervall  0  <     <  I   an^^ehrtren  und 
im  Innern  desselben  beliebig  wählbar  st  iu.  Nach 
dieser  Auswahl  ist  die  r-Ebene  eindeuti<x  be- 
stimmt.    Das    Kontinuum    der   wie  bezeichnet 
signierten      Ebenen  wird   demnach  durch  die 
Punkte  des  in  Fig.  14  gezeichneten  Quadrates   einer  Elìcne  dargestellt 
werden,  in  welcher  wir       und       als  rechtwinklige  Koordinaten  deuten. 

Die  Grenzfälle  halten  wir  nur  insoweit  zu  betrachten,  als  dies  durch 
die  oben  ausgesuchten  Grenzgebilde  des  Gruppenkontinuums  vorge/eichnet 
ist.  Die  Seite  —  0  des  Quadrates  der  ^- Ebene  hatten  wir  (hirch  Zu- 
sanimeurficken  der  Ecken  f«,  des  Polygons  erreicht.  Es  entsprang  das 
eindimensionale  Kontinuum  der  Polygone  von  der  Signatur  (0,3:  /, , 'x;), 
welches  wir  mittels  der  auf  das  Intervall  0  <r  ^ j  •<  1  beschränkten  Inva- 
riante /j  darstellten.  Diese  Polygone  liefern  2^- Ebenen,  die  mit  vier 
Punkten  Cn         c^),  signiert  sind;  und  zwar  eiTeicht  man,  falls 

man  sich  einem  Punkte  der  Seite  i^^^O  stetig  annähert,  den  fraglichen 
Grenzfall  der  j?- Ebene  gleichfalls  in  stetigem  Übergange.  Wie  man  sieht, 
ist  jlj  »-  (i  geworden,  und  hat  einen  gewissen  Wert  des  Interralls 
0^>l,<  1  angenommen.  Aber  fftr  die  Signatur  (0,  3;  1^^  oo)  ist  das 
Fondamentaltheorem  oben  bereits  bewiesen  worden.  Die  Seite  <|  0  des 
^-Quadrates  ist  eindeutig  stetig  auf  die  Seite  il,  —  Ò  des  A-Quadrates  be- 
zogen, und  swar  so,  daß  dem  Endpunkte  ^  —  0  der  Endpunkt  il^  —  0 
sug«hört|  dem  Endpunkte  <|  >-  1  aber  der  Endpunkt  i!«  «  1.   In  genau 

*)  Die  Grenzfälle  1,  >o>o  und  1|  «  1,  weldie  soi^eich  MuiiBhrlieh  sa  betrachten 
sind,  gelten  snnftchst  aU  amgeBcUc 
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deraelben  Weiie  findet  man,  daB  ndi  die  Seite  ^  *  0  dee  i-Qoadratee 
auf  die  Seite  ^0,  weldie  ihr  im  anderen  Quadrate  homolog  iat, 
fibertrSgt. 

Man  wird  diese  Betrachtung  leicht  für  die  dritte  und  vierte  Seite 
des  Quadrates  der  /-Ebene  weiterführen.  Den  Übergang  zur  Seite  ^  —  1 

vollzogen  wir  durch  Zusammenschieben  von  und  f,;  es  entsprang  ein 
Kontinuum  hyperbolischer  Diedergruppen.  Man  gelangt  zu  =  1.  Das 
Fundamentaltheorem  für  dieses  Kontinnum  ist  «war  oben  nicht  erwähn^ 
jedoch  geht  die  Richtigkeit  desselben  bereits  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  hervor.  Die  durch  —  1  dargestellte  Seite  des 
Quadrates  der  /-£bene  übertragt  sich  eindeutig  stetig  auf  die  homologe 
Seite  des  A -Quadrates.  Die  gleiche  Beziehung  stellt  man  auf  dieselbe 
Weise  für  die  Seiten  <^  =  1  und     =  1  fest. 

An  der  Ecke  =  1,  =  1  wird  man  analoge  Verhältnisse  erwarten, 
wie  bei  /,  =  1.  =-  1.  In  der  Tat  findet  auch  bei  den  algebraischen 
Gebilden  hier  kein  kontinuierlicher  Zusammenschluß  statt,  falls  man  sich 
der  fraglichen  Ecke  einmal  längs  der  Seite  /,  =  1,  sodann  längs  =  Ì 
annähert.  Um  sogleich  zu  einem  anschaulichen  Bilde  zu  gelangen,  wie  es 
der  Fig.  13  entspricht^  führen  wir  das  dritte  Doppelverhältnis: 


ein.    Âlsdann  gilt: 


JL  «  —  (gj  —  <'»)(<'»  -  O 
^         («I  -  H)(fié  -  *.) 


(UV 


taav 


so  daß      im  allgemeinen  eindenÜg  in     und     ist  Nur  an  der  frag- 

Uchen  SteUe  A^-l,  ;i,->l  istil,  stetig 
Tieldentig  und  nimm^  ftUe  wir  ans  dieeer 
Ecke  ans  dem  Innern  des  Quadrates  in 
bestimmter  Biobtong  aanSliem,  einen  ge- 
wissen zwiaohen  0  und  1  gelegenen 
Grenzwert  an.  Deuten  wir  als  dritte 
Eoordinnte^  so  liefert  die  Relation: 

eine  Fliehe  dritter  Ordnung,  auf  weleher 
das  in  Fig.  15  gezeidmete  windschiefe 
geradlinige  Ffinfeok .  gelegen  ist  Das  in  dieses  Ffinfeek  eingespannts 
Stack  der  Flaehe  tritt  jetat  an  die  SteUe  des  A-Quadraies. 

Die  Uber  dem  Punkte  il|  —  1  stehende  Seite  des  FBnfoeks  ist 
nun  eindeutig  stetig  auf  die  homologe  Seite  dee  Fflnfeeks  im  Baume  der 
t  bezogen.  Zum  Beweise  dessen  brauchen  wir  nicht  auf  ein  Torauf- 
gehendes  Fnndamentaltheorem  znrfieksugeihen,  yielmehr  genügt  hier  das 
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Existenztlieorem  der  aiitomoi*phen  FWktionen.  Die  fragliche  Seite  des 
^-Fünfecks  können  wir  entweder  in  der  oben  ^pag.  4G1  u.  f.)  befolgtou  Weise 
oder  auch  ^w&a  projektiv  nnf  dasselbe  hiniuiskoranit)  im  Anschluß  au 
Fig.  10  dadurch  beschreiben,  daß  wir  die  Vergeh w  iiidungsstelle  des  Kreises 
«jf^  über  das  Segment  fj£.  der  reellen  ^-Aie  hinfuhren,  während  übrigens 
die  Sjmmetriekreise  des  Polygons  fest  bleiben.  Der  bei  diesem  Prozeß 
festbleibendd  Grenzfall  der  elliptischen  Diedergruppe  (0,  3;  2,  2,  l^)  gibt 
als  Abbild  dee  Polygons  eine  mit  e^,  e^,  signierte  jr-Ebene,  wobei  die 
Btredte  eindeutig  stetig  auf  das  Segment  £,£g  bezogen  ist  Besdireibt 
somit  die  YerseliwiiidiiiigssleDe  tou  {^e^  dieses  Segment,  so  beschreibt 
die  Koinzidenzstelle  der  Pmücte  ^  und  die  toh  ^  bis  reidiende  Strecke 
der  reelleii  ^-Achse,  cL  b.  aber  wandert  längs  der  fraglichen  Ffinfecks* 
Seite  Ton  1  bis  0. 

üm  die  gewonnenen  Fjnmiasen  fOr  den  Kontinnitätebeweis  znsammen- 
za&ssen,  so  gilt  folgendes:  Jedem  Pankte  im  Innern  oder  auf  dem  Rande 
des  fBn£Bckigen  Bereiches  im  f^Baume  entspricht  eindeutig  ein  Pmikt  des 
Bereiches  im  X -Baume,  der  sich  ftbenll  (d.  i.  auch  unter  Einschluß  des 
Bandes)  stetig  Sndert,  &lls  der  Punkt  l  selbst  eine  stetige  Änderung  er^ 
fahrt  Diese  Besiehung  ist  umgekehrt  hSchstens  eindeutig,  d.  h.  keinem 
Punkte  3L  können  zwei  Tersdhiedeme  Punkte  t  entsprechen,  /m  »peri^m 
isi  die  B&sidtung  «me  sokhe,  daß  der  Band  des  t-Funfecka  emeindeutìg 
eieüff  aiuf  den  des  k^Fümfedts  Ueogen  is^  wobei  homologe  Seiten  und  Eàten 
der  Fwnfeàee  einander  korrespondieren. 

Man  denke  sich  nun  den  Band  des  ^-FQnfecks  kontinuierlich  in  das 
Innere  desselben  hineingesogen  und  lasse  draselben  scfaliefiUch  an  einem 

Punkte  snsammensehrumpfen,  etwa  va  dem  Punkte  <i    <t    ^  —  welcher 

dem  Bereiche  angehört.    Dieser  Prozeß  8oll  derart  geschehen,  daß  jeder 

Punkt  des  Bereiches  (abgesehen  natürlich  von  dem  Punkte    =  <j  =    =.  y 

selbst)  einmal  und  nur  einmal  von  der  sich  zusammenziehenden  Kurve 
überstrichen  wird.  Da  der  Bereich  das  Stück  einrr  Fläche  zweiten  0 rades 
darstellty  so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  gegebene  Vorschritt  auf  die 
eine  oder  andere  Weise  zu  erfüllen.  Wir  gelangen  zu  einer  den  Bereich 
bedeckenden  Kurrenschar,  welche  dargestellt  sei  durch: 

T(iif  *»,  h\  ^)  -  0. 
Hierbei  sei     ein  Panmeter,  der  zur  Gewinnung  unserer  Eurrenschar  das 
Intervall  ron  0  bis  1  beselureiben  mdge^  Durch  den  einzelnen  Punkt  des 
Bereiches  läuft  eine  und  nur  eine  Kurtre  der  Schar  hmdurch,  ihm  ge* 
hSrt  also  ein  und  nur  ein  Wert  0  an.    Dem  Fflnfeckrande  gehöre 

0  =  0  zu,  dem  Punkte  <i  J  aber  ö  =^  1 . 

MftfbtBMiMiM  ammw  i;iz. 
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Iful  befcradite  nun  das  Abbild  dieser  Kurreiiflcliar  auf  dem  l«FlÌnf> 
ecke.  Wir  gewinnen  daeelbei  eine  entspreehende  Schar,  welche  daige- 
stellt  aei  durch: 

A(At,     ^;  <f)  -  0. 
Ffir       0  erhalten  wir  den  Rand  des  Z-BereicheB,  Ittr  <f  —  1  denjenigen 

inneren  Punkt,  welcher  dem  Punkte     =    =  eindeutig  zugeorduet 

ist.  Sind  0]  und  tf,  zwei  Terschiedene  Werte  des  Parameters,  so  können 
die  beiden  zugehörigen  Kurven  einander  weder  schneiden  noch  berühren. 
Jedem  gemeinsamen  Punkte  Itpider  Kurven  würden  nämlich  notwendig 
zwei  getrennte  Punkte  dea  ^-Bereiches  entsprechen;  das  aber  wfirde  dem 
Unitätssatze  widersprechen. 

Man  hat  nun  folgende  Alternative:  Entweder  bedecken  die  A- Kurven 
den  fraglichen  Bereich  überall  dicht,  odor  man  kann  mindestens  einen 
Bereich  Ji  von  viuUiclicr  Fläehenausdehnung  im  Innern  nnseres  A -Bereiches 
Tineli weisen,  durch  wf Italien  überall  keine  A-Kune  hindurchzieht.  Zur 
Erleichterung  der  Ausdrucksweise  bei  der  weiterfolgenden  Überlegung 
projiziere  man  B  auf  die  A,  7.,  Ebene,  wo  man  als  Projektion  den  gleich- 
falls endlich  ausgedehnten  Bereith  erlialte.  Innerhalb  denke  man 
einen  Kreis  K  gezeichnet,  <!>  ss* n  Durchinesser  ò  als  eine  bestimmte  von 
0  verschiedene  Zahl  angenommen  werden  kann. 

Die  einzelne  A- Kurve  ist  nun,  wie  jhr  Original,  eine  einfach  ge- 
schlossene, von  Spaltuugsstellen  überall  freie  Kurve.  Von  jeder  vor- 
gelep^n  A -Kurve  muß  man  demgemäli  in  eindeutig  bestimmter  Weise 
die  Frage  beantworten  können,  ob  sie  den  frei  bleibenden  Bereich  B 
umschließt  oder  nicht.  In  bekannter  Schlußweise  gewinnen  wir  eine  be- 
stiniiiiU  „Zahl"  ff^,  so  diiß  liir  <  die  zugehörige  A  Kurve  den  Be- 
reich B  umschließt,  während  für  jede  zu  ff  >  tfg  gehörende  A-Kurve  B 
außerhalb  liegt. 

Sei  nun  £  eine  kleine  Zahl  >  0,  über  deren  Auswahl  wir  uns  so- 
gleich noch  schlüssig  machen.  Man  konstruiere  dann  zunächst  die  beiden 
Kurven: 

T(h,  ^,     ffo  -  0  -  0,   T{t,,  t„     tfo  +  €)  -  0. 

Man  \vo]]>-  nun  diese  beiden  Kurven  in  irgend  einer  Weise  eindeutig  stetig 
aufeinander  beziehen  und  zwar  kann  mau  dies  derart  ausführen,  daß  die 
Entfernung  je  zweier  einander  zugeordneten  Punkte  für  lim  f  =  0  gleich- 
mäßig gegen  0  konvergiert.  Die  gleiche  Zuordnung  der  Punkte  begründe 
man  für  die  korre.spundierendeu  A -Kurven.  Da  es  sich  beim  Übergang 
zur  A-Kurve  um  eine  gleichmäßig  stetige  Abbildung  handelt,  so  können 
wir  i  so  klein  annehmen,  daß  die  £u1iemung  zweier  zugeordneten  Punkte 
der  A^Eurren  stets  <d  ist,  wo  d  die  vorhin  so  bezeichnete  Zahl  ist 


Digitized  by  Google 


Zum  KontiiraitiUsbeweiB  L  <L  Theorie  der  Mtomoiphen  Fimkttoiieii.  467 

Dies  aber  ist  ein  Widerspruch  mit  obiger  Annulinie.  Denkt  man 
sich  nämlich,  der  leichteren  Anschaulichkeit  halber,  die  À -Kurven  auf  die 
Ajjl,-£bene  projiziert,  so  umschließt  zwar  die  zu  tf^  -  e  gehörige  den 
Kreis  K,  aber  nicht  die  zu  0«  +  c  gehörige.  Beschreibt  man  die  Ver- 
biodiingsgeiMleiL  sngeordneter  Punkte  beider  Knrren,  so  werden  dieee 
sieli  notwendig  fiber  den  EreiB  K  lüiiwegBcliieben,  also  sieher  einmal 
^d  werden. 

Hietnaeh  iSßt  eich  die  Annahme  eines  offen  bleibeiiden  Bereiches  mit 
dem  Stetigheitssatze  nicht  Tereinigen.  Es  ist  demnach  sieher,  daß  durch 
jeden  Punkt  des  Ä-Bereiches  eine  l-Eurre  hindnrehlSnft  Daa  Fanda- 
mentaltheorem  ist  damit  im  ▼orliegeuden  Falle  bewiesen. 

Die  Torstehende  Überlegung ,  weldie  in  ihren.  Ornndzügen  einwürfe' 
frei  sein  dOrfte,  kann  sweifellos  anf  Grand  der  scharfen  Begriffe  der 
Funktion,  der  Kurre^  der  Stetigkeit  usw.,  wie  sie  insbesondere  durch  Ein- 
greifen der  Mengaüehre  sich  herausgebildet  haben,  hie  und  da  eine  Piftai- 
sion  er&hren.  Dem  gleiefaen  Bedfiuken  waren  die  Andeutungen  und 
Überlegungen  nnterwoifen,  durch  welche  Klein  und  Poincaré  anfänglich 
ihre  Kontinnitätsbetraditnngen  stfitoten.  In  der  Tat  ist  denn  auch  be- 
reits von  mengentheoretisdher  Seite  unternommen  worden,  don  Konti- 
nuitätsbeweise der  Fondamentaltfaeoreme  nach  der  fraglichen  Richtung 
hin  EiglUKung  und  Pi^sion  zu  verleiben.  So  beweist  A.  Schdnflies*) 
anf  Grund  mengentheoretiseher  Betmehtnngen  den  Sata,  da£  das  um- 
kehrbar eindentige  und  stetige  Abbild  der  FlSehe  eines  Quadrates  wieder 
ein  einfach  zusammenhangendes  Flächenstfick  ist,  ein  Sats,  dessen  An- 
wendbarkeit auf  unsere  hier  vorliegende  Untersuchung  unmittelbar  eia- 
leucbtet.  Vereinfaelite  Beweise  dieses  Schdnfliesschen  Sataes  haben  W.  h\ 
Osgood**)  sowie  F.  Bernstein***)  gegeben. 

Das  Hauptziel  der  vorliegenden  Abhandlung  besteht  nun  nicht  etwa 
darin,  eine  auch  für  den  Standpunkt  der  Mengenlehre  in  jeder  Beziehung 
abgeschlossene  Darstellung  des  Kontinuitätsbeweises  zu  liefern,  yielmehr 
ist  das  vornehmliche  Ziel,  die  Gnippeukontinua  und  die  ihnen  gegenüber- 
stehenden Kontinua  algebraischer  Gebilde  insoweit  einer  Durchforschung 
und  Darstellung  zu  unterwerfen,  daß  die  Durchführung  einer  Betrachtung, 
die  ihrem  Wesen  nach  der  Mengentheorie  angeliört,  dann  keine  erhebliche 
Schwierigkeit  mehr  finden  dürfte.  Bei  den  Kontinuis,  welche  im  folgen- 
den zur  Behandlung  kommen,  habe  ich  mich  darauf  beschränkt,  jeweils 
eine  Betrachtung  durchzuführen,  welche  an  der  soeben  (pag.  46(5  u.  f.)  ge- 
gebenen, ihr  genaues  Modell  findet.  Die  Analogie  wird  eine  so  unmifctel- 

*)  QCtfcmger  Nachr.  1899,  Heft  Sw 

•*)  Göttinger  Nachr.  11)00  Hnft  i. 
***)  QOtÜiiger  Nachr.  1900,  Eeit  1. 

SO* 
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bare  sein,  daß  es  nicht  nötig  erscheinen  wird,  Einzelheiteik  der  Über- 
legung in  jedem  Falle  sn  wiederholen. 

Die  Betrachtung  der  Gebilde  (0,  3j  l^)  möge  durch  Ansspraeh  dee 
Fmidamentalfheorema  im  Aneehlnß  an  dae  Tollständige  in  Fig.  10  ge- 
zeichnete Polygon  beendet  werden:  Es  sei  eine  eweikiättriye  BienummaAe 
Flädie  iSber  der  M-Ebene  mü  vier  reéBen  V&'stceUjnngspmkten  ^s,  «g,  ^5 
wrgdegt;  dieselbe  sei  mit  swei  iä>ere$msnäer  liegenden  PmJäen  ^,  e^^'  der 
redien  e- Achse,  denen  eine  hdiéfiffe  gante  ZM  2|  >  1  (oder  l^^oo)  eih 
geordnet  sei,  signiert  (cf.  Fig.  16).  Auf  dieser  Flâàte  gibt  ss  stets  eine 


Slg.  10.  Ufr  IT. 


und  im  wesenÜichen  aucfc  mar  eine  polymorplie  FwMon  t^fi^)*  wdcke 

die  Fläehe  hmform  emf  ein  Kreisboyctipolygon  des  in  Fig.  17  dargesteOten 

Tgptts  MiXdet;  an  den  Edien  wddie  den  Punkten    ,  entsprechen^ 

8  IC 

finden  die  Winl-el  ^  statt,  d(n  Vcrziceìgnmjqnoihten  c^,  •  ■  ■  mtsprechen 
die  Schnittputikte  f n  *  •  *  der  Symmetriekreise  mit  der  redien  i-Achse, 

Gebilde  der  Signatur  (0,  3). 

Das  Folvixoukoutiuuum  der  Signatur  (0,  3),  welches  wieder  mit  dem 
Gruj){)eukoiitiminni  identisch  ist,  ist  dreidimensional.  Zur  invarianten 
Darstellung  dienen  die  drei  Moduln  Ji,jf,j^,  die  wir  indessen  wieder  durch: 

t,-^'-^,  t,-^,  4-*^ 

Ji  Jt  3n 

ersetzen.  Die  /, ,  /,  sind  voneinander  unabhängig  in  den  Intervallen 
0  <  <  1,  U  <  ^  <  1,  0  <  ^3  ^  1  variabel.  Deuten  wir  die  t^,  t.,,  als 
rechtwinklige  Haumkoordinaten,  so  ist  unser  Gruppenkontinuum  durch 
die  Punkte  (t^,  t,  f^)  des  durch  die  angegebenen  Ungleichungen  charak- 
terisiertea  Ilexaeders  dargestellt. 
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Die  typische  Gestalt  eines  dem  luui  ru  des  Kontiiiuuins  angehörenden 
Polygons  ist  in  Fig.  18  dargestellt.  Die  zugehörigen  algel>ruischen  (lebilde 
sind  hyperelliptisch  vom  Geschlechte  ;)  =  2.  Das  einzelne  (Jchihle  ge- 
stattet sswei  symmetriflclie  Umformungen  in  sich,  deren  jede  drei  Syin- 
metrielmien  besitzt  Erweitert  mau  durch  die  elliptischen  Substitutionen 


viff.  18.  n«.  1«. 


der  Periode  2,  deren  Fizpnnkte  die  Schnittstellen  der  Symmetriekreise 
mit  der  reellen  (-Achse  sind,  so  entspringt  eine  Gruppe  des  Oesohleehtes 
p^O,  deren  DB  in  Fig.  19  dargestellt  ist  Die  Invarisnten  t^,  ^,  ^ 
kSnnen  wir  in  leicht  ersichtlicher  Art  den  Halhkreispaaren  der  scluaf&er- 
ten  Polygonhülfte  snordnen;  nnd  zwar  gehöre  ^  zam  Ptare  «|^,  s^s^, 
weiter  ^  snm  Paare  Sg^,  s^e^,  endlich  ^  som  Paare  s^e^,  9^6^, 

Das  gegenfiberstehende  Eontinnnm  algebraischer  Gebilde  stellen  wir 
am  zweckmftßigsten  wieder  mittek  einer  Hanptfünktion  g  »  ip{Q  des  DJ? 
der  Fig.  19  dar.  Die  schraffierte  Polygonhülfte  werde  auf  die  positire 
jv-Hslbebene  abgebildet;  die  den  Ecken  g^,  •  •  *,  entsprechenden  Werte 
f'^^t  «it  "  sind  dann  simÜich  reell,  und  man  darf  ^^et"'^h 
annehmen,  wobei  das  Zutreffen  der  Gleichheitszeichen  Grenzfalle  andeutet 
Zur  invarianten  Darstellong  ziehe  man  die  folgenden  drei  DoppelTerhalt- 
nisse  heran: 

X  ^  _     -       -  Pq'     X  ^-^  -  ~  '"'^ 

*  («!—*»)(«•  '  («8  -«•)(«>  — «4)' 

Die  Werte  der  X  sind  auf  das  Intervall  von  0  bis  1  <M*ni?e8chrünkt.  Man 
darf  dem  „Innern"  dieses  Intervalls  drei  Wert<?  A,,  Aj,  Âg  voneinander  un- 
abhängig und  willkürlich  entnehmen,  um  auf  dirso  Weise  ein  einzelnes, 
nicht  an  der  Grenze  des  Koutinuoms  liegendes  Gebilde  eindeutig  zu  be- 
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*  gfcimmeiL   Setset  man  niinlieb,  was  erlaubt  ist;        0,        \,  4t^^  oo, 
BD  folgt: 

während  für  ^4  die  Gleichung  gilt: 

va  -  ^) + C4(^A, + - 1)  +  -1,^,(1  -  ^)  «  0. 

Diete  Gleidìimg  hat  nor  eine  Wund,  die  >  1  ist;  diese  Wunel  ist  e^* 
Deutet  man  auch  dte  It,  ii^,  als  rechtwinklige  Ranmkoordinaten,  so 
liefern  die  Bedingungen  O^A,  <C1,0^>1,^1,  O^A,  ^1  wieder  ein 
reguläres  Hexaeder,  dessen  Punkte  unser  Kontinuum  darstellen.  Dem 
Kande  des  Hexaeders  entsprechen  die  Grenzgebilde  mit  koinzidierenden 
Punkten  e. 

Die  Untersuchung  der  Beziehung  des  ^-Hexaeders  auf  das  A-Hexaeder 
erfordert  wieder  ein  Eingehen  auf  die  Grenzgebilde.  Für  t^^O  gewinnen 
wir  die  Orundflache  des  t-Hexaedersy  d.  i.  das  Quadrat 

Hier  gelangen  wir  zum  Kontinuum  der  Gebilde  Ton  der  Signatur  (0, 3;  oc), 
die  bereits  im  Torigen  Falle  ihre  Erledigung  gefunden  haben. 

Die  DoppelyerhSltnisse  k^,  sind  hier  gende  in  derselben  Bedeutung 
gebraucht  wie  oben,  wfihrend  0  zutrifft  Nach  dem  Fundamental- 
theorem  für  Signatur  (0,  3;  00)  ist  das  Quadrat: 

eineindeutig  stetig  auf  das  Quadrat: 

A,  =  0,    O^Aj^l,  O^Aj^l 

bezogen,  wobei  homologe  Seiten  und  Ëcken  einander  zngeordnet  sind. 

HomolofT  heißen  dabei  die  Seiten  fi  —  Aj  =  0  usw.  In  gleicher  Weise 
frndet  mau  die  Seitenflächen  ^  =  0  uud  A^  =  0  unserer  Hexaeder  aufein- 
ander bezogen,  sowie  drittens  die  SeiteaHächen  <j  =■  0  und  A,  =  iK 

Wir  wollen  uns  jetzt  irgend  einem  Punkte  f^^^\  ff\  f..  1  der  Seiten- 
fläehe  =  1 ,  0  ^'  /,  ^  1 ,  0  ^  ^  1  in  der  .\rt  amiähern,  daß  wir  /f,  t^^ 
festhalten  uud  bis  1  anwachsen  lansen:  wir  beschreiben  somit  im 
/-Iiexae<ler  eine  zur  GnindHäclie  senki'echt  stehende  (ìerade.  Dieser 
(ircn/.überi^aiig  soll  in  zwei  Weisen  zur  Ausführung  gelangen.  Wir  werden 
dabei  von  dem  Prinzipe  Gebrauch  ma<'hen.  daß  (kr  J:orrrspo»ih'er(*nde  Weg 
im  X-Hcxaedct  in  beiden  Fälhn  rin  toxi  drrseUm  i^t,  was  aus  der  Ein- 
deutigkeit der  Abbildung  des  Hexaeders  auf  das  A-Hexaeder  und  dem 
Stetigkeitssatze  sofort  hervorgeht 

Zar  Erkliii  ung  der  fraglichen  Grenzübergänge  gehen  wir  auf  Fig.  19 
zurück  und  verstehen  unter  T  irgend  eine  hyperbolische  Substitution, 
welche      und       zu  Fixpuukt^n  und  also  den  Halbjcreis        zur  baiin- 
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knire  lut;  durch  V  möge  die  (-Ebene  Ton  nach  hin  Tendioben 
werden.  Lassen  wir  nun  in  Fig.  19  die  Halbkreise  t^E^  und  an  Ort 
nnd  Stelle,  während  wir  s^i^  doreh  eine  beliebige  Potenz  V*  Ton  V 
▼ersdiieben,  so  behalten  die  Modnln  ^  ihre  anfanglichen  Werte  tf\  t^^\ 
wShrend  sich  als  stetige  GhrÖfie  dem  Werte  1  annâherl^  falls  sieh  s  àia 
stetige  Variable  dem  Orenswerte  +  nähert  Dieser  erste  Qrensfiber- 
gang  liefert  Koinzidena  Ton  f,,  b^,  nnd  damit  als  nichi4eifallendes 
OrenzgebUde  die  hyperbolische  Diedeotg^ppe  der  biTamnte  ^  =  Ç\  In 
der  #*Ebene  bewegen  sieh  die  Punkte  •  •  >  <^  stetig  in  der  Art,  da8 
schließlich  «1,  e^f  koinzidieren.  Somit  wird  «  1,  i|  kleidet  sich  in 
eine  onbestinunte  Gestalt,  und  ist  das  DoppelverhSltnis  des  znr  obigen 
Diedergmppe  gehörenden  algebraischen  Gebildes.  Nun  gilt  das  Fondar 
inentaltheorem  fOr  das  Kontinuum  dieser  Gruppen.  Es  ist  somit  der 
erhîilk'iie  Grenzwert  A,  eine  Funktion  Aj=/<(<j),  welche  das  Intervall 
0  ^  ^  1  eineindeutig  stetig  (  unter  Einschluß  der  Endpunkte)  anf  das 
Intervall  0  ^  A,  ^  1  abbildet.  Den  erhaltenen  Grenzwert  des  ersten 
Doppel  Verhältnisses  bezeichnen  wir  durch  A/")  = 

Um  zu  nntersnchen^  ob  sich  einem  bestimmten  OrNizwmrte  an* 
nähert,  fiUiren  wir  auf  Grund  des  obengenannten  Prinzips  einen  zweiten 
Grenzfihergang  aus,  indem  wir  bei  festbleibendon  Kreisen  «|«,  nnd  i^s^ 
den  Kreis  durch  V~*  transformieren  und  wieder  s  als  stetige  Größe 
der  Grenze  -f  oc  nühem.  Das  Grenzgebilde  wird  mm  die  hyperbolische 
Diedergruppe  des  Moduls  t^^'^l  Von  den  Doppelverhiiltnissen  kleidet  sich 
in  uubestimnite  Gestalt,  A.j  wird  =  1,  und  nimmt  den  (trenzwort 
jl^W  = /f (/j^^'j  an,  unter  lt(f  \  die  eben  so  bezeichnete  Funktion  verstanden. 

Wir  sind  so  zu  dem  Ergebnis  geführt:  Dk  iScitmllüchc  ^  1, 
0^<j^l,  O^/j^l  des  t-Hcxaeders  ist  cituündeutig  stetig  auf  die  homo- 
loge Srlfnifiäihc  =  0<Aj<l,  0<A5<1  des  k- Hexaeders  hezuyen. 
Die  Abbiiaiiny  hat  itisofem  einm  besonders  detneiUwen  CitarakteTf  als  sie 
durdt  ewei  Gleichungen: 

=  h{t^),  Aj  =-  ;<(/,) 

darstellbar  ist.  Die  beiden  eu  den  Si  itm  des  t-Qundrates  parallelen  Ge- 
radenscharen idwrlragen  sidi  auf  die  entsifrechemien  Geradensdharen  des 
k-QuadraU'S. 

Genau  dieselben  Verhältnisse  treöeu  wir  bei  den  Seitenflächen  l^  —  l 

und  ^1^1  an. 

Mau  betracLt«  mm  einen  ebenen  Horizontalschnitt  des  ^-Hexaeders, 
der  ein  durch  0</j<l,  0</,  =  t^<°^  gegebenes  Quadrat  darstellt 

Auf  das  durch  dieses  Quadrat  dargestellte  Gruppenkontinnnm  lassen  sich 
genau  dieselben  überie^guugeu  anwenden,  welche  wir  oben  fllr  das  ein- 
zehie  Kontinuum  der  Signatur  (0,  3;  l^)  aasfttbrten.   Dem  Rande  des 
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Qnadntes  konneii  vir  ein  ringfSnuig  gesohlosaenes  Eontiniium  toil  Grens- 
gebildet!  zuordnen,  wenn  wir  nur  an  der  Ecke  i|  —  1,  ^  —  I  sur  Hei^ 
Stellung  der  ToUstSndigen  Kontinuität  die  ein&ch  unendlich  vielen  Rieh- 
tungen  aue  dem  Innern  dee  Quadrates  nach  dem  Edqiunkte  unteneheiden. 
Wir  können  alsdaan  ftir  dieses  Quadrat  im  speslellen  den  Eontinnitäte- 
beweis  ausführen.  Die  den  Fliehen  ^  »  1  und  ^  ^  1  angehörenden 
Quadratseiten  fibertragen  sich  auf  zwei  Gerade  in  den  homologen  Ebenen 
— 1  und  X^^t'y  und  awar  sind  es  die  Geraden  X^^h(tJ^),  Die  beiden 
anderen  Geraden  übertragen  sich  auf  zwei  den  Ebenen  ^li'-O,  31^^ 0  an- 
gehörende Eurren,  welche  mit  den  beiden Torgmannten  Geraden  X^^h(ßJ'^^ 
ein  geschlossenee  Tiereck  bilden.  In  dieses  Yiereok  ist  das  Abbild  der 
fl&ohe  des  durch  ^  ^  ^(*)  gegebenen  Quadrates  eingespannt,  und  zwar 
beweist  man  wie  oboi,  daß  es  sich  hier  um  eine  (unter  Einschlufi  der 
JEUnder)  eineindeutige  stet^  Beziehung  bandoli 

Man  lege  jetzt  durch  das  ^Hexaeder  (n  +  1)  Horizontalschnitte  in 
gleichen  Äbatänden  hindurch;  der  unterste  Schnitt  falle  mit  der  Grund- 
fläche 0  zasammen,  der  oberste  mit  der  gegmüberliegenden  Seiten- 
fläche =  0.  Zugleich  führe  man  das  zu  diesem  Ebenensjstem  senkrecht 
stehende  Geradenbüschel  ein.  Beide  Gebilde  übertragp  man  auf  das 
A'Uexaeder  und  diskutiere  die  eiitspringenden  Abbildungen  auf  Grund 
des  Unitats-  und  des  Stetigkeitssatzes;  zum  Zw«  cke  der  Auwendung  des 
letzteren  Satzes  wird  man  vorschreiben,  daß  die  Zahl  n  beliebig  groß  ge- 
wählt werden  darf.  Die  Abbilder  der  Horizontalschnitte  werden  bei  aus- 
reichend groß  gewähltem  n  beliebig  nahe  aneinander  hemnrücken;  die 
Entfernungen  zweier  benaclibarten  Abbilder  an  irgend  welchen  Stellen 
mag  man  dabei  mittelst  der  Abbilder  der  vertikalen  Geraden  messen. 
Man  sieht,  daß  sich  hier  eine  Betrachtung  analog  der  beim  Kontinuitäts- 
Iveweise  für  die  Signatur  (0,  3;  1^)  diirrhfîlhron  läßt.  Man  findet,  daß  die 
beiden  Hexaeder  (unter  Einschluß  ihrer  Oberflächen)  eiueindeutig  stetig 
aufeinander  bezogen  sind. 

Das  FnnHamentaltheoreni  t'ilr  die  Gebilde  der  Signatur  ('),  'S)  können 
wir  so  iormniieren:  Gegeben  sei  eine  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
mit  sechs  auf  der  reellen  Achse  liegenden  Verzweiguugspunkten  c^,  c^,  ••  r^. 
Man  lege  einen  ersten  Kückkelirselmitt  in  bekannter  Weise  um  ('^  und  f„ 
einen  zweiten  um  und  e.^  usw.  So  entspringen  im  i/au/.eu  sechs  Rflek- 
kehrschnitte,  die  wie  die  (Jlieder  einer  geschlossenen  Kette  ineinander- 
greifen Man  denke  die  Rückkehrschnitte  jetzt  um  ihre  jeweiligen  i'uukte  c 
zusarameugezogen,  sodaß  der  einzelne  Schnitt  nur  noch  aus  zwei  koinzi- 
dierenden  Segmenten  der  reellen  Achse  und  aus  ZAvei  dieselben  verbin- 
denden unendlich  kleineu  Halbkreisen  um  die  betreffenden  Punkte  e  be- 
steht.   Alsdann  gilt  der  Satz;    Au/  ihr  fraylklwn  liivmunmchm  FUiciie 
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• 

gibt  es  gwei  md  nur  mei  «wamtftdk  versc^kdene  polymorpJie  FMttiotien 
t  Mt  ^lodàie  die  Fläeke  wf  Havpffsrei^ffffone  vom  Tjfpns  der  Fig,  18 
Milden.  Bei  der  einen  FtudeUon  t  —  fÇe)  gàien  der  ertief  dritte  und  fünße 
JRädHuhrediniU  in  Seigmenie  der  reeüen  t-Adite  über,  hei  der  anderen  ober 
der  Mweüe,  vierie  und  sediste.  — 

III.  Die  Gebilde  des  Charakters  p  =  1 ,  n  =  1 . 

Die  Transformationstheorie  der  Polygone  vom  (^harakter  (1,1)  iat 
in  A.  F.  I  pag.  ^20  ff.  darijestellt,  die  entsprechenden  birationalen  Trans- 
formationen der  Moduln  sind  a.  a.  0,  pag.  ^91  besprochen.  Einige  weitßre 
Torlauüge  Angaben  über  die  hier  eintretende  antomorphe  Modulgmppe 
und  ihrm  DB  sind  in  der  Note  „Über  die  Theorie  der  automorphen 
Modulgrappen''*i  gemacht  Wir  müssen  jetst  ausfOhrlich  auf  diesen  DB 
eingehen  und  bedienen  uns  dabei,  einem  allgemeinen  Prinzipe  folgend^  der 
Theorie  der  Nomudpoljgone. 

DB  der  automorphen  Modnlgruppe  bei  i»  —  1,  n  ~  1. 

Naeh  A.  F.  I  pag.  266  gibt  es  bei  den  Normalpolygonen  der  Gattung 
p^l,  n  1  nnr  einen  „allgemeinen  Typus^,  nämlidi  das  Zehneok  der 
Fig;  20  mit  einer  festen  Ecke  e^  und  diei  Zyklen  zui&lliger  Ecken.  Man 
beweg«  nun  das  Polygonzentmm  C  und  halte  gerade  in  dem  Augenblicke 


]f%  W.  Fif.  U. 

an,  daß  die  ÜBste  Ecke  e^  Itai  Begriffs  steht,  dem  Polygon  verloren  zu 
C^hen.  Die  Seiten  1  und  10  haben  sich  auf  Pünkte  zusammengezogen, 
das  Polygon  ist  zu  dem  Achteck  der  Fig.  21  mit  zwei  festen  Ecken  e^,  e^ 
geworden,  die  einen  Zyklus  bilden.  Das  Zentrum  C  liegt  jetzt  auf  dem 
Mittellote  der  Terbindungsgenden  der  beiden  festen  Ecken  e^,  e^.  Man 
▼ersohiebe  C  auf  diesem  Mittellote  nach  rechts,  bis  e^  und  gleiehieitig 

*)  GOtfeiiiger  Nacbriohtaa  m  im  Heft  S. 
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folgt:  Für  die  Gru^ype  (0,  4)  ist  der  Normalhereich  in  Gestalt  des  frnrjiichen 
Dreieds  cimiouiig  bestimmt.  Dies  folgt  uumittelbar  aus  der  Tlirurie  der 
Xoniialpolygoue  (siehe  z.  B.  den  ,,Reziprozit»ÌH8at7"  der  Xornialpolvf^one 
in  A.  F.  I  pag.  260).  Tu  der  Tat  erinnere  man  sich,  daß  maii  bereits  die 
f^esamton  Xormalpolygone  eiuer  vorgelejften  Gruppe  gewinnt,  falls  mau- 
mit  dem  Zentrum  einen  DTi  der  Gruppe  beschreibt.  Lieg^  aber  das 
Zentrum  im  Innern  des  Vierecks  e^e^'Ce^'  der  Fig.  23,  so  rao;t  das  zu- 
gehörige Polygon  nur  an  r,,  aber  an  keinen  weiteren  mit  äquivalenten 
Pnnkt  heran.  Ist  das  Zentrum  auf  der  Geraden  r^'C,  aber  nicht  im  End- 
punkt C  selbst,  gelegen,  so  ragt  das  Polygon  an  und  e^,  aber  nicht 
an  einen  dritten  mit  jen«i  aqiuTalenten  Punkt  heran.  Durch  Fortsetzung 
der  Betnehtang  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

Einen  DB  der  nrsprtinglichen  Gruppe  (1, 1)  kann  man  auch  dadurch 
gewinnen,  daB  man  das  Dreieck  €^e^c^  etwa  längs  der  Seite  e^e^  zum 
„Parallelogramm''*)  ergänzt  Letztwes  wird  alsdann  durch  die  zum  Fix- 
punkte Cj,'  gehörende  Substitution  V^,  der  Periode  2  in  sich  transformiert 
Der  Punkt  C  gehe  hierbei  Aber  in  C\  Für  die  eimdm  Qrvppe  des 
Charakters  (1,  1)  g*bt  es  snc»  und  nur  gwei  Normalsetàsedee  wtserer  Art; 
beide  sind  miteinander  hmgrueiit  und  liefern  demtiaeh  diesàben  Invarianten, 
In  der  Tat  erkennt  man  soforl^  daB  außer  C  nur  noch  der  Pnnkt  C  des 
Parallelogramms  ein  Sechseck  liefert,  welches  letztere  aber  ans  dem  erzteren 
durch  V^.  hervorgeht  — 

Bei  der  ümkehrang  der  durchlaufenen  Entwicklung  knOpfsn  wir  an 
ein  beliebigee  Dreieck  e^e^eg,  dessen  E<^n  zuglddi  entweder  innerhalb 
oder  auf  oder  anfierhalb  der  die  Maßbestimmung  begründenden  Ellipse 

gelegen  sind.  Im  ersten  Fall  soll  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  sein, 

wo  /j  eine  gegebene  ganze  Zahl  >  1  ist.  Im  ersten  und  dritten  Falle 
wird  ferner  gefordert,  daß  der  MiUeipuitki  C  des  umfjfschnrìirmìt  Kreises, 
der  durdi  das  Dreieck  eindeutig  bestimmt  ist,  dem  Ituicrn  des  DreiciLi  oder 
einer  Seite  dessclix-H  an//('hijrt.  Im  zweiten  Falle  werde  ein  von  einer  EcJce 
verschiedener  l'nnht  im  Innern  odrr  unf  dem  Hände  des  Dreiecks  uiUkiirlich 
(jeixäldt  uììd  (ds  Funkt  C  bezcichnd.  Die  Lote  von  C  auf  die  Seiten 
mögen  q',  t,',  heißen;  im  ersten  und  dritten  Falle  handelt  es  sich  um 
die  Seitenmitten.  Die  zu  t/,  c^,  e^'  als  Fixpunkten  gehörenden  elliptischen 
Substitutionen  der  Periode  2  seien  V^^.,  V^.,  V^..  Man  erkennt  ohne 
weiteres:  Das  so  ausgestattete  Dreieck  ist  der  DB  eher  am  V^,,  V^., 
m  ereeugenden  Gruppe  vom  Chareikter  (0,  4),  und  mßor  htihm  wir  im 
DreieA  das  mm  Punkte  C  äts  Zentrum  geiidrende  Harmalpolygon  vor  uns, 

*)  Im  Sinne  der  zugrandelit>reuJeu  projektiven  MaBbettimntiiiig  hsifit  f^Pktallelo» 
gianua**  avrìàL  wie  „Viereck  mit  gleiekeii  Qflgeiueiten^. 
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Der  Übergang  zum  Sechseck  der  Untetgrappe  Tom  Chax»kter  (1,  1) 
ist  nim  soforfc  ToUzogen.   Wir  merken  ah  Hauptergebnie  au:  Das  im 
wesen&idim  emdeuHg  hesHmmte  Nûrmàbedtsedt  eher  Gruppe  wm 
rakter  (1,  1)  ist  tktrdt  die  Bigenaduxß  (äs  diatakimsiert  anmsàim,  daß 
das  Zentrum  C  dem  Innern  oder  dem  Bande  des  Drâedis  e^e^e,  emgàiSH.  ^ 

Zur  DantéUung  der  Polygonkomtinna,  welche  bei  der  Gaünng  p^l, 
»  —  1  auftreten,  dienen  nach  A.  F.  I  pag.  860  die  Invarianten  der 
Erzeugenden  V^,  F^,  V*\  denen  wir  jedoch  hier  logleich  die  Torhin  mit 

bezeichnete  Invariante  der  gleichberechtigten  Subetiintionai  V^,  V^, 
hinznf&gen.  Zwischen  diesen  Invarianten  besteht  die  Relation; 

i  *  + '  +  .^'c^  -  iJüc  = +  2 . 
Zur  £infühnmg  einer  geometrischen  Deutung  setzen  wir: 

und  interpretieren  y,  J^f  i  als  homogene  Raunkootdinateu.  Die  mi- 
gegebeue  Relation  nimmt  alsdaHm  die  Gfestalt  an: 

+    +     -       -  Ü.  + 2)^" -=  0. 

Für  den  Einzelwert  sehen  wir  uns  hiernach  auf  eine  bestimmte 
Fläche  dritter  Ordnung  eingeschränkt.  Was  diese  Werte  angeht^ 
so  haben  w  die  dreifinche  Fallonterscheidung,  daß  entweder  j^>  —  2 

nnd  dann  gleich     3  cos  j-  ist  (elliptischer  Fall)  oder       ^  2  stutrifft 

(parabolischer  Fall)  oder  endlich     <  — 2  gilt  (hv[)cr bolischer  Fall). 

Für  jeden  liiernacb  zulüüsigeu  speziellen  Wert  /  besitzt  ilie  zu- 
gehörige ein  UlngR  der  Ebene  <  =  0  in  das  Koordiuatomlroieck  .iyz=^0 
eingespanntes  Flächeustück,  welches  sackartig  im  lunern  des  Koordiiiaten- 
tetraeders  hängt  und  einen  eiuf'iicli  znsammenhiiut'euden  Bereich  darstellt. 
Für  lim  /^  =  —  oo  ist  die  Fläche  des  eben  genuunteu  Dreiecks  selbst  die 

Grenzlage  der  gedachten  Flächeustücke  F^.  Für        —  2  cos  .    >^t  dieses 

einfach  gt/iMmmenhomsfende  Flädiendück  F^  direkt  das  Bild  des  Polygon- 
honliìiHunis ,  von  dem  thuh  iceißy  daß  es  einen  einfach  zusammenhängenden 
gweidimensionalen  Bereich  darstelit  Alle  für  <  —  2  eintretenden  Flächen- 
stttcke  füllen  den  Baum  zwischen  der  besonderen  F^i 

und  der  FUche  des  wiederholt  genannten  Dreiecks  in  der  Ebene  f  —  0 
ein&ch  nnd  vollständig  ans.  Der  so  entspringende  mfoék  mmmmtn^ 
hängende  dreidimenskmäle  Bereut  isi  um  das  GegeMd  des  einen  im 

*)  In  A.F.Ipag.&60varie-"i.ft  als  Simaltaninvaiianie  des  Paares  K«,  aaf> 

gefaßt. 
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ìufpeHtolwàen  FaUe  emMnuieti  PolygonkonUnmms.  Die  Fälle  «  —  2 
kann  man  nadi  Bdieben  als  Bandgebilde  dee  leiateren  Koutinname  auf- 
ikaaen  oder  aneh  fUr  sich  behandeln  und  alsdann  als  Ghrenzlage  den  ellip- 
tiachen  ¥^en  anreiben. 

iJüli  die  emzelue  i'g  durch  die  birationalen  Modultransformationen 
in  sich  übergeführt  wird,  wurde  bereits  in  A.  F.  I  pag.  397  festgestellt« 
Es  gilt  nun  das  allgemeine  Prinzip,  daß,  weuu  ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  durch  eine  Gruppe  eineindentigear  stetiger  Trans- 
formationen in  sich  fibei^filhrt  wird,  im  Falle  der  eigwtlichen  Dis- 
kontìnnitit  der  Gruppe  der  DB  denelben  als  solcher  gleiehlaUs  sûien 
«infadi  ansammenhängenden  Bereidi  darstellt  Bei  unseren  zwei-  hesw. 
dreidimenaionalen  Bereichen,  welche  die  Polygonkontinua  darstellen,  muß 
nun  die  Gestslt  der  einfsdi  zusammenhängenden  DB  dar  Modulgruppen 
impUiite  in  dm  obigen  Entwicklungen  Aber  die  Nonnalaedisecke  ent* 
halten  sein.  Nur  darf  man  hierbei  nicht  ttberaehen,  daß  oben  lediglich 
nur  wst  die  Reihenfolge  der  Erzeugenden  F^,  F^,  i\  am  Sediseck  fest- 
gesetzt wurde.  Dagegen  ist  eine  zyklische  Permutation  derselben  und 
alao  der  Livaananten  j^fj^^tj^  noch  statthaft. 

Da  auch  fttr  <  —  2  diese  Invariante  gegenüber  den  Modultrans- 
formaMonen  unverandert  bleibt,  so  können  wir  auch  im  hyperbolischen 
Falle  damit  beginnen,  den  BD  auf  der  einzelnen  JP,  zu  fixieren.  Man 
knfipffc  nun  am  ein&chaten  an  das  oben  betrachtete  Dieieck  e^e^e^  an. 
Ist  daaaelbe  gleiehseiti|^  reap,  ist  im  parabolischen  Falle  der  Punkt  C  der 
Hdhenschnittpunkt,  so  hst  das  Dreieck  den  Charakter  einea  Normal- 
polygons.  Andrerseits  ist  in  diesem  Falle  ja'^h^  Je  u^^.  x^y^M\ 
dieser  Punkt  ist  also  auf  der  jedenfalls  dem  gesuchten  DB  angehörig. 
Von  dieser  Änfimgsstelle  aus  werden  wir  den  fraglichen  Bereich  auf  der 
bekommoi,  fiüls  wir  daa  Dreieck  unter  Festhaltung  seiner  Winkel* 
summe  allen  solchen  stetigen  Abindemi^;en 
Unterweid  bei  welchen  das  Zentrum  C, 
wie  oben  Toigesehriebai,  dem  Dreieck  er- 
halten bleibt 

Hiernach  gelangen  wir  an  den  Band 
des  zu  konstruierenden  Bereidies,  wenn  C 
woî  eine  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  rflckt 
Pr&fen  wir  etwa  den  Fall, daß  ('  auf  die  Seite 
Sfé^  rfickt.  Die  Fig.  24,  welche  durch  sich 
selber  verstandlich  ist,  deutet  diesen  Grenzfibergang  an.  Man  erkennt 
aofor^  daß  in  der  Chrenzlage  sellMit  die  mit  9  und  ^  bezeichnete  Winkel 

^  ^- 1}  »  ^  geben.   Fahren  wir  demnach  die  Variable  ^  derart  ein,  daß 
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fier  Uauptkreis  die  reelle  Achse  liefert,  der  Punkt  C  mit  Ç  »-»  /  zusammen- 
fällt und  die  Gerade  e^'e^^'  zur  imaginären  ^-Achie  wird,  so  liefert  die 
Gerade  e^'e^'  dea  Einheitakreis^  und  das  längs       snm  ^^Parallelogramm'' 

ergänzte  Dreieck  liefert  den 
DB  der  Gruppe  (1,  1)  in 
Gestalt  der  Fig.  25*). 

Man  hat  also  hier  mit 
einem  symmetrischen  Ge 
bilde  zu  tun,  und  insbe- 
sondere liißt  sieh  die  zu- 
gehörige Gruppe  (<J,  4) 
durch  Spiegelungen  derart 
ffig  ^  erweitern,     daß     die  er- 

weiterte (jruppe  ein  von 
vier  Syninietriekreiseu  eingegrenztes  Viereck  zum  DU  hat.  Die  Erzeugen- 
den V^f      der  Gruppe  (1, 1)  haben  die  Gestalt: 


wie  U8  der  Lagerung  des  DB  in  Fig.  25  direkt  hervorgeht.  Die  In- 
fsriMiteii  haben  die  Werte: 

swiachen  ihnen  besteht  demnach  die  Relation: 

Unigekehrt  folgt  aus  dieser  Relation  die  hier  vorliegende  Gestalt  des 
DB  der  Gruppe  (1,  1).    Nehmen  wir  nämlich,  was  uns  freisteht,  die 

Sabetitution  V,  in  der  Geetalt  Q'^^  an,  so  folgt  fOr  K«-^""^'^  ans 

(«1  +  *i)  («t  +  *i)  -  2(«,«,  +  d,), 

(«,-dJdj  =  (a, -dl)«,. 

Nun  ist  «1  ^  tfj,  und  also  folgt  =  ó,.  Die  Gestalt  von  V^,  sowie  die 
Gleichung  0%  —  d^  bleiben  erhalten,  falls  man  jetzt  nachtraglich  noch  yer- 

mdg»  einer  Substitution  der  Gestalt  Q  ^)  transformiert   Letztere  kann 

man  dann  so  wählen,  daß  nach  der  Transformation  die  Gleichung  /^s""yi 
zutritft.  Es  wird  demnach  jedes  Gebilde  mit  J^J^^^^Jc  a^i  liande  des  DB 
der  automorphen  Modulgruppe  liegen. 


jener  Relation: 


*}  Als  Beiafiiel  iat  in  der  Figur  der  parabolisebe  Fall  angenomineii. 
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Die  FSUe^  daß  C  woî  die  zweite  oder  dritte  Seite  dee  Dreiecke  ifiekt, 
behandelt  man  geaan  so.  Man  gelaugt  zu  dem  TorlSofigen  Ergebnis: 
Zmt  GewmMang  enies  DB  der  owUmorjghm  Moékdgruppo  auf  der 

<  (a^  +  Sf"  +  «")  -  »Sf *  -   a + 2)  -  0 

grenze  num  auf  derselben  einen  (Irrierhiycn  Ikiekh  ein,  hffjrmst  durch  drei 
KurveUf  welche  auf  der      durcii  die  drei  FUidien  zweiten  Grades  i*',; 

y«-2a;^-=0,   0«-2y<-O,  «y-2**-0 

CMisgeiàmlk»  vmden. 

Die  hier  vorliegenden  geomettisdien  VerhSltnisee  wird  man  sich  leicht 
klar  machen;  einige  Andeatungen  mögen  genfigen.  Man  deute  etwa  hier* 
bei  d;,  jr  ds  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten,  indem  man  i^X 
setzt  Dann  beachte  man  erstlich,  dafi  die  gänzlich  im  Oktanteu 
«>3y  tf^^f         Terl&ufty  wobei  die  Ebene  nor  den  unendlich 

fernen  Punkt  der  Geraden  y  —  #  mit  der  i^^  gemein  hat,  and  wobei  Ent- 
sprechendes von  den  Ebeoien  y  —  2,  #  —  2  gÛt.    Die  drei  Geraden 
X  ^  '2,  j!  —  z-  y  =  2,  z    X-,  z  =  2,  X  =  y  stehen  nun  auch  zn  den  in 
nächster  Beziehung.  Diese      sind  jetst 
hyperbolische  Paraboloide;  das  erste  von 
ihnen  läuft  durch  die  zweite  und  dritte 
Gerade  hindurch,  das  zweite  durch  die 
dritte  und  erste,  das  dritte  durch  die 
erste  und  zweite. 

Mit  Benutzung  dieser  Angaben  wird 
man  sich  den  Verlauf  der  fraglichen 
Flächen  leicht  weiter  klar  machen.  Bei 
Aussprach  des  Ergebnisses  führen  wir 
die  vierte  Variable  und  damit  die  pro- 
jektive Denkweise  wieder  ein.  Die.  drei  schneiden  auf  der  F^  einen  drei- 
eckigen Bereich  aus,  dessen  EckpunMr  der  FJicue  /  =  ü  als  Scitemnitfen  des 
Koordinafetidreiecks  xy-e^O  nnrfrhoren.  Wie  in  drr  schematisch  zu  verstehen- 
den Fig.  20  bereits  angedeutet  wurde,  hat  (/c<s  govrmnenc  Dreie/k  die  drei 
durch  die  Ebenen  y  —  j?,  js  ^  X,  x  =  y  au^esdmittenen  Kuì^en  zu  üym- 
metridinien. 

Diese  drei  Symmetrielinieii  zerlegen  das  Dreieck  in  sechs  abwechselnd 
symmetrische  und  kongruente  kleinere  Dreiecke.  Zum  DB  der  auto 
morphen  Modulgruppe  gelangen  wir  nun  unmittelbar  durch  die  Fest- 
setzung, daÜ  die  Invariante  weder  größer  als  j^,  noch  i^rößer  als  sein 
soll,  daß  also  die  Ungleichungen  x<y,  x^z  gelten  suiieu.  Wir  ündeu: 
Auf  der  jF,  isi  dtm  in  Fig.  JdO  stark  iimratukte  Boppcldreieck  ein  JDB  der 
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anUomcrphen  Modu^rujipc;  die  Zuùrâmtng  der  Seiten  des  Doppddr^edts  ist 
in  der  Figur  angeg^en. 

Um  daniifhin  die  Erzeugenden  dieser  Modul gruppe  sa  beredmen, 
bemerken  wir,  daß  letstete  offenbar  dnrdi  Spiegelungen  erweitert  werden 
kuin.  Der  DB  der  erweiterten  Gruppe  sei  das  echraflfierte  Dreieck  des 
eben  gewonnen«!  DB.  Die  Spiegelungen  an  den  drei  Seiten  desselben  sind: 

I  ^Y)    X  wj  :  z  \t'  =  xl'.  yt  :  {xy  —  zi)  :  i\ 

x'  :  y'  :  z'  :  f  ^  X  :  M  :  g  i  i, 

{8^  x'iy'iâ'ii'  ^yiXiMii, 

Um  die  geometrische  Bedeutung  von  darzulegen,  beachte  man,  daft 
die  Tetraederecke  o;  —  y  »■  <  »  0  der  angehört.  Der  Ton  dieser  Ecke 
an  die  i\  gehende  Tangenienkegel  berOhri^  wie  man  leicht  ausrechnet,  lings 
der  Symmetrielinie  Ton  8^,  d.  h.  längs  der  Seite  xg^2tl^0  unseres  DB, 
Auf  der  einen  Seite  dieses  Kegels  laufen  yom  Scheitelpunkte  lauter  Strahlen 
aus,  welche  die  in  zwei  weiteren,  gefammt  liegenden  Punkten  schneiden. 
Dam  ist  die  Bedeutung  vm  8^,  daß  diese  Spiegdmg  jeweils  mm  sdldte 
Schnit^mkte  miteinoMkrjpermuiiert.  Für  die  Spiegelungen  8^  und  8^  sind  ganz 
entsprechende  Bem«rkangen  gfiltig.  Übrigens  gelten  yorstehende  Angaben 
fOr  alle  F^,  à,  i.  für  jeden  der  bei  uns  in  Betracht  kommenden  Werte  Tpn  J«. 
Die  Erzeugenden  der  urspr&nglichen  Modulgroppe  berechnen  sich  nun  so  : 

(Tj-iS^S',),   x':^:     f^xtzst:  (xs-yl)  :  t', 
(r,  —  iy^S^),    x':y  :z:t'  '-y.z'.xit. 

Diese  Formeln  sind  in  Übereinstimmung  mit  den  bezüglichen  Angaben 
in  A.  F.  I,  wo  die  Transformationen  der  Moduln  aus  den  Abänderungen 

des  kanonischen  Schnittsystems  auf  der 
Riemannschen  Flürlie  bereclinet  wurdeu. 

Der  ganzen  hier  vorliegenden  auto 
morphen  Modulgruppe  entspricht  nun  eine 
Einteihmg  dn-  emzdnm  Flärhmsdtalc  in 
rill  Nitz  uiieiulUrh  riHer  Ihi  irrkp,  irefche 
liivsr  Svluilr  liic!;n>ii's  und  rinf^uli  hedchetiy 
und  welche  gegen  »leii  Kaud  der  Schale  (das 
in  der  Eheiie  i  0  gelegene  Kitordinaten- 
2.Û  dreu'ckj  imendlich  klein  werden.  Eine  he- 

sondere  Betrachtung  erfordert  hierbei  noch 
der  Grenzübergang  lim  =  —  oo,  wo  im  Grenzfalle  selbst  die  J'\  zur  Flache 
des  öfter  genannten  Koordinatendreiecks  geworden  ist.  Einen  der  Grenze 
nahe  gtlegeneu  Fall  köuueu  wir  am  kürzesten  durch  die  (schenuitisch  zu 
verstehende)  Fig.  27  beschreiben.  Die  Symuietrielinien  von  S^f  jS,,  6',  ziehen 
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sich  immer  mehr  aa  die  Eeken  des  fraglieheii  Eoordinatendieieeks  hersn. 
Im  Qrmsfaüe  sdber  sind  vom  goMm  Dreiecksnette  mir  die  eedi»  den  Funkt 
âf->jf/-#,  t^O  ringB  umgébendm  Dreiedie  übrig  (fétiUében,  wdehe  die 
Fiäeke  des  KomUnatetiäreieeks  hereUs  voBständig  fOtten;  das  gesamie  iätrige 
NeU  hat  sich  auf  den  Band  des  Dreiecks  eusammengesogen. 

Um  jetst  filr  j^<  —  2  sur  DarsteUang  des  in  diesem  Falle  drei- 
dimensionalen  Gmppenkonttinroms  za  gabngen,  haben  wir  anf  allen  zn- 
gehdrigen  Schalen  nach  Mafigabe  des  in  Fig.  26  stark  umrandeten 
Doppeldreiecks  den  DB  der  automorphen  Modulgruppe  eingegrenzt  zn 
denken.  /^/V.sv  hmtiuninluh  aufeinander  fotgatden  Dogpddreiedee  Urfem 
als  Crcijetihdd  des  f'ra^Mshe»  Grt^^penkotUimums  eine  Hexaeder ,  mlehes 
durch  drei  Ebenen: 

x  —  g~0,  ap— *-0,  <-0, 
0wei  Flädien  su/eiten  Chrades: 

jy  — 2j?f  — 0,  2y/  =  0 

und  die  Flâdœ  dritter  Ordnung: 

eingeengt  ist  Durch  die  Operation  wird  die  eine  F^  in  die  andere 
transformier^  dnreh     die  Ebene    «-  ir  in  die  durch  y^x  dargestellte.  — 

Gebilde  der  Signatur  (1,  1;  /j). 

Indem  wir  als  ganze  Zahl  >  1  oder  als  cv)  gewählt  denken,  wenden 
wir  uns  zur  Spezialhetrachtunt^  des  Gruppenkontinuums  der  Signatur  (1, 1  ; /J, 
welches  wir  auf  der  zugehörigen  T*,  durch  die  Punkte  des  in  Fig.  2G  stark 
umrandeten  Doppeldreiecks  darstellen.  Letzteres  ragt  mit  einer  Spitze  an 
die  Grenzkurvi'  der  Fläelieu.srliale  heran.  Zur  \'ernieidung  späterer 
Unterhrechuugeii  müssen  wir  zunäclist  feststellen,  zu  welchen  Örenz- 
gebildeu  mau  get'ülirt  wird,  falls  man  in  dem 
ebengeuanuten  Dß  der  automorphen  Modul- 
gruppe oder  anf  dem  Rande  dieses  DJi  au  die 
fragliche  Spitze  herangeht 

Zn  diesem  Ende  setaen  wir  den  DB  der 
Gmppe  zunfiehst  in  die  Gestalt  eines  Parallelo- 
gramms^', dessen  Gq;enseiten  dnrdi  und 
aufeinander  bezogen  sind  (schraffierter  Bereich 
der  Fig.  28).  Alsdann  gehe  man  durch  ,^ilaubte 
Abinderung''  zn  dem  stark  umrandeten  Bereich, 
indem  man  das  obere  Stfick  des  Parallelogramms  lilngs  der  von  e^*  aus- 
ziehenden Mittellinie  abschneidet  und  unten  anhangt   Der  neue  DB  ist 


t  ig.  38. 
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ein  Sechseck,  welches  als  Erzeugende  die  heideu  gleichberechtigten  Snb- 
atitaiionen  V^,       und  die  Substitution  liefert 

Der  Grenzübergang?  zur  gekennzeichneteu  Spitze  des  auf  der  F.^  ge- 
legenen Doppeldreiecks  erfordert  mm  lini  /^j--2.  lim  /,  =  00.  Ein  der 
Greuzlage  uahegeltgenes  Sechseck  ist  in  Fig.  29  darge- 
stellt. Im  Gren/l'alle  selbst  ziehen  sich  die  beiden  durch 
Vf,  einander  zugewiesenen  Seiten  auf  Punkte  der  funda- 
mentalen Ellipse  der  projektiven  Mafibestinunung  zusam- 
men, die  beiden  gleichbowchtigten  Substitutionen  F.,  F^' 
werden  parabolisch.  Das  entspringende  Viereck  hat  somit 
zwei  panbolische  Spiteen,  sowie  zwei  zu  einem  Zyklus 
gehörende  elliptische  Ecken  (seitlioh  in  der  Fig.  29),  wobei 
die  beiden  an  diesen  Ecken  liegenden  Winkel  (wie  aneh 

schou  HU  den  Sechsecken  )  einander  gleich  und  gleich  ^ 

sind.  Wir  haben  hiemach  den  DB  der  Gruppe  toh  der  Signatur 
(0, 3;  ^,  <x>,  ro)  gewimnm:  Jeder  Vixrgaing  aus  dem  Innern  des  DJi  der 
automorphni  Modulgruppe  nacii  der  bei  x  '^2t'=0  gelegenen  Spitee  führt 
ob  QrmtgebUde  mu  der  Gruppe  von  der  Signatur  (0,  3;  Z^,  00,  00). 

Unserem  Gruppenkontinuum  steht  das  Kontinuum  der  mit  einem 
Punkte  e  signierten  Rienmunschen  Flächen  des  Ge8chle<-htes  ^)  =•  1  gegen- 
über. Eine  Riemaimsche  Fläche  des  Geschlechtes  1  läßt  stets  eine  kon- 
tinnierliche  (iruppe  von  Transformationen  in  sich  zu,  und  unter  letzteren 
kaan  man  stets  solche  angeben,  welche  eine  beliebige  SteUe  der  Flache 
in  eine  beliebige  andere  überführen.  Die  Signierung  einer  einzelnen 
Stelle  e  ist  demnach  hier  ohne  Bedeutung,  so  daß  wir  mit  dem  Kon- 
tinuum der  algebraischen  Gebilde  mit  p  1 
schlechthin  zu  operieren  haben. 

Die  für  den  vorliegenden  Zweck  geeig- 
netste Darstellung  des  fraglichen  Kontinuums 
ist  die  durch  die  Punkte  eines  Doppeldreiecks 
des  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunk- 
tionen zu  (trunde  liegenden  Netzes  der  Drei- 
eck ein  der  fj-Il!ilhel)ene.  I  ud  zwar  wähU^n 
wir  am  y)assendsteu  das  in  Fig.  30  skizzierte 
Doppeldreieck,  das  wir  den  in  Fig.  2t)  stark 
umrandeten  DJi  der  automorphen  Modul- 
grup|)e  gegenüberstellen.  Diese  Auswald  des  Doppeldreiecks  setzt  voraus, 
daß  den  Suhstitutionen  T,,  I',,  ]'.  die  folgenden  Transformatioiien  des 
dem  elliptischen  Gebilde  angehörenden  Integrals  erster  Gattung  ent- 
sprechen: 


vig.  so. 
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(FJ  1*'-«  — «i  —  o,. 

Wir  imteniichen  nmimehr  die  Abbildung  dei  auf  der  gelegenen 
Doppeldreieckt  «if  das  o-Doppddreieek  und  begianen  mit  dem  Kande 
dee  enteren  Bereiebee.  Betrachten  wir  nmichst  die  der  Kurve  xp — 2gt  0 
angehöiende  Seite  des  Bereiches!  Die  KOgehörigen  Gruppen- DJS  haben 
den  in  Fig.  26  dargestellten  Typus  ^  und  da  die  hier  vorliegenden  Sym- 
metrien bei  Abbildong  auf  die  Ebene  dee  Integrales  u  erhalten  bleiben, 
so  ist  das  in  der  «-Ebene  geL^ime  Periodenparallelogramm  ein  Bechtedc. 
Spesiell  entspricht  der  Ecke  x  >-  y,  ary  »  2ßt  ein  Quadrat,  wShrend 
fibrigens  wegen  <  notwendig  I  j  <  |  i  folgt  Der  Perioden- 
qnötieiit  &  ist  rein  imaginär  und  absolut  ^  1;  der  Ecke  x  =  y,  xy  =  2zt 
gehört  0}  =  }  zu.  Dem  anderen  Endpunkte  x  =  2t  =  Q  gehört  das  Ge- 
bilde der  Signatur  (0,  B;  2^,  oo^  oo)  zu.  Es  findet  also  Herabminderuug 
des  Geschlechtes  auf  p  »  0  statt,  und  man  hat  o»  a  0  erreicht.  Für  die 
boidrn  hier  vorliegenden  linearen  Kontinua  bildet  man  sofort  ein  »pezielles 
Fundamentaltheorem  durch:  Die  in  Rede  stehende  Seite  des  DB  der 
Fig.  26  ist  eineindentig  stetig  auf  die  o  »  t  und  o»  —  0  verbindende  Seite 
des  CO  Bereiches  bezogen. 

Wir  beschreiben  zweitens  die  der  Kurve  x  —  y  angehörende  Seite 
vom  Endpunkt  x  =  y,  xy  =  2zt  zum  anderen  Endpunkt  x  =^  y  =  z.  Er- 
gänzen wir  das  Dreieck  der  Fig.  24  längs  der  Seite  r^r.^  zum  Parallelo- 
gramm, so  korres})on(lieren  die  (ìegenseiten  durch  l'I,  und  Wegen 
Ja~Jb  ^^^^  einem  Rhombus  zu  tun,  imd  du  sich  die  Syuiiiietrien 

desselbfiu  in  der  ?r Ebene  wiedei'finden,  so  ist  auch  das  Periodenjiarallelo- 
graniui  ein  Rhombus,  und  man  iindet,  dab  der  Periodenquotient  den 
absoluten  Betrag  1  hat.  Für  x  =  y  =  Z  ist  das  Dreieck  c^c^f^  gleichseitig 
geworden  (im  parabolischen  Falle  ist  C  der  Höhenachnittpunkt);  hier 

stellt  man  leicht  fesl^  daft  o  — >  y"    geworden  ist.  Indem  man  fOr 

die  beiden  jetit  vorliegmden  Kontinua  rhombischer  Gebilde  nnsere  Kon- 
tinnitfttsbetrachtung  dorchflBhrt,  findet  man  die  durch  X'^y  za  charak- 
terisierende Seite  auf  die  co  =  i  und  w        ^- v"^^  verbindende,  dem  Ein- 

heitskreise  der  o»-£bene  angehörende  Seite  des  Doppeldreiecks  eineindentig 
stetig  bezogen. 

Man  wird  die  so  eingeleitete  Betrachtung  leicht  weiterführen  imd 
denmächst  wieder  zu  rhombischen  (Gebilden  mit  x  —  z  nit<l  also  =  j'^ 
gehen  usw  Haben  wir  längs  der  Seite  xz  2yt  die  »Spitze  :r  ™  2  /  =  0 
wieder  erreiuht,  so  sind  wir  zum  Gebilde  (0,  3;  ^,  <x>^  oo)  und  damit 

«!• 
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läjigs  àer  yierten  Sette  des  œ-Doppeldreieeln  su  a»  —  0  Kurtickgekelui. 
Wir  merken  als  Torfônfiges  Beeultet  en:   Der  Band  des  DB  der  auUh 

morphen  Moduìgmppe  auf  der  iii  eineindeutig  sktig  auf  den  Band  des 
korres^pondierenden  tO'Doiypeldreieiies  h&sogm;  dem  Bande  de$  ersten  DB 
haben  wir  dediei  ein  ringßrmig  gesehioMcnes  Konümmm  von  automorphen 
Qdfilden  mtordnen  könnenf  d,  h,  auth  am  GrmMptmkte  x^2t^0  findet 
hmtimtterliäier  Zusammensddufi  der  BandgÄ^Hde  stati 

Hiermit  iat  der  Boden  geebnet,  um  eine  Betrachtung  dnrehzufEtturem 
genau  analog  deijenigen  von  pag.  465ff.  Wir  Oberdecken  die  Fläche  des 
Doppeldreieeks  der  mit  einem  Systeme  Ton  geeignet  gestalteten  Knrren, 
wobei  je  zwei  benachbarte  Eurren  einander  so  nahe  gewählt  werden  können, 
als  man  will.  Bei  dem  einfachen  Chaiikter  des  fragliehen  Bereiches  hat 
die  ÂQsftIhnmg  dieser  Yorsohrift  keine  Schwierigkeit  Wir  bilden  sodann 
dieses  Enrrensjstem  auf  das  Doppeldreieok  der  si -Halbebene  ab  und 
dil^tieren  die  Abbildung  wie  oben  unter  Benutzung  des  Stetigkeits-  und 
des  Unitätssatzes.  Das  Ergebnis  ist,  daß  beide  Bereiche  eiueindeutig  stetig 
aufeinander  bezogen  sind  *^).  So  vollwden  wir  auch  im  vorliegenden  Falle 
den  Beweis  des  Fnndamentsltlieorems:  Einr  hdiring  gegebette  Hkmannsche 
Fläche  des  Geschlechtes  p  =  \  sei  mit  einem  Funkte  e  signiert ^  dem  eine 
ganse  Zahl  >  1  (oo  eingescJilossen)  sugeordnet  sei.  Dann  gibt  es  stets 
eine  und  im  wesentlichen  autìk  nur  eine  pciigmerphe  Funktion  t  =^  / 
auf  der  FläcJie,  weiche  die  verschnittene  Fläche  auf  ein  &remkrei$poiygon 
unserer  Art  der  Signatur  (1,  1;  l^)  abbildet ^  in  dem  die  feste  Folj^onecke 
der  Stdte  e  der  Fläche  entspricht,  — 

Gebilde  der  Signatur  (1, 1). 

Das  Gmppenkontinnum  des  Charakters  (1, 1)  ist  dreidimensional;  wir 
steUten  dasselbe  oben  (pag.  481)  durch  die  Punkte  eines  Hexaeders  der, 
weldies  durch  drei  ebenda  angegebene  Ebenen  ^  zwei  Ff  und  eine  F^  be- 
grenzt war.  Wir  konnten  das  Hexaeder  durch  eine  kontinuierliche  Schar 
Ton  Flichenstüdcen  JP,  ausftllai,  bei  deren  Darstellung  der  „Parameter" 
Ton  —  2  bis  —  oo  abzunehmen  hat. 

Es  fragt  sich  jetet  zuimchst,  ob  wir  der  Qesamtoberfliiehe  des  H«ESr 
edem  ein  fibnall  geschlowenes  zweidimensionales  Kontinnum  von  Grenz- 
gebilden zuordn«!  können.  Man  betrachte  eistlich  eine  einzelne  der  eben 
gemeinten  F^^  welche  als  dem  Hexaeder  angehörig  ein  Doppeldreieek  trigt 
Auf  letzteres  können  wir  Schritt  itir  Schritt  die  Betrachtung  übertragen, 


*i  Wie  aus  der  oben  Itoschricbeiien  Zuordnung  der  Beraudungeu  hervorgeht, 
handek  e«  hìcIi  hier  luu  eine  Abbildung,  bei  welcher  der  Drehiingminn  der  Winkel 
invertiert  erscheinU 
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welche  wir  im  Torigen  Falle  (1, 1;  ^i)  fttr  die  entspreehfliidai  Doppeldvei- 
eék»  aasfthrten.  Dtni  Bande  dei  Doppeldreieeks  gehört  em  Kontimnim  vim 
Grenzgebildea  m,  wddies  wlbsi  im  Orenzpnnkte  »  2<  >-  0  geediloBBeii 
encheini  An  dieser  Stelle  liaben  wir  mit  dem  Gebilde  (0, 3;  oo,  oo)  der 
luTanante     za  ton. 

Ändern  wir  stetig,  so  reihen  eich  die  gewonnenen  Grenzgebilde 
stetig  aneinander  an.  Das  gewünschte  Eontinnum  der  Grensgebilde  wiSxde 
damit  Ar  die  das  Hexaeder  berandende  ftr  die  beiden  F^f  sowie  für 
zwei  unter  den  Ebenen  bereits  gewonnen  sein.  Nur  tritt,  was  man  be> 
achten  wolle^  die  Besonderheit  ein,  daß  dem  Punkte  «-«O,  f^M,  <->0 
bereits  jetst  ein  ganzes  Eontinnnm  von  Grenzgebilden  zugehfot,  nSmlidi 
jene  Gruppen  (0, 8;  oo,  oo)  mit  alle  in  Betracht  kommenden  Werten  j^. 
Wir  scheiden  die  einzehie  Gruppe  aus,  indem  wir  Torschreiben,  längs 
welcher  wir  uns  jener  Stelle  annShem.  Alle  diese  Fg  berflhran  dabei 
die  Ebene  x  —  2i. 

Nahem  wir  uns  jetzt  einem  Punkte  der  Ebene  <  0,  der  jedoch 
nicht  der  Kante  »^0,  t^O  angehSren  soll,  so  werden  j^tJhfia  gleich- 
zeitig unendlich  groß.  In  der  (-Ebene  kdnnen  wir  die  DB  unserer 
Gruppen,  &lls  nicht 
j^««— 2  zntriffl^  stets 
in  die  durch  Fig.  31 
daigesteDte  Gestalt 
setzen.  Den  Grenz- 
flbergang 

lim    —  00, 

limj^  —  oo 
kann  man  dann  so 
einriditen,  daß  gleidi- 
zeitig  alle  Tier  Bandkrnse  dieses  DB  sich  auf  Pnnkte  zusammenziehen. 
Der  bezeichnete  Grenzfibeigang  zu  einem  Punkte  der  Ebene  t^O  fQhrt 
zu  einem  nicht  zec&Uenden  Grenzgebilde,  dem  die  denkbar  einlnchste^ 
nimliob  nur  ans  der  Identit&t  1  beetehende,  Gruppe  zugrunde  liegt 

Wir  haben  jetzt  allerdings  allen  Baii  dp  unkten  des  Hexaeders  Ghrena- 
gebilde  zugeordnet;  indessen  zeigt  sich,  daß  Iftngs  der  Kante  «-»0,  i«-0 
des  Hexaeders  keine  KontinuitSt  stattfindet.  Zur  nSheren  üntersu<diung 
der  hier  eintretenden  Verhiltnisse  greifen  wir  zunächst  einen  Punkt  y,,, 
im  „Innern^  derjenigen  HSlfle  der  firsglichsn  Kante  auf,'  welche  durch 
f%  <  jr«  charakterisiert  ist  Dann  gilt: 

-i?>  >  2. 
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Ftir  die  AnnShorong  an  den  in  Rede  stehenden  Paokt  sehrnben  wir  nun 
die  geE«dIinige  Bahn: 

vor,  welche  die  Gleichuug  xij^^zt  befrierligt  und  also  derjenigen  das 
Hexueder  berandenden  1\  angehört;  welche  mit  der  Ebene  /  =  0  die  vorhin 
gewüiilte  Hälfte  der  Kante  ä  =  0,  ^  =  0  gemein  hat.  Längs  jener  gerad- 
linigen Bahn  ist  nun  y'i«  konstant  gleich       und  man  hat  ini^esamt: 

io-4-' 

Beim  Qranzübergang  zum  Kantenpunkte  selbst  wird  lim  ^  —  0,  also  hat 
man  bei  konatentem  ^  j^o),  limj^=>oo.  Als  Gremgehüde  entspricht 
(cf.  Fig.  81)  die  zyklische  hyperboliwohe  Cfmppe  der  LiTariante  j^*>.  mhert 
man  sieh  dem  gleidken  Eantenpnnkte  in  der  Ebene  <  —  0  an,  ao  kommt, 
wie  oben  gezeigt  wurde,  das  Grem^bilde,  dessen  Gruppe  ans  der  IdentSLt 
allem  besteht. 

Um  nun  die  Kontinuität  zwischen  diesen  beiden  Grenzfallen  h«rzuatdl«i| 
haben  wir  zwischen  den  beiden  Richtungen,  weldie  eben  benutzt  wurden, 
etwa  in  der  £bene  y  -j^^  >«»  2  s  die  gesamten,  dem  He»eder  angehöraideii 
AnnSherungsrichtungen  an  den  markierten  Kantenpunkt  einzuschalten. 
Um  die  einzelne  dieser  Riditungen  auszuzeichnen,  setzen  wir  ^dch 
irgttid  einem  positiven  Werte  ^ij^^  und  besdireihen  die  Genade: 

Nun  cnt'-'pringt  die  zyklisclie  hyperbolische  Gruppe  der  Invariante  j^, .  Ver- 
möge der  Greuziihf^r;_^;inge  lim  ;^  =  und  lim  j;^  =  ot  stellen  wir  nun 
in  der  Tat  den  k'uitin  i  i  prli(*hen  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  oben 
gewonnenen  {itew/Anilrn  lior 

F'ür  die  llexaederecke  .'  =0,  //  =  ().  ^ 0  findet  man  gleichfalls 
volle  Kontinuität  der  Grenzgebilde.  Hier  tangiert  nämlich  die  durch 
Tj/  =  22t  gegebene  Seitenfläche  des  Hexaeders  die  Ebene  /  =  0.  Jede  An- 
nähenmg  an  diese  Ecke  liefert  somit  als  Grenj^ebilde  die  aas  der  Identität 
allein  bestehende  Gruppe. 

Für  die  andere  Hälfte  der  Kante  x  =  0,  <     0,  für  welche  v  >  s  zu- 
trifft, sowie  tiir  die  Ecke  u:  — 0,  <=-0,  r=-0  gelten  nualoge  AuRlülu  ungen. 
Eine  besondere  Bemerkung  erfordert  mm  noch  der  Punkt  x  —  0,  y  = 
^  —  0.  Nähern  wir  un.s  diesem  Punkte  etwa  in  der  Ebene  y     z  in  einer 
Bahn  an,  bei  welcher 

limf-j.>2 

ist,  so  durchsdureiten  wir  sämtliche  J^,  mit  denen  wir  das  Heander  aus- 
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fOllten,  und  gewinnen  die  zykliiehe  hyperboliache  Grappe  der  InTariante  j^. 
Die  loTariaate  ist  för  diese  Gruppen  darehweg  gleich  où.  Bei  den- 
jenigen Bahnen  nach  dem  fraglichen  Punkte,  welche  tangential  sor  Ebene 

—  2^  einmOnden,  hat  man  noch  weiter  za  nnteracheiden,  in  welcher 
aie  Terlanfen,  oder  (was  auf  dasselbe  hinansläuft)  welches  der  Grenawert 
des  Krilmmongsradios  ist  Dem  bier  in  Betracht  kommenden  linearen 
Kontinunm  dieeer  Grenswerte  entsprechen  die  oben  schon  genannten 
Gruppen  (0,  3;  <x>,  <x>),  an  welche  sich  für  lirnj«»  — oo  die  an  der 
fraglichen  Stelle  schon  gefundenen  aykUschen  hyperbolischen  Gruppen 
ohne  Unterbrechung  der  Kontinuität  anschliefien. 

Indem  wir  znsammen&ssen,  haben  wir  folgendes  Ergebnis  aoszu- 
sprechen:  Der  Oberfläche  des  hexaedrisi^m  DB  der  mttomarphen  Modul- 
gn^pe  haben  wir  ein  überaU  geschhssenes  Konämmm  van  Orenegdnlden 
eugeordnet,  wobei  im  allgemeinen  dem  einzelnen  Fmkte  der  öberf(kdie  auch 
nur  ein  Gebilde  eugehört.  Nur  entspricht  dem  einzelnen  Punkte  der  Kante 
X  =^  Oj  t  =  0  stets  ein  games  Konfiiifuim  mn  einfadi  unendlich  vielen 
GMlden.  abgesehen  von  den  beidm  Ech-n  y  —  0  und  jer  =  0.  Dn.^  einzelne 
Gebüde  jedes  solcJien  Kontinuiinis  hsf/nimf  man  durcit  die  Schlußrichtung 
der  ruuh  jenem  Kmtenpunhte  zttriidgeleyten  Bahn,  bezw.  bei  deti  an  dem 
Punkte  x  =  0,  y  =  z,  f  =  0  tangential  gegen  die  Ebene  ap-»2f  einmim- 
dendeti  Bahnen  durch  den  Schlußwert  des  Krümmungsradim, 

Die  Gruppen  des  betrachteten  Kontinuums  liefern  algebraische  Ge- 
bilde des  Geschlechtes  p  ^  '2,  die  urthosymmetrisch  sind.  Zur  Gewinnung 
einer  zweiwertigen  Funktion  z^q(^)   


Bei  Fortgang  zur  J-Ebene  gehen  die  hyperbolischen  Ecken  e^,e,,e^ 
des  Dreiedn  Terlorm.  Der  DB  der  Gruppe  von  der  Signatur  (0,  3;  2,  2,  2) 
hat  die  in  Fig.  32  dargestellte  Gestalt.  Die  Haupifimktion  e  =  <p{Q  können 


erweitere  mau  im  Einzelfalle  die 
Griip|if*,  wie  oben  ausfükiiich  l)esehrie- 
ben  V.  Ilde,  zu  »'iner  Ornppe  der  Sig- 
natur [ö,  3;  '2,2,  2),  indem  man  aus 
dem  Normalsechseck  das  Dreierk  e^ e^e^ 
ausschneidet  und  die  Beitenmitteu 
e^',  e^',  e^'  zu  Fixpunkteu  elliptischer 
Substitutionen  V, V, V, .  der  Periode 
2  macht  In  ihnen  stellen  sich  dann 
die  Erzeugenden  der  ursprünglichen 
Gruppe  wie  folgt  dar: 


Mg;  Ml. 
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wir  80  einfBlirai,  daB  sie  den  sdiralfieiteii  Teil  des  eb«i  angegebenen 
DB  auf  die  positiTe  «^Halbebene  abbildet,  den  freien  Teil  auf  die  nega- 
ÜTe  Halbebene.  Die  den  Fixpunkten  e^\  *  •  »i  e,"  entspiecbenden  Stellen  jv 
mögen  die  ^chen  Beseidurangen  trägen,  üm  alsdann  m  dem  alge- 
braischen  Oebilde  zn  gelangen,  das  der  nrsprfinglichen  Groppe  zngebdrl^ 
haben  wir  die  j^Ebene  doppelt  sn  flberdeeken  und  an  den  paarweise  einan- 
der beattglich  der  reellen  j»-Âdhse  symmetrisdi  liegenden  Ponkten 
e^f  V>  V>  V  Verzweigungen  beider  Blatter  anzubringen. 

Das  gewonnene  algebraische  Gebilde  können  wir  offenbar  durch  das 
der  positiven  jV-Halbebene  angehörende  Tripel  der  Punkte  e,',  6,'  voll- 
ständig und  eindeutig  charakterisieren.  Man  beachte  andrerseits,  daß  die 
Auswahl  von  z  noch  die  Willkttr  offen  lüfit,  daB  wir  dureh  eine  beliebige 
reelle  Substitution: 

^  " "t^  ad  —  6c  >  0 

Cm  -|-  0 

transformieren  dflrfinL  Alle  Punktetripel,  welche  ans  e^',  e^y  e^'  duzdi 
solche  Transfonnationen  herroigehen,  stellen  ein  und  dassdbe  Gebilde  dar 
und  sollen  demnach  als  nicht  wesentlich  Tcisdiieden  gelten. 

üm  jetzt  zum  Kontinuum  algebraischer  Gebilde,  welches  unserem 
Gnippenkontinnum  gegenttbersteht,  au  gelangen,  mtlssen  wir  alle  im  an- 
gegebenen Sinne  wesentlich  Terschiedenen  Punktetripel  znsammenfossen. 
Zur  invarianten  DarateUung  des  Kontinnums  eignen  sich  hier  Doppd* 
Tcrhaltnisse  nicht  redit;  Tielmehr  dienen  wir  den  Torliegenden  Zwecken 
mehr,  wem  wir  auf  dU  M-HafbAene  dieselbe  hgperMisdte  MafibesUmmmg 
wie  auf  die  t'Halbebene  benteke»,  das  Smébogendrekât  der  JStAen  «^',  e»' 
ehi^Skfm  md  <mf  dieses  die  in  A*  F.  I,  pag,  348 ff,  emtwidceUe  imariante 
DanigBmg  ameende».  Von  den  a.  a.  0.  angegebenen  Bedingungen  kommt 
hier  nattirlich  die  in  Fortfallf  daß  di^  Winl^  des  Dreiecks  aliquote  Teile 
von  X  sein  sollen.  Die  Winkel  können  hier  vielmehr  irgend  welche 
Größen  zwischen  0  uud  ;r  haben,  die  Grenzen  selbst  eingeschlossen;  nur 
muß  natürlich  die  Winkelsumme  sein. 

Nach  Vorschrift  der  a.  a.  0.  gegebenen  R^eln  stellen  wir  nunmehr 
unser  Dreieck  und  damit  unser  Kontinuum  algebraischer  Gebilde  durch 
drei  Invarianten  ji^jtih  ^  welche  wir  zuvörderst  folgende  Be- 
dingungen anzumerken  haben: 

üm  ein  ansdiauliches  Bild  des  finag^chen  Eontinnums  zu  gewinnen,  deuten 
wir  die     ^,  ^  als  rechtwinklige  Koordinaten  und  unterroehen  den  duzeh 
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die  TOTstohendenüttgleichimgeii  cSiandEtoriflierteii  Bereicih.  Lefeasterer  iet  das 
dttrch  Fig.  33  dargestellte  Tetraeder,  welches  Toa  drei  ebenen;  geradlinig 
begrenzten  Ihreieokai  und  einem  Stflck  der  duieh: 

dargestellte  eingeschlossen  wird.  Dieses  Tetrseder  hat  die  drei  Ebenen 
^  »  —  j^^  il  ^  Symmetrieebenen  und  geht  in  sieh  selbst  fiber, 
■wson  man  es  nra  die  Achse 
/i*-j^-*ig  durch  den  Winkel 

^  dreht.   Je  drei  hierbei  in- 

emancler  iibergeheude  J'uukte 
stellen  dasselbe  algebmische  Ge- 
bilde dar.  Wir  kommen  hier 
zu  analogen  Verhältnissen,  wie 
oben  bei  der  Darntellmig  des 
Gru])penkontinumns.  Um  jedes 
algebraische  Gebilde  nur  eiuraal 
darzustellen,  müssen  wir  uns 
auf  ein  Drittel  des  Tetraeders 
heschrinkeiL  Die  nlhere  Unter- 
snehnug  zeigt,  daB  den  oben 
getroffenen  Festsetzungen    ^  , 


ja^Je       folgende  Forderung  paraDel  geht: 

Das  entspreehende  Drittel  des  Tetraeders  ist  dasjenige  Ideinere  Tetraeder, 
dessen  Kanten  in  Fig.  33  stark  markiert  sind. 

Bei  der  Untersuchnng  der  Beziehung  dieses  Tetraeders  auf  den  DB 
der  automorphen  Modulgruppe  stellen  sich  nun  Umständlichkeiten  ein, 
die  man  am  besten  dadurch  überwindet,  daß  man  den  Raum  der  ,  , 
▼orab  einer  bestimmten  Transformation  unterwirft.  Letztere  ist  den 
Rechnungen  entnommen,  welche  sich  beim  Stndium  der  fragliehen  Be- 
ziehung darboten;  sie  ist  gegeben  dorch: 


« 

Deuten  wir  auch  die  m,  v,  w  als  rechtwinklige  Koordinaten,  so  handelt  es 
sich,  wie  mau  leicht  erkennt,  hier  um  eine  1-2-deutige  Beziehung  heider 
Räume  aufeinander;  und  zwar  entsprechen  dem  einzelnen  Punkte  (tf,  v,  w) 

immer  zwei  Ponkte  CÀ»À,Ìs)       (/^ .    ;  j^) 
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Die  Fanktioiieldeiermiiiaiite  der  u(ji,  j^,  j^,  •  •  •  ist;,  «bgeeehoi  Ton 
einem  niimerìichea  Faktor; 


Letztere,  ebenso  wie  die  Tetraedereckyn,  crfonlern  demnach  ciut-  hcsondere 
Untersuchung.    Dem  ,^nem"  des  Tetraeders  kann  von  zwei  Punkten 


Tetraeders  und  den  entsprechenden  Bereich  im  Ramne  der  ist 
somit  die  ai^egebene  Besiehong  eine  umkehrbar  eindeatige. 

Wir  wenden  uns  sar  Untersuchung  der  ebmen  Seitenflächen  des 
Tetraeders  und  betiBchten  als  Beispiel     »>  2;  die  Flache  besteht  aus 


Fig.  M  ekizzierttin  Art  bedecken.  Die  Punkte  des  einzelnen  solchen 
Hyperbelstücks  ziehen  sich  vermöge  unserer  Transformation  auf  den 
einen  Punkt  u  «  i*  ^  1 ,  tr  zusammen,  wo  w  der  zugehörige  Wert  des 
Parameters  ist  Die  ganze  Dreiecksfläche  bildet  sidi  sohdieigestalt  auf 
das  Yon  «;  —  0  bis  w  i-  I  raichende  Stfiok  der  Qeraden  ii  ^  «  —  1  ab; 
die  Hypotenuse  des  Dreiecks  liefert  den  Punkt  w  «  0^  die  beiden  Kathetm 
stehen  sieh  auf  den  Punkt    —  1  susammen. 

Ganz  analoge  Bemerkungen  gelten  natflrlidi  Ton  den  beidoi  anderen 
ebenen  Seitenflächen  des  ^Tetraeders. 

Man  nShete  sieh  jetzt  der  Ecke  (2,  2,  —  2)  des  Tetneders  an.  Hier 
ist  w  =  ly  während  «  und  v  stetig  vieldeutig  werden.  Um  die  Ait 
dieser  Yieldeutigkeit  darzulegen,  denken  wir  von  der  fraglichen  Ecke 
aus  Wegdifferentiale  beschrieben  und  untersuchen  die  Grenzwerte  v, 
welche  dem  einzelnen  Wegdifferentiale  entsprechen.  Zuerst  untersuchsn 


dem  in  Fig.  34  stark  umrandeten 
Dreieck.  Fflr  2  findet  man  nun 
u^v^lf  so  dafi  sich  alle  Punkte 
der  DreiecksflSche  auf  die  Gerade 
u  «  o  «>  1  flbertragen.  Des  näheren 
hat  man: 


Faßt  man  hier  w  als  rarameter,  der 
alle  Werte  von  0  bis  1  dureli laufen 
soll,  und  deutet  als  Koordinaten 
in  der  Ebene  /'^  =  2.  so  gewinnt  man 
eine  Schar  von  Hyperbeln,  weiche 
die  Häche  des  Dreiecks  in  der  in 
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wir  die  DüFerantiale^  wdche  den  drei  ans  der  finglidien  Eelce  snMunmeO' 
laofenden  Seitenflächen  des  Tetraeders  Migeh5reiL  Wir  begmnoL  mit  der 
Ebene  —  2,  reihen  daran  3%  "2  and  dann  die  JP^;  d.  h.  wir  durch- 
laufen die  Differentiale,  wie  es  die  drei  Pfeile  der  Fig.  S5  Torsohreiben. 


/ 

/ 

/ 

Fiff  S«. 


Diesen  drei  Soharcu  von  Wegdilferentialen  entspreclien  in  der  Ebene 
w  =  \  die  drei  in  Fij^.  mit  den  Nummern  1,  2  und  ;i  verselienen 
Linien,  und  die  zuge  fügten  l'leile  entsprechen  denen  in  Fig.  35.  Das 
Auftreten  der  beiden  mit  1  und  2  bezeichneten  (ieraden  ist  aus  den  bis- 
herigen Entwicklungen  bereits  evident  Die  Linie  3,  welche  den  auf  der  F^i 

gelegenen  Differentialen  entspricht,  ist  ein  Stfick  einer  gewissen  Kurve 
vierter  Ordnung  C^.  Wenn  wir  nämlich  die  Koordinaten  der  Endpunkte 
jener  Differentiale  2  -\-  dj^,  2  +  —  2  +  rfj,  nennen,  so  folgt  ans  der 
Gleichung  der  F^,  welche  in  der  fraglichen  £cke  einen  Knotenpunkt  auf- 
weist, nach  leichter  iiechnung; 

Nun  entspricht  d^  Punkte  2  +  +       ûn  Baume  der 

Uf  V,  w  der  Punkt: 

woraus  sich  umgekehrt  ergibt: 

dJi  :  dj,  :      =  («+!)  («-  1)  '  (w- 1)  (f  +  1)  :  («  +  1)  (r+  1). 

Die  Eintragung  dieser  Werte  in  die  zwischen  den  Differentialen  bestehende 
Belation  ergibt  als  Gleichung  der  C^i 

6t»V  +  6ui7(m  + 1?)  +  ö(u'-|-  t?»)  -  4«9  —  2»  —  2©  —  3  —  0. 
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Die  hiordiireh  dargestellte  EiurTe  TerUtnft  ganz  im  Beraiohe 

luiJ  hat  die  in  Fig.  iJ7  dargestellte  Gestalt.  Der  stärker  ausrjezogene 
Teil  dvr  Kiave  kommt  bei  der  Abbildung  unserer  Tetraederecke  zur  Be- 
nutzung. Indem  man  sich  der  in  Rede  stehenden  Ecke  jetzt  iii  allen 
Kichtungen  vom  Tetraeder  aus  annähert,  findet  man  als  Abbild  der  Ecke 
den  in  Fig.  36  schraffierten  der  Ebene  u?'- 1  angehorigen  dreieckigen  Bereich. 


v-Axe 


Vig.  «8. 


Für  die  U-iden  Ecken  (2.  -1^,2)  und  i_  2,2,2)  kommt  man  selbst- 
verständlich zu  ganz  analogen  Erj^ebnissen.  Die  Abbilder  der  drei  Ecken 
sind  in  Fig.  38  zusammengestellt;  es  handelt  sieb  um  die  drei,  in  den 
Ebenen  u  =  t;=l,  <<,  —  1  gelegeneu  scliraffierten  dreieckigen  Bereiche, 
welche  von  je  zwei  Geraden  und  je  einer  Kurve  vierter  Ordnung  begrenzt 
Bind.  Die  oben  in  der  Ebene  ti'  —  1  speziell  hefarachtete  Kurve  ist  in  der 
Pignr  durek       bosmchnet.  ^ 

Be  restiert  die  Abbildung  des  FliUili«nHtUelE68  dritter  Ordnoog^  welches 
das  j- Tetraeder,  neben  den  vier  ebenen  Dreiecken,  berandei  Die  Glei- 
obong  des  Abbildes  im  Ranme  der  %  vo  gewumt  man  durch  EUminatÎQn 
Ton  Jxijxih  <^  ^"'^  Gleichungen: 


2j,  +  2j, 


+  -^h 


Ài, +*  ' 

ii'  +  ./s'  +  .V  +  j,j,i,-4-0. 

Die  etwas  umständliche  Rechnung  liefert  als  Ivesultat: 

{ (f»««— II— «—«?)»+ 2  (t»+  l)(i;+l)  («p4-l)(ttf^+«w+oi0— 1) 

-  4(tt«+tt«'+««')  -  Sil««» }  *  -  4  (  («+ 1)  (v+1)  («^+1)  )  * 

.(l-ti)(l-r){l-«;). 
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Für  fff^i  wird  die  Techte  Seite  dieser  Qleichoiig  0^  die  linke  »ber  liefert 
das  Quadrat  der  linken  Seite  der  oben  für  die  0/'  anegeredhneten  Olei- 
ehnng.  Die  im  Räume  der  «i,  w  gewonnene  F^^  berfilirt  die  drei 
Ebenen  «  —  1,  «  —  1,  «r— 1  längs  der  Kuren  C^,  Ü/,  C/'.  £in  in  dieee 
drei  Kmnren  eingeapennies  Sttlck  der  F^^  gewinnen  wir  als  geenehies 
Abbild  des  FlâchenstUcke  F,. 

Ëndlich  beachte  man  noch,  daß  die  Symmetrieebeiien »in  =  j^i 
j,  Ji  sich.  bezw.  übertragen  auf  die  £benen  u^V,  v^W,  W  =  u,  welche 
gleichfaUs  dmn  Charakter  you  Symmetrieebenen  bekommen.  Auch  über«» 
l^e  man  noch,  wie  sidbi  die  vorhin  schon  besprochene  Ungleichung 
jt^ht  Ji^Jt       <i'^  übertrügt.  Wir  tinden  als  Schlu^ergebnia  : 

Ikut  ^'Tetraeder  überträgt  sich  auf  ein  Tetraeder  im  liaume  der  e,  w; 
und  zwar  liefert  die  Seite  I\  des  ersten  Tetraeders  die  Seite  JFj,  des  eumten, 
die  Ecken  (2,  2,  -  2),  (2,  —  2,  2)  und  (-  2,  2,  2j  des  j-Tetraeders  geJten  in 
die  drei  ebenen  Seiten fläclten  des  tieiien  Tetraeders  über^  die  drei  fheneti 
Seitenflädien  des  j- Tetraeders  ergeben  die  drei  geradlinigen  Kanten  des 
zwPiten  Tetraeders,  endlich  zieJien  sich  die  drei  in  der  Frlr  (2,  2,  2)  ziisam- 
mcidaufenden  Kanten  auf  die  Ecke  m  =  t>  =  u?  =  1  zmammen.  Für  die 
Darstellung  unseres  Kontinuums  algebraischer  Gebilde  aber  gilt:  Wir 
steilen  da^  /ra(/li<hc  Kontinuum  gerade  crscltopfnid  dar,  indfin  air  aus 
dem  getcûnnemm  Bereicìie  da.yenige,  ein  l^entaedrr  bildende ^  JJriitel  aus- 
sondern, welches  den  UngUichungen  m  ^  f ,  «  ^  w  entspricht. 

Wir  haben  nnnmehr  die  Abl>ildnng  des  hexaedrischen  J)J3  der  auto- 
morphen Modnlgnippe  auf  das  eben  üuiet/.t  gewonnene,  den  Ungleich  untren 
u  <  V,  u  ^  (V  eutsprecliende  Pentaeder  näher  zu  untersuchen  und  begniw  u 
in  üblicher  Weise  mit  der  Betrachtung  der  Oberflächen  beider  Bereiche. 

In  dieser  Hinsicht  konstatieren  wir  zunächst,  dab  die  Seiteuüäche  2'', 
des  Hexaeders  auf  die  F^^  des  PentaoUcra  eineindeutig  stetig  bezogen  ist. 
Dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  oben  bereits  bewiesenen  Funda- 
mentaltheoreine  für  die  (Tel)ilile   der  Signatur  (l'l?  '^'^  bemerken 

ist  hierbei  nur,  daß  das  Kreisbogendreieck  e^'c^'e^'  der  positiven  -  Halb- 
ebene,  welches  uns  die  Grundl^e  für  die  invariante  Darstellung  des 
EonÜnnume  der  algebraischen  Gebilde  abgab,  bei  der  oben  vorgeschriebenen 
AuBwakl  der  Haupifnnktion  g  gegenwärtig  unendlich  klein  wird.  Damit 
dae  Dvtaßtk  endlieÌL  ausgedehnt  bleibt,  hat  num  die  reelle  Ç-Aelue  auf  die 
Peripherie  eines  Kreises  der  «-Ebene  mit  eiidiidim  Radius  absubüden  und 
muß  alsdann  diesen  Kreis  beim  Übergänge  zum  parabolisehen  GrensslUle 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen. 

Man  nihere  sioh  jetzt  einem  Punkte  der  Seitenfliehe  <  »  0  des  Hexa- 
eders an,  und  zwar  tangential  zu  dieser  Fl&ehe,  &U8  es  sieh  um  einen 
Kantenpunkt  a;— 0,  ^— 0  handeln  sollte.  Hier  wird  lim   =  oo,  lim   »  oo. 
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Wählten  wir  somit  cUm  DS  der  Gruppe  ab  Para]lel<^(tiuiim  des  Zenbnims 
e^,  so  werden  im  Grens&lle  die  Punkte  e^',  an  swei  getrennte  Stellen 
der  Ellipse  rfleken.  Da  die  Gruppe  T  schließlich  nur  noeh  aus  der 
Mentit&t  besteht,  so  wird  im  GreuEfidle  die  {-Ebene  mit  der  ^Ebene 
identisch  seiu,  und  also  folgt  ^'^  —  2,  —  2,  d.  h.  wir  gelangen  zu  einem 
Kantenpunkt  des  J-Tetraeders,  der  einer  der  drei  von  der  Ecke  (2,  2,  2) 
ansaiehendeu  Kanten  angehört.  Aber  beim  Übelgange  zum  Räume  der 
«,  r,  ir  ziehen  sich  diese  Kanten  auf  die  Ecke  m  =-  r  =  m'  =  1  zusammen. 
Die  Folge  ist,  daß  sich  bei  der  Abbildung  des  Hexaeders  auf  das  Penta- 
eder die  Seitenfläche  ^  —  0  des  ersteren  auf  den  Eckpunkt  w  —  o  —  ir  — >  1 
des  letzteren  zasammeniidit. 

Wir  haben  nun  am  Hexaeder  noch  vier  weitere  Seitenflachen,  näm- 
lich Ewei  Dreiecke,  welche  auf  den  F^i 

xy  —  2  ti  -  0,      MX  —  2ft  —  0 

gelegen  sind,  und  zwei  Vierecke,  den  Ebenen  a:  ™  y,  z  =  x  angehörig. 
Die  ))eiden  ersten  Flächen  stehen  koordiniert,  und  was  von  der  einen 
gilt,  überträgt  sich  sofort  auf  die  andere;  in  demselben  Sinne  sind  die 

beiden  letsten  Hieben  ko- 
ordiniert Wir  brauchen 
demnach  Ton  jedem  Paare 
nur  eine  Fliehe  in  Betracht 
zu  sieben. 

Gehen  wir  erstUch  sum 
Dreieck  der  Fliehe 
xy  —  2gt  —  0, 

so  haben  wir  mit  don  DB 
der  in  Fi^.  89  angegeln'nen 
symmetri scheu  üestalt  zu 
tun.  Bei  der  Abbildung 
auf  die  z-Ebene  werden  die 
Punkte  Cj',  c^',  e^'  auf  einen 
sur  reellen  ir-Achse  ortho- 
gonalen Halbkreis  rfleken, 
und  swar  liegt  auf  diesem 
Halbkreise  V  swisehen  e^' 
und  e^'.  Wir  haben  somit 
—  2,  ^  —  2,  j,  *  —  2  und  gehwgen  im  Räume  der  sur  Seiten- 

fliehe  w  —  1  des  PentaederS|  welche  die  Geetalt  eines  ebenen  Dreiecks 
besitst 

Man  muß  nun  Hir  die  beiden  solchergestalt  in  Korreapondens  gssetaten 


Fig.  3«. 
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dreieckigen  Flächen  eiu  besouderes  FuudanientaltheoreDi  aufstellen,  was 
in  der  üblichen  Weise  geschieht.  Eine  prste  Seite  hat  «las  llexaeder- 
dreieck  mit  der  i-'^  der  parabolischen  Gebilde  gemtin.  Diese  Seite  ist, 
wie  wir  bereits  wissen,  stetig  eindeutig  auf  dio  von  der  T'^"  gelieferten 
Seite  des  anderen  Dreiecks  bezogen.  Als  zweite  Seit^•  ersteren  Dreiecks 
reihen  wii-  hieran  die  durch  x  =  y  gegebene.  Hier  haben  wir  =  j^,  su 
daß  der  VB  der  Fig.  39  als  neue  Sjmmetriekreise  diejenigen  gewinnt, 
welehe  die  imagtiriire  g-Ächse  bei  (  ">  ±  »,  d.  b.  au  den  Stellen  e^',  e^", 
unter  45^  sclmeideii.  Da  die  neue  Symmetrie  bei  Abbildung  auf  die 
«-Ebene  erhalten  bleibt,  so  werden  in  der  Jt-Halbebene  die  Abst&ide  c\'e^' 
nnd  e^'e^'  im  Sinne  der  projektiven  Mafibestimmung  einander  gleich.  Wir 
gelangen  somit  sur  Geraden  ii  *-  d.  i.  sor  «weiten  Seite  des  Dreiecks 
in  der  Ebene  te  ^1.  Fflr  lim  ^  —  0  werden  wir  dabei  notwendig  zur 
Ecke  «  «  1  geführt;  wir  finden  daranfhtn  in  flblt<dier  ScUnßweise, 
daß  die  beiden  in  Bede  stehenden  Seiten  eineindeatig  steUg  aufeinander 
bezogen  sind. 

Etwas  mdhr  Umstände  yemrsacht  das  letste  Seitenpaar  unserer  beiden 
Dreiecke.  NShem  wir  uns  auf  dem  Hezaederdreieck  der  Seite  0,  so 
gewinnen  wir  zyklische  hyperbolische  Gruppen  der  Invariante  nnd 
zwar  sind  die  Werte  »  2  bis  —  +  oo  stetig  auf  die  Punkte  jener 
Seite  vom  Endpunkt  if^M  b^pnnend  bis  zum  andern  Endpunkte  bezogen. 
Diese  zyklischen  hyperbolischen  Gruppen  fQhien  nun  in  der  J^Halbebene 
auf  Dreiecke,  bei  denen,  wie  Fig.  40 
ze^^,  der  Punkt  auf  die  reelle 
Achse  rückt.  Verschiebt  man 
bei  feetgehaltenen  Punkten  e^',  e,' 
längs  des  Segmentes  a  h  der  reellen 
jf-Achse  etwa  im  Sinne  des  Pfeiles, 
so  bleibt  erstlich  das  algebraische 
Gebilde  unveriuidert;  andrerseits 
beschreibt  hierbei,  wie  die  nähere 
Untersuchung  zeigt,  der  Punkt  (Ji,  j^,  j^)  in  dem  das  j-Tetraeder  be- 
grenzende Dreieck  j^  =^  2  ein  bestimmtes  untw  den  in  Fig.  84  dargestellten 
Hyperbelstücken  von  der  Ecke  (2,-2,2)  zur  Ecke  (2,2,  -2).  Der 
Parameter  dieser  Hyperbelschar  ist  u,  und  es  sind  f'Fnndanientaltheorem 
der  7vklis<'hen  hyperbolischen  Gruppen)  dio  iiier  in  Betracht  kommenden 
Parameterwerte  von  m  —  0  bis  m  —  1  stetig  eindeutig  auf  die  VV  erte  j^='2 
bis  = bezogen.  Für  unsere  in  Betrjieht  kommende  Seite  r?/  2^/  =  0 
des  llexae(h'rs  liegt  nun  in  F'i^.  40  der  Pnnkt  '  illeinal  an  der  Stelle  h, 
d.  h.  es  hiindelt  sich,  den  unterschietleiieu  Werten  entspreeheudj  um 
die  in  der  SeitenÜäclie        2  des     Tetraeders  an  der  Ecke  ^2,2,-2} 
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errichteten  WegdiÜeieiitiale.  Letztere  aber  bezogen  wir  oben  bereits  auf  die 
Punkte  der  durch  v  =  1,  w  =  Ì  gegebenen  Kante  des  Tetraeders  àer  Fig.  38. 

Hiemach  sind  in  der  Tat  die  beiden  noch  fehlenden  Seiten  unwrer 
beiden  dreieckigen  Bereiche  eineindentig  stetig  eiumder  sngeordDet,  und 
wir  beweisen  in  Üblicher  Weise  die  gleiche  Art  der  Beziehung  fllr  diese 
gesamten  Bereiclie. 

In  ganz  analoger  Art  zeigt  man,  daß  sich  die  auf  der  Fliehe  zweiten 
Grades  ßx^2i/t^0  gelegene  SeitenfiSclie  des  Hexaeders  eineindeutig 
stetig  auf  diejenige  dreieckige  Settenflftelie  des  Pentaeders  Qbertragt,  welche 
der  Ebene  v  »  1  angehört. 

Es  restieren  endlich  noch  die  beiden  Tiereckigen  Grenzflächen  des 
Hexaeders,  welche  in  den  Ebenen  —  y  beaiw.  m^x  geligen  sind.  Be- 
ginnen wir  mit  der  entraen  FUiche,  so  neht  sieh  die  der  Ebene  I  «-  0 
angehörende  Seite  im  Räume  der  v,  Uf^  wie  wir  bereits  wissen,  auf 
den  Eckpunkt  u^v*^w^l  des  Pentaeders  losanunen.  Auch  das  Ab- 
bild der  durch  xif  —  2at  —  0,  aï  —  y  —  0  dargestelltan  zweiten  Seite  haben 
wir  sdion  au%eÂmden;  es  ist  die  Ctorade  w  v,  w  '^1  in  ihrem  Verlauf 
▼on  der  Ecke  »  —  v  —  1  bis  zur  Kurve  C/'.  Endlich  eigibt  sich  als 
Abbild  der  durch  x^y  auf  der  ausgeschnittenen  Seite  des  Yiereeks 
die  entsprediend  durch  »  =  r  auf  der  jPj^  ausgeschni itone  Kurve,  und  zwar 
von  der  C^"  aus  bis  zum  Punkte  m  =  v  =  «•  der  I^^.  Dies  folgt  aus  der 
oben  bereits  festgestellten  Beziehung  der  JP,  auf  die  F^^. 

Neu  festzustellen  ist  hier  nur  das  Abbild  der  Seite  x  =  y  ^  e.  Es 
ist  von  Tomherein  selbstverständlich,  daß  sich  dieselbe  auf  die  Gerade 
u  =  V  =  w  übertnigt;  und  es  hat  keine  Schwierigkeit,  für  die  hier  in 
Betracht  komroeuden  linearen  Kontinua  ein  spezielles  Fundanientaltheorem 
zu  beweisen.  Dem  einen  Endpunkte  der  Seite  x  y  =  z,  welche  der  F^ 
angehört,  entspricht  der  auf  der  l*',,  gelegene  Endpunkt  der  Seite 
u  =  r  =  »  ;  der  andere,  auf  <  »  0  gelegene,  Endpunkt  liefert  den  End- 
punkt «  =  r  =  w     1 . 

Da  sich  allgemein  die  »Symnietrieen  von  der  ^-Ebeue  auf  die  r-Finme 
übertragen,  so  folgt  aus  x  =  //  notwendig  n  =  f.  Das  unser  Hexaeder 
begronrende,  in  die  vier  besprocheneu  Seiten  eingespannte  ebene  Viereek 
wird  somit  sein  Abbild  in  der  Ebene  u  r  linden.  Auf  Grund  <ler  selion 
gewonnenen  Feststcllun-vn  erhalten  wir  durcb  îlblicbe  Foris,el/ung  der 
Knntinnitütsbetraciii  M ii^f  als  Abbild  jenes  Vierecks  ein  der  Ebene  u  ^v 
angehörendes  Dreieck,  dii.s  in  die  Seiten  w  =  1,  m  =  r  =  <r  und  in  eine 
dritte  auf  der  F^^  gelegene  Seite  eingespauut  ist. 

Die  viereckige  der  Ebene  z  =  x  angehörige  Grenzfläche  des  llexatUer.s 
überträgt  sich  entsprechend  auf  das  in  der  Ebene  iv  =  u  gelegene  Dreieck, 
welches  das  i'eutaeder  begrenzt 
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Gehen  wir  jetssi  auf  òbb  Oberali  geechlossene  Eontinanm  der  Ghmiz- 
gebilde  zorQeky  das  wir  oben  den  gesamten  OberflScbenpimkten  dee 
hexaedriscben  DB  der  antomoiplien  Modulgrappe  angeordnet  fimden,  so 
bleibt  nor  noch  eine  Bemerknng  ttbrig  betreib  derjenigen  Gmppen 
(0, 3;  oo,  oo)  sowie  derjenigen  zyUiseh^  bypttboliaehea  Gruppen,  welehe 
wir  bei  Annilienuig  an  die  Kante  x^O,  i  •»  0  aus  dem  Innern  des  DB 
antrafen.  Nun  liefern  die  Gruppen  (0,  B;  oo^  oo)  algebraische  Gebilde 
mit  p^Oi  sie  gehen  ans  den  Riemannsehen  Flachen  des  Gesehleohtes 
p  =^  1  hearror,  weun  zwei  Yttsweigangspunkte  snsammenrUcken  und  eine 
Trennung  der  beiden  Blätter  an  der  Koinzidenzstelle  eintritt,  wobei  dann 
die  beid^  Narben  den  parabolischen  Spitzen  des  Polygons  entsprechen. 
In  unserem  Falle  werden  die  beiden  Punkte  ej^\  Cg'  koinzidieren,  so  dafi 
wir  «-»  2,  ^  «- —  ja  gewinnen.  Wir  gelangen  somit  zu  der  durch  diese 
Gleichungen  dargestellten  Kante  des  ^'-Tetraeders  und  damit  zur  Ecke 
u==»0,  t'  =  l,  M?  =  l  im  Ranme  der  w.  Daß  andrerseits  die  hyper- 
bolischen zyklischen  Gruppen  im  letzteren  Räume  ihren  Ort  auf  der  Kante 
V  —  1,  M?  =  1  fanden,  stellten  wir  bereits  fest. 

Indem  wir  die  Ergebnisse  zusammenfassen,  haben  wir  folgenden  Satz 
gewonuen:  Das  üherall  geschlossene  Kontimmm  der  Grenzgebildej  weldies 
wir  (Irr  OUrfläche  des  hexardrischen  DU  der  mitomorpiien  Modulgruppe 
bei  der  ò'<<//«</((/-  (1,  1)  ziuifordìiet  faiideny  übertrügt  diese  Oberfläciie  stetig 
auf'  die  riwjs  (/(schiossene  Oberflädte  den  im  litmme  der  u,  v,  w  eingegreneten 
pentaedri seiœn  Hereiclies. 

Kiermit  ist  der  Grund  für  die  Diirchfilhnmg  der  schließliohen  Kon- 
tmuitut.sbetrachtung  gelegt.  Wir  erfüllen  da.s  Ht^xaedcr  durch  eine  Si'hur 
ausreichend  nahe  zueinander  verlaufender  Flächen  und  untersuchen  auf 
Grund  des  Stetigkeits-  und  des  Unitätssatzes  deren  Abbildung  auf  das 
Pentaederiuuere.  Es  ergibt  .sich,  daß  das  Hexacdf^rinncre  eineindeutig 
stetig  auf  das  Innere  des  Pentaeders  bezogen  ist:  Auj  jeder  Jitemautisthen 
zwcihlattriyvn  Fläche  md  seeks  zur  rerllen  Achse  jMmrweise  symmetrischen 
Verztveigungspunkten  existiert  cim  und  im  ursetttlidicu  auch  tmr  eine  jwly- 
morphe  Funktion  welclie  die  zerschnittene  Fläcite  auf  ein  ortiio- 

symmetrisches  Hauptkreispolygon  vom  Charcücter  (1,  1)  abbildeL  — 

IV.  Die  drenikrelsgeliflde  des  GlmndLten  p  =  0,  n  =:  i« 

Unter  den  Gebilden  des  Charakters  (0, 4)  sollen  hier  nur  diejenigen 
mit  Grenzkreis  betraditet  .werden.  Ein  paar  Angaben  Aber  die  hi«bei 
eintretenden  Erzeugenden  der  automorphen  Modulgruppe  sind  in  Â.  F.  I, 
pag.  395  gemacht.  Wir  werden  die  fraglichen  Formeln  unten  auf  einem 
neuen  Wege  wieder  finden. 

lUtllMUtiMlM  AllB»l«D.    UX.  82 
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DB  der  automorphen  Modulgruppe  bei  p  =  0,  ii=4^ 

Die  gesamte  Gattung  der  GrenzkreisgebUde  vom  Charakter  (0,  4} 
zerfällt  in  unendlich  viele  Familien,  deren  einzelne  durch  ihre  Signatur 
(0,  4;  Ii,  Ii,  Is,  lì)  eindeutig  bestimmt  ist.  Signaturen,  die  sich  nur  durch 
die  Reihenfolge  der  Zahlen  l  unterscheiden,  liefern  ein  und  dieselbe  Familie. 
Die  einzelne  Familie  bildet  ein  zweidimensionales  Kontiuuum  automorpher 
Gebilde.    Zur  invarianten  Darstellung  dienen  die  Moduln: 

Jif  hi  hi  ht    Jii  ~ ha   hi  ^ hu    hs>  h^- 
Von  diesen  Moduln  haben  die  ersten  vier  bei  dem  einzelnen  Kou- 
tinuum  die  festen  Werte: 

ji  =  2  cos  y  ,        =  2  cos    ,  •  •  -,     =  2  cos  *  . 

Î1  'i  '* 

Wir  woUen  aus  ihnen  die  drei  Ausdrücke  herstellen: 

«  =  hh  +  hJ4i  »  =  Ji h  +  hh,  ^  -  hJ*  +  hh, 
welche  Zahlen  des  Intervalles  0  ^  m,  v,  t<?  ^  H  sind.  Die  drei  Werte 
M  =  0,  v  —  0,  w  =•  0  treten  bei  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  Q  ein.  In 
diesem  Falle  muß  >  2  sein.  Ist  ~  2m^  eine  gerade  Zahl,  so  kommen 
wir  zu  dem  bereits  imter  III  behandelten  Gruppen,  deren  jede  eine  aus- 
gezeichnete Untergruppe  des  Index  2  von  der  Signatur  (1,  1;  m^)  enthält. 
Die  hier  zu  erwartenden  Entwicklungen  wird  man  demnach  in  manchem 
Betracht  als  Verallgemeinerungen  derjenigen  unter  III  anzusehen  haben. 
Der  entgegengesetzte  Extremfall,  daß  nämlich  u=-^V'~S^w  =  a  zutrifft, 
wird  von  der  Signatur  (0,  3^  00,00,00,00)  geliefert. 

Aus  den  Invarianten  ji,  j^,  jj,  wollen  wir  gleich  auch  noch  die 
Verbindung: 

=  h  h  U  h-^Ji*  +  h*  +  h!.+  h'-^ 
herstellen.   Der  Zahlwert  von  J  ist  im  Intervall  —  3  ^  J ^  28  enthalten. 
Die  untere  Grenze  wird  bei  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  3)  erreicht,  die 
obere  bei  (0,  4j  00,  00,  00,  00) . 

Zwischen  den  vier  weiteren  Moduln  jj,,  j^^  müssen  zwei  Re- 
lationen bestehen,  damit  wir  zu  einem  zweidimensionalen  Kontinuum 
kommen.    Diese  Relationen  lauten  nach  A.  F.  I^  pag.  .^94; 

Jii  +  Âa  -  hJu  -  «iif  -  ^ju  +     =  0, 
hiJu-^Jis  +Ju  ~    -=  0. 
Zur  Einführung  einer  geometrischen  Sprechweise  setzen  wir: 

Ja'hi'-ju--^  =  ^'-y'-f 
und  deuten  x,  y,  z,  t  als  homogene  Raumkoordinaten.    Die  Invariante  j,^ 
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drQelwn  wir  yennXigb  der  sweiten  ehen  augegeÌMinen  Bdation  in  den 
X,  y,  0,  t  UQB  und  finden  akdann  fBr  die  ente  jener  Relationen  die  neue 
Gesbdt: 

Biege  eine  noeb  Ueibende  Relation  ìiaben  wir  bei  feet  gegebmen  UpV,WfJ 
«1b  JI&Ae  dritter  Orâmuig  zu  deuten.  In  dem  adbon  genannten  Spesial- 
&I]e  der  Signatur  (0, 4;  2, 2, 2, 2mJ  kommen  wir  auf  die  in  III  zugrunde 
gelegte  Fläche  zurück 

Das  Polygonkontinuum  bei  der  «meinen  Signatur  (0,4;  hfhthth) 
ist  zweidimensional  und  wurde  in  der  Note  ^Über  die  in  der  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  auftretenden  Polygonkontinua^'  (Göttinger  Nadir. 
1903,  Heft  Ô)  als  „einfach''  zusammenhängend  erkannt.  Die  charakte- 
ristischen Ungleidiungen  sind  hier  j^f  <  —  2,  ii$  <  —  2,  iu  <  —  2  oder 
in  den  x^y,     t  geechrieben: 

jp>2#,  y>2<,  #>2*. 

Zur  Darstellung  des  fragUdien  Kontinuums  haben  wir  somit  deiyenigen 
Teil  der      zu  benutzen,  welchw  dem  durch  die  vier  Ebenen: 

eingegrenzten  Tetraeder  angehört. 

Um  den  Verlauf  der       innerhalb  dieses  Tetraeders  zu  erkennen, 
setzen  wir  fttr  einen  Äugenblick  ^  —  1  and  deuten  der  größeren  Ânechaulich- 
kdt  wegen  x,     m  als  rechtwinklige  Koordinaten.  Man  sehnnde  die 
mit  einer  Horizontalebene  m  —  21t f  wo  X;  ^  1  gewihlt  werde.  Der  Sdinitt 
ist  die  Hyperbel: 

x^-  21:  xy  +  r  +  ux  +  vy  -4-       r^kw -i-J)  «  0 

mit  den  Mittelpuuki8kuurdmaten: 

n  -\-  vk  V  nk 

und  den  durch:  _ 

y~x(k±yh*^) 

gegebenen  Asymptoteiirichtungen.  Einer  der  beiden  Zweige  dieser  Hyperbel 
gehört  dem  für  uns  in  Betracht  kommenden  Quadranten  y  >  2 

der  gewählten  Horizontalebene  an.  Für  lim  À*  —  1  zieht  sich  dieser  Zweig 
auf  den  unendlich  fwnen  Punkt  der  Winkelhalbiflfendai  je  *-*  y  zusammen. 
Die  Asjmptotenriehtungen  koinzidieren  fOr  lim  it  —  1  mit  dieeer  Richtung 
X'^y.  Wächst  k  tod  1  bis  oo,  so  entfernen  sich  die  Asjmptotoirich- 
tuagen  mehr  und  mehr  Toneinander  und  werden  sdbliefiliek  f&r  lim  X;— >  oo 
die  Richtungen  der  Aoheen  der  x  und  y. 

Durch  Fortsetzung  dieser  eloneiitaren  Betrachtung  stellt  man  unter 
Rttekkehr  zur  projektiTen  Spiechweize  folgendes  Ergebnis  fest:  Die Fladie  F^, 
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d,  k  der  uns  interessierenâe  Teil  deraéSm,  aodduit  dem  cÜMitift  die  Ebenm 
x^2if  ff^2t,  M^2t,  <  —  0  eittffeffremten  Tetraeder  angehM,  is(  eû» 
einfadi  wueamimeMngendes,  in  den  Band  der  Tetraedereeite  1*^0  em- 
ffesptmnies  Flädtmstikkj  wdehes  ifftrigens  eaàcariig  t»  da»  Innere  dee 
Tetrmdere  hinekAmigL  Die  dnrdi  die  Kimk  e 0,  t  ^  0  hmdurdtmaegen- 
den  Ebenen  g  —  2hi  —  0  en^meiâen  die  F,  aufier  tu  jener  Kante  «oeft  in 
Kmen  dee  2^  Oradee^  ¥féhàe  sieh  ßr  Umk^l  auf  den  Punkt  x^y, 
Mmmi^O  tusanimeneiAen  und  /Sr  lim  %  oo  in  das  Oeradenpaar  x-yO 
amattien.  EnispreOendes  gUi  naUirUek  für  die  Ebenen  x  —  Sht'^O  und 
2*^  =  0. 

£he  wir  auf  der  JP,  den  DB  der  automorphen  Modulgruppe  auf- 
suchen, sei  folgende  Betrachtung  eingeschaltet.  Unter  den  vier  ganzen 
Zahlen  seien  erstlich  keine  zwei  einander  gleich.  Stellt  aladaiiti  Z/) 
eine  beliebige  Permutation  der  (i,,  1^,  l^,  ij  dar,  so  wird  die  Signatur 
(0,4;  V»V>ViV)  7>war,  allgemein  zu  reden,  neue  Polygone  liefern;  aber 
dieselben  können  durch  Transformation  auf  die  oben  bevorzugten  Polygone 
zurückgeführt  werden  (cf  A.  F.  1,  pag.  301)  und  lieforii  demnach  dieselben 
automorphen  Gebilde.  Sind,  wie  einstweilen  angenommen  wurde,  die 
ht  hf  h}  K  durchaus  voneinander  ver.sclueden,  so  gilt  dasselbe  von  u.  r,  w. 
Gegenüber  den  24  Permutationen  der  Ì-  erfahren  die  m,  v,  w  ihre  sechs 
Permiitationen.  Wir  werden  somit  hier  zu  sechs  verschiedenen  Flächen 
geführt,  deren  Nu  llungen  durch  Permntationen  der  n,  r,  w  auseinander 
hervorgehen,  und  die  somit  seihst  durch  wietierholt<*  Spiegelung  an  den 
Ebenen  y  s,  r  -=  x,  x  -=  y  aus  einer  unter  ihnen  hergestellt  werden 
können.  Jede  unter  diesen  acilm  Flädten  ist  ebemo  fpä  trie  jede  andere 
zur  Darstellung  <les  i'olygankmtinuums  qemgnet;  sie  leerdcn  durdt  die  abeti 
erwähnteti  Moçhdfrnm^fhmiatioiien  ineinander  iihertjefülirt.  Bei  dieser  Sach- 
lage werden  wir  au  il*;r  oben  ausgesuchten  festhalten. 

Besonderheiten  Hegen  vor,  wenn  zwei  oder  gar  drei  unter  den  Zahlen 
kl  U  cinimder  gleich  werden.  Im  ersteren  Falle  sind  zwei  unter 
den  n,  v,  iv  einander  gleich,  im  letzteren  sogar  alle  drei  Wir  habeu 
entsprechend  nur  drei  verschiedene  Flachen  oder  gar  nur  eine  einzige  F^. 
Dies  hat  zur  Fdge,  daß  in  den  fraglichen  besonderen  Fiälen  die  auiinnorpken 
Mcdulgruppen  EneeHerungen  durch  Spiegelungen  gestatten,  denen  aledann 
entepredmde  Verideinemt^  der  DB  paraM  gehen.  Wir  kommeoi  darauf 
unten  zurück. 

Bine  weitere  Bemerkung  erfordert  die  oben  befolgte  unsymmetriache 
Behandlang  der  vier  Inwianten  ji^,  Ja,  Jut  Jn-  Halten  wir  an  der  An- 
ordnung (2^,  l^)  feet,  so  eind  doch  die  InTarianten  und  tSD^ 
koordiniert.  Statt  alio  au  eliminierm,  können  wir  anch  mit  so 
Yerfahren.  Wir  haben  aledann  ni  ecbretben: 
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in  'Ju  :iu  :  -  1  -  «' : y':  /: 
und  finden,  wie  man  sofort  feststellt: 

Wir  golaaigoi  iomii  ra  deradben  fliehe  wie  Yorhin;  das  oben  dnreh 
den  Punkt  (x,ff,g,i)  dsrgeeiellte  Polygon  wird  jetsl  doroli  {x\y,e\i') 
geliefert;  nnd  es  |plt,  wie  man  leicht  ani  der  sweiten  Relation  zwischen 
den  InTarianten int'"  ablieet; 

Durch  diese  Traosformatiou  muß  somit  unsere  in  sich  8ell)st  über- 
geführt werden,  was  man  in  der  Tat  durch  direkte  Rechnung  leicht  be- 
weist Dk  ^sofluMdbe  Bedeidung  der  fraglidim  Transformation  ist  die, 
daß  sie  eine  aymmeinadie  ümfcinmmg  àtr  m  9kh  ist,  deren  Symmetrie- 
oder  tìbergangslime  auf  der  F,  dutrd^  die  FlSehe  äweiien  Grades: 

x£  -  '2yt  -  vt'^=  0 

ausyendtHittcn  wird.  Diese  Fläche  hei  be  F^,  die  Symnietrielinie  und 
die  symmetrische  Uinformung  selbst  werde  durch  dm  Symbol  V  bezeichnet 

Aus  der  analytischen  Cieatalt  von  V  folgt  x  \  z  :  t'  =  x  :  z  :  t.  Jt  zwei 
einander  durch  V  zugeordnete  Punkte  liegen  hiemaeh  mit  der  Tetraederecke 
X  ^  z  =  t  ^  0  auf  eitler  Gfrnden.  Beachtet  man,  daß  diese  Ecke  selbst 
der  t\  angehört,  und  daß  somit  jeder  von  ihr  ausziehende  Strahl  die 
entweder  gar  nicht  oder  in  zwei  weiteren  l^mkten  schneidet,  so  ist  die 
Transformation  K,  welche  diese  beiden  Punkte  permutiert,  in  ihrer  ein- 
fachsten Bedeutung  erkannt.  Zugleicfi  erkenneti  tvir  in  C\  den  geometrischen 
Ori  àlier  Beriihrungspufìkte  der  von  der  fra^ichen  Tetra^ierecke  an  die 
lairfeitden  TongenieiL  8ela«i  wir  wie  oben  ^  ^  1  und  deuten  die  x,  y,  e 
als  rechtwinklige  Koordinaten,  so  handelt  es  sich  um  die  sur  y-Adise 
parallden  Tangenten.  Zieht  man  die  hyperbolischen  Horiaontalschnitte  der 
F^  mit  den  Ebenen  0  2it  wieder  heran,  so  gewinnt  man  leicht  weitere 
AnfscUflsse  Aber  den  Verlauf  von  C,.  Insbesondere  erinnere  man  sieh 
des  Grenzfibergangs  lim  ife  1,  wo  sich  die  Hyperbel  auf  den  unendlich 
fernen  Pnnht  der  Winkelhalbierenden  jr  —  y  zosammenziehi  Unter  Bflek- 
kehr  sur  projektÎTen  DarsteÜung  finden  wir:  Bis  <7,  iei  eine  über  die  Fg 
kineiéieiide  Kurve,  wdtAe  de»  MiU^punkt  x^y  der  TetraederkamUe  m^Ù, 
i^O  mU  dem  Mitidpimkie  y^e  der  Eanfe  x^O,  t^O  ve^^nudei. 

Wir  gdien  nun  gleich  noch  einen  Sdiritt  weiter:  V  isi  mue  under 
drei  koordinieri  stehende»  symmetrisdien  ümformmi^  der  Fg  in  sid^: 

(Ü)  art^'.g'tt*^  {^z-xt-u  e):yt:zt:  t\ 

(F)  X  :  y  '.  z'  :  t'  =  xt  :  (zx—yt—vt*)  :  zt  :  t^, 

(W)  X  \y      '.i' xt  :  yi  :  {xy—ei—wt*)  :  i\ 
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vmì  (Irnm  offenbar  ganz  entsprcch  mia  Brourl  uuffm  (jdtm  n  ie  von  V.  Die 
Übergangslinien  C^,  C,,  C'^  werden  auf  der  i\  durch  die  drei  Flächen 
zweiten  Grades: 

{FJ  yjr  -  2xt  -  »l»  -  0, 

ausgeschnitten.  Die  drei  Kurven  (\^,  (\,  grenzen  auf  der  h\  einen 
Bereirli  ein,  von  dem  Fig.  41  ein  seheniatiBches  Bild  liefert:  7vs'  Inimldl 
sich  Hin  cuien  tlrrirckiffm  Bereich,  und  zwar  rnf/t  dir  sir  Bereich  mit 
scinrn  ilrri  Kckev  im  die  F.hrve  <  =■  0  heran,  icilclte  er  in  den  Mitiei- 
punhien  der  Teiraederhanten  erreicht.  Wir  werden  diesen  Bereich  alsbald 
von  anderer  Seite  her  wieder  finden.  — 

Auf  Grundlage  der  vorstehenden  Ergebnisse  gehen  wir  jetzt  daran, 
den  DB  der  automurphen  Modulgruppe  auf  der  einzelnen  i\  auszusondern. 


Ilf.  41.  »g.  «I. 


Nach  allgemeinen  Prinzipien  soll  uns  hierzu  die  Theorie  der  Xonnal- 
poljgone  wieder  die  Grundlage  liefern.  Zufolge  A.  F.  I,  pag.  263  ist  das 
Normalpolygon  bei  der  Gattung  p  =  0,  w  4  im  allgemeinen  ein  Zehn- 
eck mit  vier  festen  Eeken  und  zwei  Zyklen  zufälliger  Ecken.   Die  Gestalt 

des  Zehu'eks  ist  in  Firr.  42  gegeben;  doch  könnte  e«  auch  sein,  daß  die 
hyperbolische  Erzeugende  F  die  Ecken  ,  e^  von  ,  r-  .trrnnt.  Bewegen 
wir  jetzt  das  Polygonzentrum  C  so,  daß  das  Polygon  gerade  in  Begriff 
steht  die  Eeke  (\  zu  verlassen,  so  haben  sich  die  durch  einander  zu- 
gewiesenen Seiten  auf  Punkti^i  zusammengezogen,  und  das  Polygon  hat 
die  Gestalt  des  in  Fig.  43  (folg.  Seite)  skizzierten  .\ehtecks  angenommen. 
C  liegt  nun  auf  dem  Mittellote  der  Verbindungsgeraden  e^e^'  bezw.  für 
=  <X)  auf  einem  Lote  zu  dieser  Geraden.  Man  bewege  jetzt  C  auf 
diesem  Lote  weiter,  bis  das  Polygon  im  Begrüfe  steht,  die  Punkte  e^fß^ 
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zu  verlassen.  In  diesem  Augenblick  haben  sich  die  durch  T,,  einander 
zugeordneten  Seiten  auf  Punkte  zusammengezogen,  und  das  Poljgou  ist 
zum  Sechseck  der  Fig.  44  geworden. 

Man  könnte  an  der  Allgemeingültigkeit  der  vorstehenden  Überlegimg 
zweifeln  und  tatsächlich  gibt  es  auch  Fälle,  in  denen  die  Herstellung 
eines  Normalsechsecks  bezeichneter  Art  auf  dem  vorgeschriebenen  Wege 


niebt  dmebflüirbar  ist  üm  eine  einwvrfirfSreie  Überieginig  m  begrflndeii, 
knfiplni  wir  an  die  Aniartong  der  Normalpolygone  aii|  welche  man  ge- 
winM,  &]l8  daa  Zentrum  C  in  den  Punkt  «|  hineinrfleki  Man  gelangt 
■o  SU  einem  NelM  von  Bereichen,  deren  dmelner  ana  Z|  (alio  im  ¥Ule 
einer  parabolischen  Sobititnticm  F,  ani  unendlich  Tiden)  DB  der  Qrappe 
beeteht.  Zufolge  des  ^^eziprozitatssatz^"  der  Normalpolygone  umfiiBt  der 
TO  «1  gehörige  Bereich  allf  die  Punkte,  welche  als  Zentren  C  gewählt 
Normalpolygone  liefern,  die  eben  an  diesen  Punkt  e,  heranreichen.  Der 
fragliche  Bereich  teilt  insofern  die  Gestalt  der  Normalpol jgone,  als  er 
geradlinig  begrenzt  ist  und  dreigliedrige  anfällige  Ecken  mit  konkaven 
Winkeln  aufweist 

Wählen  wir  non  einen  solchen  dreigliedrigen  Eckpunkt  sum  Zentrum 
80  muß  das  zugehörige  Normalpoljgon  an  die  drei  zugehörigen  Punkte 


r  n 


heranreichen  und  ein  Sechseck  darstellen. 


zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  daß  die  Reihen- 
folge der  Ecken  e,,  «g,  längs  des  Sechseck- 
umfanges sowohl  die  in  Fig.  44  gewählte, 
als  auch  die  entgep;enge8etzte  sein  kann. 

Wir  legen  nun  erstlich  die  in  Fig.  44 
gewählte  Eckenanordnung  zu  Grunde,  ver- 
binden das  Zentrum  C  geradlinig  mit  den 
sechs  Ecken  und  ziehen  das  Dreieck  é",,  ßj, 
(cf  Fig.  45).  Die  drei  Geraden  von  C  nach 
ei,  e^',  t^'  sind  hier  einander  gleich  j  und 
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also  bind  die  Dreiecke  e^e^C  und  r/tijC  einander  kongruent,  desgleichen 
die  Dreiecke  ey'e^C  und  e,"t'jC,  sowie  endlich  c^' e^C  und  e^e^C  Denkt 
man  die  mit  Ce^^  Ce,,  äquiralenten  Geraden  in  allen  Secheecken  des 
Netsee  gezogen,  zu^deh  sber  eile  ftbrigen  Verbmdnngsgende  von  Punkten 
e  fortgenommeiiy  eo  reetiert  die  Aneartung  des  Poljgonneiies,  weLche  wir 
oben  durch  Vezechiebong  von  C  in  den  Pnnkt  enielten.  Wir  erkennen: 
Das  firagUche  anageartete  PolygonnetB  weiat  «ratens  ^^fette^  mit  &|,  e,,  «4 
ftqniTalente  Ecken  anf;  alle  weiteren  Ecken  aind  mit  dem  Zenfcnun  C  dee 
Normalsedisecka  äquivalent.  Darana  aber  ergibt  sich  sofort:  Bn  éer 
einzdnen  Ort^ppe  f  giU  es  stets  ei»  md  mur  ein  NernuHsetAsetk  mU  einem 
dreigUedirigen  Zfßshts  feétér  Sehen  e^,  e^^  e^. 

Die  bei  dem  ao^^earteten  Poljgonnetn  an  den  „anfälligen**  Ecken 
anitretendengjbrei  Winkel  liegen  in  Fig.  45  ala  Winkd  zwiachen  den  drei 
Geraden  TOn  0  nach  1^»  TOr.  Da  dieae  Winkel  nie  kcnves  werden 
kSnnen,  ao  merken  wir  ala  eine  weitwe  Bigenachafb  dee  Normalaecheecka 
an,  éa^  das  Zentrum  C  neikeendig  dem  IMedb  e,,  e^,  e^  ongMrL 

Die  gegebene  EnbwicUung  ist  der  Umkehrong  iahig:  Jedes  Sechseck, 
welehea  die  bialang  genannten  Eigenschaften  beaitzt,  dessen  Winkel  an 
den  Ecken  e,,  e^,     hezw.  dessen  Winkelsumme  am  Zyklus  r,  "  die 

vorgeschriebene  Gröfie  haben,  ist  ein  Normalsechseck  unaerer  Art.  Erst- 
lich nämlich  stellt  ca  offenbar  den  7>/>  einer  Gruppe  der  Signatur 
(0,  4;  i,,  •  •  •)  dar;  zweitens  aber  liefert  der  Punkt  6'  als  Zentrum  not- 
wendig  gerade  das  vorgelegte  Sechseck  als  Normalpolygon.  Wir  stellen 
somit  jede  Gruppe  unseres  „Gruppenkontinnums"  einmal  und  nur  einmal 
dar,  falls  wir  alle  inkongruenten  Sechsecke  beschriebener  Gestalt  und 
zwar  i^owohl  für  die  in  Fi^.  45  vorliegende  Anordnung  der  £eken  e^^  c« 
als  für  die  entgt'jrengesetzte  zulassen. 

Der  DB  der  automorphen  Modulgruppe  wird  nun  auf  der  durch 
alle  diejenigen  Punkte  dargesteilt,  welche  doii  vorbezeichnetcn  Sechsecken 
korrespondieren.  Um  diesen  7)/^  <^in'/u<,n"t  nzcn,  îrnis-on  wir  die  Grenzfälle 
der  Noritialspchsecke  untersucli* d  und  beginnen  wieder  mit  der  in  Kig.  45 
zu  (xruude  gelegten  lû'ihf^ui'olge  der  Ecken  r^,  e^,  ('^.  Wir  geliingen  nun 
zu  eiueiu  Grenztalle.  \v*nn  das  Zentrum  (  entweder  auf  eine  der  Seiten 
oder  in  eine  der  Ecken  dos  Dreiecks  ''^^'^f,  rückt. 

Man  nehme  erstlich  an,  das  Zentnun  (  gei  ein  Punkt  der  6eite  '^e^. 
jedoch  weder  <g  noch  e^  selbst  In  diftsem  Falle  ist  die  Summe  der 
beiden  Winkel  -^CjCc^,  -^e^Ce^  gleich  n  geworden-,  und  da  andrerseits: 

<e,Ce^''<e^Oe,, 
gilt,  so  sind  die  beiden  einander  gleichen  Winkel  -^e^Cc^  und  '^e^'Ce^ 
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zu  0  geworden:  Die  Ecken  f/,  e^,  <\"  sind  auf  der  absoluten  Ellipse  der 
Maßbestimmung  zur  Koinzidenz  gekomuien  und  liefern  zusammen  mit 
einen  Zyklus  parabolisdier  Spitzen  (cf.  Fig.  46Ì;  die  Gerade  e^e^  ist  zur 
byiiiiiietrielinie  geworden.  Man  wird  ganz  entfjprechondp  Überlegungen 
für  den  Fall  durchffihren,  daß  C  auf  eine  der  beiden  anderen  Seiten  des 
Dreiecks  f^t'^c^  rückt,  ludern  wir  zasammenfassen ,  erhalten  wir  das  Re- 
sultat: Mückt  C  auf  eim  der  Seiitn  den  Dreiecks  e^e^e^,  jedodi  niclU  in 


òmEckfj  so  erhalten  uir  als  Grenzychilde  ilasjmige  der  SigikUur  (0, 3;  oo,  1^,1^) 
resp.  (0,  H;  ^,  oo,  l^),  (0, 3;  1^^  1^^  cx>).   Die  drei  zugehörigen  Punkte  der 
werden  wir  weiter  unten  angeben. 

Es  rilcko  jetzt  zweitens  C  in  die  Ecke  e^.  Unter  diesen  üniständen 
nimmt  das  Seckseck  die  in  Fig.  47  angeriebene  Gestalt  an.  Wir  haben 
hier  noch  das  Dreift-k  'i'VjC^  abgetrennt  und  vermöjre  der  Snl)8titution 
verlegt.  Der  DB  der  (mippe  erscheint  jetzt  aus  zwei  „konjugierten  Vier- 
ecken" r.t'^c.,r^  lind  ''i'':;f/  zusammengesetzt  (cf.  A.  F.  I,  pag.  304).  Das 
Besontl'K^  ist  aber  hier,  daß  diese  beiden  Vierecke  einander  symmelarisch 
sind;  denn  aus  den  aiigeniei rif  n  Winkelrelationen  am  Zentrum  C  und  der 
Ecke      des  Sechsecks  folgert  man  hier  sofort: 

woraus  die  Symmetrie  beider  Vieredce  hevrorgeht 

Die  Kreisbogenvierecke  mit  den  Winkeln   "  >  ^  »     >  y  dieser 

Reihenfolge  liefern  nun,  wie  man  sofort  feststellt,  ein  eindimensionales 
Kontinunm.  Um  dieses  Kontinnum  invariant  rn  charakterisieren,  bemerken 
wir,  daß  die  zu  den  Punkten  e^',  e^'  gehörenden  äubstitutionen: 

«od.  Soll  somit  die  Spiegelung  jSf  an  der  Seite  e^e^  unseren  DB  in  sich 
selbst  transformieren,  so  werden  die  durch  S  transformierten  Substitutionen 

Ft,  r„  F„  F,  mit  F/-S  V,-\  V,-\  F/-»  gleich  sein: 
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HienuB  ergibt  sich: 

Da  aber  iS*-  1  und  F,!^«  -  Fj-^F^-^  gilt,  so  folgt  weiter: 

s(F,F,)s-K,(r,igr,-'. 

K,  Fj  und  F,  Kj  haben  somit,  als  in<Mri;ni(ler  transformier  bar,  gleiche  In- 
Tarianten,  d.  h.  es  gilt^u^^j»  ^"^^  zutolge  der  zweiten  invanaaten- 
relatiou: 

ii8./u  +  2jj3  -  r  =  0. 

In  deu  homogenen  K-ourdinatfu  <reschrieben  lautet  diese  Relation: 

xz  —  2yt  —  vt^  =  0^ 

SO  daß  dio  7A1  nnsorem  linearen  Gruppenkontiniinm  gehörenden  Punkte 
der       auf  der  oben  eingeführten  Kurve  0,  gelegen  sind. 

Man  zeigt  nun  leicht  doreh  das  übliche  Schluß  verfahren  weiter,  daß 
das  lineare  Kontinuum  (kr  symmet»iseheti  Gebilde  gerade  eùmndeutìg  auf  die 
0,  begcge»  ist.  In  der  Tat  hat  unser  Kontinuum  zwei  Grenzfalle.  Der 
erste  wird  erreicht,  wenn  ^  und  e^  oder  (was  im  projektiven  Sinne  auf 
dasselbe  hinausläuft)  und  zu  einem  parabolischen  Punkte  verschmelzen. 
Wählen  wir  letîîtere  Alternatiro.  so  kommt  in  der  Grenze  das  Gebilde 
(0,3;  oo,/g,?,),  (las  Avir  oben  boroits  für  den  Fall  erreichten,  daß  C  auf 
die  Seite  r.^c^  rückt.  (Inn/,  eutspi-ccheud  hudeu  wir  als  zweites  Grenz- 
gebilde dasjenige  der  Signatur  [0,  0:  ,  ?3, 'v\  welches  oben  für  ein  auf 
der  Genuleu  e^e^  gelegene»  Zentnini  ('  eintrat  Btr  Grenzübergang  zum 
Gebilde  ^0,  3;  00,^3,  l^)  erfordert  lim  7,,  =  —  2,  der  zum  Gebilde 
(0,  3;  00)  aber  lim^j^  =  —  2.   Im  ersten  Falle  werden  wir  zu  dem 

auf  der  Kante  x  =  (•,  /  ===  0  des  Tetraeders  gelegenem  Endpunkte  von 
geführt,  im  zweiten  Falle  zum  Endpunkte  auf  der  Kante  z  ^  0,  <  ==  0. 

Fragen  wir  jetzt  weiter,  wie  viele  Kontinua  syiiüiictrischer  Gebilde 
in  unserem  Gruppenkontinuura  üIh  rliaupt  enthalten  sind,  so  werden  hier- 
ijei  diejenigen  Anordnungen  der  Punkte  welche  durch  zyklische  Perrau- 
tationen  ineinander  übergehen,  als  nicht  verschieden  zu  gelten  Laben. 
Unter  den  sechs  restierenden  Anordnungen  werden  dann  noch  je  zwei 
solche,  die  einander  entgegengesetzt  sind,  wie  (e|,  e^,  e^,  ej  und  (€^fCt,^j  «ijj 
stete  zu  ^Mchen  Kontinuis  führen;  in  der  Tat  bea<^te  man,  daß  z.  B.  in 
F^.  47  die  Anordnung  e^,  e^,  e^,  am  „konjugierten"  Viereeke  Toiliegt 
Es  hleiben  somit  im  ganzen  nnr  drei  Eontinna  syniinetris<^er  Gehilde, 
welche  den  Anordnungen: 

korrespondieren.  Zu  diesen  drei  Kontinuis  werden  wir  geführt,  falls  das 
Foljgonzentrum  C  resp.  in  die  Ecken  e^,  e^,      des  Dreieck«  ^€9^4 


Digitized  by  Google 


Zun  KontiiniitMabeweîi  i.  d.  Theorie  der  antomorplieii  Funktionen.  507 


limeinrückt.  Auf  der  entspreclwn  diesai  drei  K</)ifinuis  syjnwfiri scher 
Gebilde  dir  drri  Kurven  (\,  (\,  (\;  das  van  diesen  Kurven  cingef/rrn.:te 
in  Fill,  fi  sehniffierfe  Dreieck  stellt  denjenigen  Teil  des  DB  der  automorphen 
Modidgruppe  dar,  tvckher  unseren  NormcUsecitseckeH  mU  der  in  Fig.  45 
gewählten  Ecknmnordnnmi  ^\,^3^,  entspricht. 

Der  Fall,  daß  die  Reihenfolge  der  Punkte  ^3,  e^  längs  des  IJm- 
fangs  des  Noruialsechsecks  nicht  die  bisher  angenommene,  souderu  die 
entgegengesetzte  ist,  erledigt  sich  jetzt 
sehr  leicht.  In  Fig.  48  ist  ein  Sechseck 
dieser  Art  stark  umrandet;  es  hat  die 
Ecken  e,,  e^,  e^',  e^\  e^",  e,.  Durch  Ver- 
legung des  Dreiecks  e^e^'e^"  varmöge  Fj'^' 
entspringt  das  schraffierte  Doppelviereck,  ^' 
welches  ans  zwei  konjugierten  Vierecken 
e^,  xmA  e^',  e^,  e^,  besteht. 
Letetere  sind  gegenwirtig  einsiider  nieht 
Byinmetrisch;  die  Spiegelung  8  m  e^e^ 
lieÜBfrt  scmiit,  auägeübt  auf  Fig.  48,  den 
DB  einer  «leiteiiGhrappe.  Dieser  PJBàber  ist 
ein  Seohse«^,  hei  dem  die  Eckenfolge  die  oben  zuerst  zn  Ghninde  gelegte  ist. 
Rechnen  wir  somit  die  Traasfomutlon  des  DB  dnrch  die  Spiegelung  8 
«of  die  InTarìanten  j^,  j^^,  jj«  oder  anf  s,  f,  i  nm,  so  haben  wir  die- 
jenige Trsasformatton  gewonnen,  weldie  wir  anf  das  Ton  C^,  C,,  C„  ein- 
gegrenzte Dreieck  aosfiben  mfissen,  nm  den  nns  noch  fehlenden  Teil  des 
DB  der  antomorphen  Hodolgmi^  zn  gewinnen. 

Der  invariante  DarsteUnng  des  Gebildes  legten  wir  nnn  allemal  die 
zu  ei,€ffef,e^  (ef.  Fig.  48)  gehörenden  Snbstitationen  sn  Grande.  Nach 
der  Torgesohriebenen  Transfoimati«»!  treten  an  Stelle  dieser  Tier  Sab- 
stitotionen  F|,  F,,  F,,  F4  die  folgenden  vier: 

V,'^8V,-n\-'V\S,  V,'~8V,-'S,  V,'^SV,-'S,  V,'^SV,i\-nY'S, 

wie  man  ohne  Mühe  feststellen  wird.  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die 
nachfolgenden  Gleichungen: 

F/  F,'  -  S  F,-  ^  7,-     =  S( F,  F,)-  'S, 

Vs  V,'  -  5  F,-  ^  F,-  ^  Fr  ^  F,  S  -  S{  V,  V,)S, 

v;  Vi  ^av^-^  F,-  ^8  -  s(  f,  f,)-  's. 

Es  gelten  somit  für  die  InTarianten  folgende  Gleichungen: 

In  Xf  y,  Zf  i  schreibt  sich  die  gewonnene  Transformation: 
X  :y  :g'  :t'  ^  xt:(jsx—yt—vt^  :  st  : 
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sie  ißt  somit  keine  andere  als  die  oben  mit  V  bezeichnete  symiu  e  triache 
Umformung  der  in  sich  mit  der  Übergangalinie  (\.  TransformieH 
num  das  auf  der  durch  die  Kurven  C^,  i  ,,,  eingegrengte  Drmedc 
durdi  Vf  30  id  das  am  dem  ursprät^Udie»  und  dem  iransfomderieit  Dreieck 

aufgebattie  Doppeldreieck  ein  DB  der 
auiomùrphm  Modn^tppe.  Fig.  49  gibt 
«in  sehematiBclMS  Bild  des  Doppel- 
diflieeks,  weLehM  die  dar  Zeidinung 
m  Grande  liegende  Ebene  t^O  mit 
den  yier  Ecken  eireieht  Als  Enen- 
gende  der  «itomoiphen  Hodn^pnppe 
liefert  der  DB  die  beiden  Tianefor- 


U^WV 


die  den  in  der  Figur  ang^ebenen  Pfeil- 
richtungen entsprechoL  Statt  durch 
V  können  wir  das  ursprüngliche  durch  C„,  C^,  eingegrenzte  Dreieck 
auch  längs  oder  vermdge  der  Substitutionen  U  resp.  W  reproduzieren. 
Entsprechend  werden  wir  im  Interesse  der  Symmetrie  die  drei  TraatS' 


(O.it.O 


(lALOt 


formaüonen: 


ais  Ereeugende  der  automorphen  Modulgruppe  heseichnenj  gwiechen  denen 
àtsdamn  die  Begidumng  besteht: 


Die 

w 

(V) 
iW) 


W  V  U=  1. 
ansfübrliche  Oeetalt  dieser  Tnuufonmatìonen  ist: 
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Die  Invarianz  der  Fj  ist  mit  Hilfr  dieser  Gestalt  der  Erzeiigeni]- u  be- 
sonders leicht  zu  zeigen.  Der  gfsantten  Modniyruppe  entspridif  <  ni  Netz 
von  Dreiecken,  wekhes  die  F^  h'irketUos  und  einfadi  bedeckt:  die  Graust  des 
Netzes  wird  von  den  drei  in  der  Fitem  t  ^  0  (ideyrnt-n  Tetraederkantm 
gebildet,  in  welche  die  F^  eingespannt  i-sL  Dio  Transformationen  U,  V,  W 
sind  aperiodisch.  Die  vorliegende  automorphe  Modulgruppc  enteist  sidi  als 
isomorph  mit  det  in  der  Theorie  der  dUptisdicti  Modtdfunkiionen  uufticten- 
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dm  Eaupthmgruenzgruppe  Z  8hfe,  d.  i,  mU  der  Qtvppe  dar  SigtuUm' 
(0,  3;  00,  oo,  oo). 

Die  gewomMmen  IhrgeboiM«  lind  in  ToUer  Oberftiimtimninng  mit  den 
▼orl&nfigsn  Angaben  Aber  die  Ensengong  der  Modnlgrappe  in  A.  F.  1^ 
pag.  395.  Die  damalB  mit  beieielmeke  Tranafoimation  war  durch  Ab- 
indemng  des  kanonischen  Qnendmittsystems  anf  der  Biemaonsehen 
Fliehe  berechnet  nnd  hatte  die  Gestalt: 

fìÈ  "  ill  t  ils  "  h  i ,  j\ 4  =  —  in  ili.  —  ?u  + 

U  —  tt,    V  =  ÎV,    vo  —  ». 

Es  tritt  also  hier  noch  eine  Permutation  der  i4,  w  ein,  d.  h.  ein  Über- 
gang zn  einer  anderen  unter  den  oben  erwähnten  sechs  Flächen  F^,  Dsp 
gegen  transformiert       onsere  JF^  in  sich: 

*  I  i'u  -  Ì?2Ìu  +  iisijs  -  ^  'h%  -  iu  +  ^' 

Offenbar  kann  man  diese  Transformation        auch  so  schreiben: 

h%=hi,   3vtì^A■^Ì^A•^ìn-'°'=^1   iu/is +iu +Ìm  -  = 
Damit  aber  haben  wir  unsere  obige  Transformation  TJ  erreicht. 

Es  sind  jetzt  nur  noch  die  beiden  Fälle  zu  betrachten,  daß  es  unter 
den  Zahlen  \y  /g,  entweder  zwei  oder  gar  noch  mehr  als  zwei  gleiche 
gibt.  Im  ersten  Falle  sind  unter  den  u,  vo  zwei  einander  gleich,  im 
zweiten  ist  j<  =  r  =  «r. 

Es  gelte  etwa  zuerst  r      n-  ^  u.    Alsdann  wird  unsere       samt  dem 
auf  ihr  gelegenen  Dreiecksuetze  durch  die  Spiegelung: 
(S.)  «'-X,  y'-^z,  /-y,  i'-'i 

in  sich  transformiert,  so  daß  die  Erweiterung  der  Modulgruppe  durch 
diese  Spiegelung  statthaft  ist   Ber  DB  der  erweUerien  Gruppe,  wddie 


Fig.  60.  Vig.  61. 


mmmèkr  mit  der  Gruppe  der  Si'.medmr  (0,  8;  2,  oo,  oo)  isomorph  auefoBi, 
id  tu  Fig.  50  tkark  umremdä;  dèe  Ermigeiidm  eimd  W  md: 
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In  àer  Thai  itft  diese  letrtere  Subflütatkni  keine  andare  eie  die  oben  mit 

T|  bezeichnete. 

Sind  endlich  mindestens  drei  unter  den  Zahlen  It^lttht  h  einander 
gleich,  80  gilt  M-sv^tr.  Dann  ist  die  Enveitermig  dw  Grappe  durch 
alle  drei  Spiegelungen  S^,  S^f  an  den  Ebenen  y  —  z  =  x,  x^y 
möglich.  Der  DB  der  so  anceiterien  Grvj^,  tcelciie  sich  mit  der  Gruppe 
der  Sifftiaiur  (0,  3;  2,  3,  oo)  isomorph  erweist,  ist  jetzt  das  in  Fig.  61 
(b.  pag.  509)  sUxrk  umrandete  Dreieck;  die  Ereeugenden  sind  vttd: 

Durchfflhrung  des  Kontinuitütsbeweises  bei  den  Gebilden  der 

Signatur  (0,  4;  l,,  i,,  ^,  y. 

Die  Durchführung  des  Kontinuitatebeweiaee  ffir  die  Gebilde  der  Signatar 
(0,  4;  Igf  ig,  2J  geetaltet  eich  nun  hdohat  ein&ch.  Sei  f  ^{Q  bei 
einem  einzelnen  Gebilde  eine  HauptfonktioiL  Yeim^^  deiwlben  wird 
da»  Polygon  auf  die  Ebene  der  Tariabelen  e  abgebildet.   In  letzterer 

entsprc(;h(>n  den  festen  Polygonecken  vier  Punkte,  deren  Werte  m  wir 
gleich  selbst  wieder  mit  ß,,  e,,  c,,  e^  bezeichnen.  Unsoreni  fîruppenkon- 
tinuum  steht  demnach  als  Kontinmim  (ügehraiacker  Gebilde  die  Mannig- 
falti(/k€it  der  mit  vier  Punkten  signierten  Ebenen  geyenäber,  wobei  diesm 
vier  Funkten  e,,  e,,  é^,     vier  ganze  Zaìden  li,  l^f  It,     eugeordnet  sind. 

Natfirlich  sind  «wd  derart  signipifo  E1i(mipti,  wolnhe  durch  lineare 
Transformation  von  e  ineinander  Qberführbai-  siud,  als  nicht  wesentlich 
voneinander  verschieden  anzusehen.  Um  demnach  zu  einer  invarianten 
Darstellung  dos  Kontinutinis  der  algebraischen  Gtebüde  au  geiangen^  haben 
wir  das  Doppelverhältnia: 

der  vier  Punkte  e  der  j-£bene  einiufBhfea. 

Wir  nehmen  suTörderat  wieder  an,  daB  die  aimtUchen  Zahlen  2|, 
2,,  Yoneinander  yetschieden  sind.  Gegenflber  den  24  Permntationen 
der  s  erf  Shrt  k  enne  wohlbekannten  sechs  Substitutionen.  In  der  Tat 
bleibt  A  bei  den  Pennutationen  der  Vierergnippe  anveriindert,  da  diese 
Tier  Permotationen,  abw  auch  nur  diese  Tier  durdi  lineare  Tranafonna« 
tionen  Ton  e  bewirkt  werden  können.  Nehmoi  wir  demnach  irgend  eine 
Permutation  Tor,  bei  der  A  eine  TOn  der  Identität  Teischiedene  Substitution 
erfahrt,  so  werden  wir,  da  unter  d«i  Zahlen  l  keine  swei  einander  g^eidi 
sind,  SU  einem  wesentlieh  neuen  Gebilde  gelangen.  OegemoSirtig  ndisun 
mr  somit  die  game  Ebene  der  hmiplexen  Variab^  X  heraneièhen,  um  jedes 
àlgébraisdte  Gebüde  tmsares  Konüntiums,  und  jedes  nur  emmai  jw  gewinnen. 

Nun  ist  der  in  Fig.  49  dargestellte  DB  der  automorphen  Modulgruppe 
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eindeniig  stot^  auf  die  A<Ebene  sbgebildet|  und  amgekehrt  ist  die  Be- 
ziehung der  il-Ebene  auf  jenen  DB  „höchstens^'  eindeutig,  wobei  man 
jedoch  je  zwei  einander  zugeordnete  Randpunkte  des  DB  &h  nicht 
wesrnt'ich  verschieden  aasneehen  hat.  Wie  ist  des  näheren  diese  Be- 
ziehung beschatten? 

Die  Punkte  der  liefern  die  symmetrischen  Gebilde  bei  der  An- 
ordnung Cj,  e^,  e^,  e,.  Hier  wird  k  reell  und  gehört  dem  Interrali 
O^X^l  an.  Den  Übergang  zu  dem  auf  der  Kante  x  =  0,  i  =  0  ge- 
legenen Endpunkte  von  erzielten  wir  oben  durch  Verschmelzen  der 
Polygonecken  Cj,  zu  einer  parabolischen  Spitze.  Diesem  Grenzfalle 
gehört  A  =  0  zu.  Ebenso  findet  man  dem  anderen  Endpunkte  von 
den  Wert  X  ^  \  zugeonbiet.  Man  wende  auf  die  beiden  uns  soeben  be- 
schrtftif^pndon  linearen  Kontiuua  unsere  wohlbekannte  Schlußweise  des 
Kontinuitätsbeweises  an  und  findet:  Di«  Kurve  f\  bildet  sich  eiueindeutig 
stetig  auf  die  von  >l='0  }>is  A~l  reichende  Strecke  der  reellen  A- Achse 
ab.  In  genau  derselben  Weise  finden  wir  die  C'„  auf  die  Strecke  von 
A  1  bis  X  s::,  die  C^^  auf  diejeuigen  von  X  =  —  <x>  bis  A  =  0  der 
reclli  n  À-Achse  abgebildet,  so  daß  der  li^tnd  des  in  Fig.  49  schraffierten 
Dreiecks  gerade  eineindeutig  stetig  auf  die  reelle  /l-Achse  l>e/-ogen  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  das  Innere  jenes  Dreiecks  sich  auf  die  positive 
oder  die  negative  A -Halbebene  ai^büdet.  HierHber  ist  durch  eine  be- 
sondere Uuter^iuchung  zu  entscheiden.  Man  kann  zu  diesem  Zwecke 
•/„  B.  so  verfaliren.  Man  transformiere  einou  l'uuivt  der  Kurve  6'  durch 
11=  2\-  und  besehreibe  eiuen  Weg  vom  ersten  zum  transformierten 
Punkt;  dieser  Weg  führt  zunächst  durch  das  schraffierte  Dreieck.  Die 
Bedeutung  von  T*  als  Transformation  des  Schnittsystems  der  Riemann- 
sclien  ^iehe  (J^■Ebene)  ist  in  A.  F.  I,  pag.  300ft  dargelegt.  Die  Be- 
schreibung des  eben  genannten  Weges  auf  der  ttnft  hier  darauf  hinaus, 
dafi  wir  den  tllbergang  Tom  ersten  zum  zweiten  Sehnitt^ystem*  durdi 
ümlinfe  der  Flmkte  e  hentellt.  Am  einfachsten  ist  es,  e^  =  0,  f>,  1, 
«4  —  CO  festzuhalten  und  €^  —  il  allein  laufen  zu  lassen.  Ln  obigen  Falle 
wird  il  annichst  die  positive  Halbebene  betreten,  so  daft  das  Abbild  des 
schraffierten  Dreiecks  der  Fig.  49  in  der  positiren  Halbebene  X  zu  suchen  isi 

Es  ist  jetzt  alles  Torbereitet,  um  das  Kontinuitötsrerfidiren  in  der 
üblichen  QestsIt  zur  Anw«idung  zu  bringen.  Wir  werden  findoi,  daß 
das  schraffierte  Dreieck  auf  die  positive  l-Halbebene  umkehrbar  eindeutig 
stetig  bezogen  ist 

Die  Opetation  F  bedeutete  nun  am  Polygon  der  (-Halbebene  eine 
Spiegelung  desMlbeii  an  einem  Kreise.  Beim  Übergang  zur  S'-Ebene  bleibt 
dsr  Charakter  der  Transformation  ab  einer  Spiegelung  an  einem  Kreise 
gewahrt  Die  Folge  ist,  daß  l  bei  Ausübung  vcm  V  in  seinen  konjugiert 
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komplexen  Wert  flbergeht:  Des  nieht-echraflìerte  Dreieck  der  ¥ig.  49 
liefert,  auf  die  A-Ebene  übertragen,  die  negative  Halbebeoei  Indem  wir 
soaemmenfassen,  finden  wir  all  Résultat  :  Drr  DB  der  automorphen  Modul- 
grufipe  ist  im  Falle  lauter  tmàMm»  Zahlm  l^,  l^,  i^,  eitneMeutìg 
stetig  auf  die  X-Ehene  hrzogrn. 

Sind  zwei  unter  den  Zahlen  l  einander  gleidi,  ist  etwa  ^  —  ^> 
wihrend  keine  weiteren  Oleiofaheiten  auftreten,  ao  gilt  v^w^u,  und 

der  DB  der  Modnlgntppe  redniiert  aidi  auf  den  in  Fig.  50  atark  um- 

randrtui  Bereieh.    Bei  dm  alge- 
braiiohen  Gebilden  liefert  ein  Âua- 
tauMsh  Ton     und     bei  festen  e^, 
kein  seues  Gebilde.  Bei  diesem  Aus- 

tausch  aber  erfährt  X  die  Substitution 
l 


ihr  ordnen  wir  ds  DB 


Vlff.  »I. 

^r-Achse  liegen,  während 


1  —  1' 

den  in  Fig.  52  stark  umrandeten  Kreis 
zu,  welcher  uns  tumtnehr  das  Kod- 
tinuuin  der  algebraischen  Gebilde  ein- 
deutig darstellt.  Es  kommen  in  diesem 
Falle  neue  symmetrische  fiebilde  hinzu, 
bei  denen  und  (•^  auf  der  reellen 
und  konjugiert  komplex  sind.  Indem  man 
auf  diese  Gebilde  unsere  Kontinuitätsbetrachtung  ausübt,  findet  man  in 
gewohnter  Art,  daß  sich  die  Seite  y  =  des  DJi  der  automorphen  Modul- 
gruppe auf  den  der  positiven 
A-Halbebene  angehörenden,  von 
A  —  0  bis  A  «  2  ziehenden  Halb- 
kreis abbildel^usw.  Inb^annter 
Fortsetzung  des  Yeifehrans  ge- 
langen wir  zu  dem  Schlüsse, 
daß  audi  jétgt  der  DB  der 
emtomùrphen  Modtügruppe  ekh 
emdeutìg  stetig  auf  dm  das  Korn- 
UmmmdercìgébraiiadieiiOélrilde 
darMeHâm  Berekk  (OfOdeL 
Endlich  gelangen  wir  som 


»f.  H. 


extremen  Falle  «-"«-"tv.  wo 


der  DB  der  automorphen  Modulgruppe  in  Fig.  51  staik  umrandet  isL 
Man  wild  ohne  HUhe  den  Nachweis  fahren  können,  daß  sidt  deradbe 
auf  den  in  Fig.  S3  stark  wnrandeten  Barncfc  aühUdet,  wétdier  gegmwartig 
das  KonÜmnm  eigébtmsdier  CMnIde  darsIdU, 
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Als  SchluBergei)nÌ8  dürfen  wir  hiernach  das  Fundamentaltheorem  für 
die  Gebilde  der  Signatur  (0,  4;  Ii,  it>  U>  ^a)  folgenden  Worten  zum 
Ausdruck  bringen:  Die  FJtenc  der  Vatiabelen  z  sei  in  mjeml  einer  Art 
mU  vier  Punktm  r^,  /j,  signiert ,  denen  vier  ganze  Zahlen  Z^>1 
(oo  eingeschlossen)  mgeordnet  seien.  Es  gibt  alsdann  auf  dieser  Ebene 
Skis  eine  und  im  weseHäidm  iradb  nur  eim  poijfmorphe  Fmktìm  {  =  f{z\ 
tsMe  die  geeignet  tersehmUene  Ebene  auf  ein  Grenjdtreispolygon  der  8^ 
natur  (0,  4;  Ii,  l^,  l^,  l^)  derart  aitibiklet,  daß  die  vier  signierten  Funkie  die 
festen  Ecken  des  Polygons  liefern.  — 

BranBBekweigy  Juli  1904. 
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Beweis,  daß  jede  Menge  wohlgeordnet  werden  kann. 

(Am  einem  «n  Hem  ffilbert  geriditeten  Briefe.) 

Von 

£.  Zbbiolo  in  Qdttiagwn. 

. . .  Der  betnffe&de  Beweis  ist  aus  ÜnterhaltiiDgen  entsfandeo,  die  ich 
in  der  Torigen  Woche  mit  H«mi  Erhard  Schmidt  gefilhrt  habe,  und 
irt  folgender. 

1)  Es  sei  M  eise  beliebige  Moige  toa  der  Ifödhtiglmlt  tn,  deren 
Elemente  mit  m  beoeidhnet  werden  mögen,  JT  Ton  der  lUchtigkeit  m' 
eine  ihrer  Teilmengen,  welche  mindestens  ein  Elonent  m  enthalten  mnfi^ 
aber  ancfa  alle  Elemente  yon  M  umfassen  darf,  und  Jlf  —  M'  die  zu  If ' 
„komplementilrei^  Teilmenge.  Zw«  Teilmengen  gdten  ak  Tersehieden, 
wenn  eine  von  beiden  iigend  ein  Element  enthalt,  das  in  der  anderen 
nieht  Yorkommt.  Die  Menge  aller  Teilmengen  3/'  werde  mit  M  beseidmet 

2)  Jeder  Teilmouje  M'  denke  tnan  sich  ein  bdUòiges  Element  tn^'  g»- 
geordmtf  das  in  M'  sdbst  vorkommt  und  r/as  „au^^egachnete"  Element  von 
M'  genannt  werden  möge.  So  entsteht  eine  „Belegung^'  y  der  Mtnge  M 
mit  Elementen  der  Menge  3/  von  besonderor  Art.  Die  Anzahl  dieser 
Bel^pngen  y  ist  gleich  dem  Produkte  TTm'  erstreckt  fiber  alle  Teil- 
mengen M'  und  ist  daher  jedenfalls  TOn  0  Terschieden.  Im  folgendoi 
wird  nun  eine  beliebige  Belegung  y  zu  gründe  gelegt  und  aus  ihr  dne 
bestimmte  Wohlordnung  der  Elemente  von  3/  abgeleitet. 

3)  T)pftnitrnn.  Als  ,.y-Monge"  wordo  bozeicbnot  jede  wnhlgf ordnete 
Menge  aus  hinter  verscliiodonen  Elementen  von  M ,  welche  folgende 
Beschaffenheit  besitzt:  ist  a  ein  beliebiges  Klf  inent  vf)u  imd  A  der 
„zugehörige"  Abschnitt,  der  aus  den  vorang(  1;  im]i  n  Elementen  x-^.a  von 
Jfy  besteht,  so  ist  a  iiìtm»'?-  das  ,^u8gezeichnete"  Element  von  M  —  A. 

4)  Es  gibt  y-Men{i<'n  innerhalb  M.  So  ist  z.  B.  »Mj  .  das  ausgezeichnete 
Element  von  M'  •=  3/,  selbst  eine  y-Menge,  e))euso  die  (geordnete)  Menge 
ilfj=  (mjjW,),  wo      das  ausgezeichnete  Elenient  von  M—m^  ist. 

Ô)  Üind  und  M"  irgend  zwei  verschudau  y-Mmgen  (die  aber 
zu  derselben  ein  für  allemal  gewählten  Belegung  y  gehören!),  so  ist  immer 
eine  von  beiden  identiscii  mit  einem  Ahscimitte  der  amieren. 
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Es  sei  niimlieh  M^'  die  eine  der  beiden  \\ ()hlf;fordneten  Mengen,  welche 
auf  die  andere,  ,  oder  einen  ilirer  Abschnitte  jilinlieh  abbildbar  ist.  Dann 
müssen  je  zwei  bei  dieser  Vbbildung  einander  entsprechende  Elemento 
miieiiumder  idenÜBcli  s.u.  Denn  das  erste  Element  jedtr  y-Meuge  ist  »ij, 
da  (1er  zugehörige  Abschnitt  A  kein  Element  enthält,  also  M—A'^^M 
ist.  ^Vü^p  nun  m'  da«  erste  Element  von  M^,  welches  von  dem  ent- 
spreeheutien  i^lcment«  m"  verseli ieden  wäre,  so  müssten  die  zngehr>rigen 
Abschnitte  A'  und  ,1'  noch  niiteiniinder  identisch  sein,  mithin  auch  die 
Komplementärmengen  M  —  A  und  M  —  A"  und  al«  deren  ausgezeichnete 
Elemente  m  und  m"  selbst,  gegen  die  Annahme. 

6)  Folgeningm.  Haben  zwei  >-Mengen  ein  Element  a  gemeinsam,  so 
haben  sie  auch  den  Abschnitt  A  der  vorangehenden  Elemente  gemein. 
Haben  sie  Mwei  Elemente  a,  h  gemein,  so  ist  in  heidm  Mengen  ent- 
weder a  -<  i  oder  d  a. 

7)  Beseiclmeft  man  als  jy^^Elamenf'  jedes  Element  Toa  Jlf ,  das  in 
irgend  einer  ^Henge  Torkommi^  so  gilt  der  Satz:  Die  GesamSueU  Zy  aüer 
y-'EtemetUe  iäfii  stcft  so  ordtteiif  daß  sie  aeHat  eine  y-Men^  doirstdttf  und 
umfaßt  aU$  JElemmk  dar  ursprâtijUchen  Menge  Jf .  Die  letiteie  ist  damit 
sdbst  woUgeordnek 

I)  Sind  a,  b  zwei  beliebige  j^-Memente  und  M^'  und  My"  irgend 
swei  }r*Mengen,  denen  sie  angehören,  so  enthSlt  nach  5)  die  gröfiere  der 
beiden  y-Mengen  beide  Elemente  und  bestimmt  die  Ordnnngsbeziehnng 
a  •<  (  oder  6  o.  Diese  Ordnungsbeziehung  ist  sieh  6)  unabhingig  Ton 
der  Wahl  der  Terwendeten  y-Umgfi, 

U)  Sind  a,  h,  e  drei  beliebige  ^Elemente  nnd  a^h  und  ò << so 
ist  immer  a  •<  e.  Denn  jede  e  enthaltende  ^-Menge  enthalt  nadi  6) 
aneh  fr  nnd  mithin  a,  nnd  da  sie  einÜMifa  geordnet  ist,  sq  fi>]gt  in  ihr 
ans  a  -<  fr  nnd  fr  ^  6  in  der  Tat  a  -<  6.  Die  Menge  ist  also  einfadi 
geordnet 

III)  Ist  Ly  eine  beliebige  Teilmenge  von  und  a  eines  ihrer 
Elemente^  das  der  j^Menge  angehören  möge,  so  enthalt  M^  nach  6) 
alle  Elemente  -<a,  al  .so  auch  die  Teilmenge  L^",  welche  aus  L^'  durch 
Weglassimg  aller  auf  n  folgenden  Elemente  entsteht,  und  L^"  besitzt 
als  Teilmenge  der  wohlgeordneten  Menge  ein  ersH  Element,  das 
zogleich  erstes  Element  von  L^'  ist.  L^,  ist  also  auch  uohlgcordnct. 

IV)  Ist  a  ein  beliebiges  /^Element  und  A  die  Gesamtheit  aüer 
vorangehenden  Elemente  r  -<  n,  so  ist  A  nach  6)  der  zu  a  gehörige 
Abschnitt  in  jeder  Menge  M^,  welche  a  enthält,  und  a  ist  mithin  nach  3) 
das  ausgezeichnete  Element  von  M—A.  Also  ist      srlhst  mip  y -Menge. 

V)  Gäbe  es  ein  Element  von  M,  das  hrincr  ^'  Menge  angehörte,  ;i!^o 
Element  von  M  —  L^  wäre,  so  gäbe  es  auch  ein  ausgezeichnetes  Element  m^' 
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TOU  M  —  Lyt  und  die  geordnete  Menge  {L^,  m^),  in  der  jedes  y-Elemeni 
dem  Element  jm^'  Toruigingey  ware  nach  3)  selbst  eine  y-ìieagè.  Also 
wSre  auch  m^'  ein  ^-Element  gegen  die  Annahme,  und  es  ist  in  Wirk- 
lichkeit Ly    M,  also  M  selbst  eine  wohigeorâftete  Menge, 

Somit  entspricht  jeder  Bel^ping  y  eine  ganz  bestimmte  Wohlordnnng 
der  Menge  M,  wenn  auch  nicht  swâ  verschiedenen  Belegungen  immer 
verschiedene.  Jedeofslis  muß  es  mindesims  äne  solche  Wohlordnung  gehen, 
und  jede  Menge,  für  welche  die  Gesamtheit  der  Teilmengen  usw.  eiuen 
Sinn  hat,  darf  als  eine  wohlgeordnete,  ihre  Iföchtigkeit  als  ein  „Älef" 
betrachtet  werden.  So  folgt  also  fiür  jede  trsnsfinite  Mächtigkeit 

m  —  2m  —  s^iit  —  m*  usw., 
Ottd  je  zwei  Mengen  sind  miteinander  ^^vergleichbar",  d.  h.  es  ist  immer 
die  eine  ein-eindeutig  abbildbar  auf  die  andere  oder  einen  ihrer  Teile. 

Der  vorliegende  Beweis  beruht  auf  der  Yoraussetznng,  daB  Be- 
legungen Y  flberhaupt  existieren,  also  auf  dem  Prinsip,  dafi  es  auch  flHr 
eine  unendliche  Gesamtheit  von  Mengen  immer  Zuordnungen  gibt,  bei 
denen  jeder  Menge  eines  ihrer  Elemente  entspridit^  oder  formal  aus- 
gedrückt, dafl  das  Produkt  einer  unendlichen  Gesamtheit  von  Mmgeo, 
deren  jede  mindestens  ein  Element  enthält,  selbst  von  Null  versehieden 
ist.  Dieses  logische  Prinsip  Isßt  sich  zwar  nidkt  auf  ein  noch  ein&dieres 
surflcklähren,  wird  aber  in  der  mathematischen  Deduktion  fiberall  un- 
bedenklich angewendet.  So  kann  z.  B.  die  Âllgemeingûltigkeit  des  Sate^, 
daß  die  Ân7^hl  der  Teile,  in  die  eine  Menge  zerfäUt,  kleiner  oder  gWch 
ist  der  Anzahl  aller  ihrer  Elemente,  nicht  anders  bewiesen  werden,  als 
indem  man  sich  jedem  der  betrachteten  Teile  eines  seiner  Elemente  sn« 
geordnet  denkt. 

Die  Idee,  unter  Berufiing  auf  dieses  Prinzip  eine  beliebige  Belegung  y 
der  Wohlordnung  zu  gründe  zulegen,  rerdanke  ich  HermErhard  Schmidt; 
meine  Durohiiihrang  des  Beweises  beruht  dann  auf  der  Verschmelzung  der 
verschiedenen  möglichen  ,,^-Mengeu",  d.  h.  der  durch  das  Ordnnngsprinxip 
sich  ergebenden  wohlgeordneten  Abschnitte. 

Münden  i.  Hann.,  den  24.  September  1904. 
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Abzählungen  bezüglich  des  Strahls  im  w-dimensionalen  Baum. 

Von 

Max  Ca^pab  in  Tübingen. 

Das  Problem  der  Bestimmang  der  Anzahlen  eines  A-dimensionalen 

linearen  Raumes  [Ar]  in  einem  n-dinieusionalen  linearen  Ftindaxn^tal- 
ratun  wurde  zuerst  von  Herrn  Schubert  in  Angriff  genommen  in 
der  Abhandlung:  ^Die  w-dimensionalen  VerallgenioîneruîJgen  der  funda- 
mentalen Anzahlen  uns.  r.'s  Raums"  {Math.  Ann.  Bd.  26,  1886,  S.  26— öl). 
Einem  linearen  Raum  [k\  werden  die  Bedingungen  auferlegt,  andere  ge- 
gebene lineare  Räume  Ton  niederer  Dimension  in  einem  Punkte,  einer 
.  Geraden  usw.  zu  scbneiden  und  gleichzeitig  in  gegebenen  linearen  Räumen 
TOn  höherer  Dimension  enthalten  zu  sein.  Es  ist  die  Frage:  wieviele 
Räume  [/j  erfüllen  diese  Bedingungen,  wenn  die  Zahl  der  Konstanten, 
von  denen  der  [Ä*]  abhängt,  gleich  dor  Zahl  der  Gleichungen  ist,  denen 
die  Bedingungen  äquiralent  sind.  Nach  einer  Reihe  von  allgemeinen  Vor- 
nntor>^iichungen  stellt  Herr  Sehnhert  tMne  Formel  auf,  welche  die  Berech- 
nung sämtlicher  Anzahlen  des  Straiils  (A  —  1)  ermöglicht.  An  diese 
Arbeit  schließt  sich  einf  weitere* i  desselben  Verfassers  üü,  in  welcher 
ein  Ausdruck  für  die  Anzahlen  des  Strahls  abgeleitet  wird,  der  nur  die 
Konstanten  der  gegebenen  linearen  Käunie  enthält.  Von  Bedontuntr  ffir 
die  Theorie  ist  vor  alK-ui  der  sjmbülisciie  Kttlkül,  welchen  Heri-  Schnbert 
in  seiner  ersten  grundlegenden  Arbeit  einführt.  Derselbe  wurde  in  allen 
folgenden  Abhandlungen  über  tliosen  Gegenstand  beibehalten  und  hat  sich 
bewährt..  Die  angewandte  Ii'  n  i  if^methode  je<loch,  die  wesentlich  auf  geo- 
metrischer Anschauung  beruht,  macht  durchweg  Gebrauch  von  dem  Frin-ip 
der  Erhaltung  der  An-ald,  dessen  Anwendbarkeit  nicht  jedem  Zweifel  ent- 
rückt ist,  und  das  bezüglich  der  Grenzen  seiner  Gültigkeit  noch  immer  zur 
Diskussion  steht.  **J 

*)  „Beitrag  zur  Liuiengeometrie  in  n  Dimaorioiien.**    Hitt  der  Hambotger 

Math.  Ges.  Bd.  III,  lHy2,  S.  86—97. 

**)  Vgl.  die  Einwände  gegen  dan  Prinzip  von  Uerm  Kobn.    Archiv  der  Math, 
u.  Phya.  m,  Eeihe  IV,  S.  812  flF, 
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Dieser  Umstand  läßt  eine  rem  ätgebraisdie  Bdian^mg  des  ProtHms 
wünschenswert  ersfdieinen.  Eine  solche  soll  im  folgenden  ftr  den 
Strahl  (k  —  1)  Tersncht  werden. 

Nachdem  in  §  1  die  Frage  algebraisdi  formuliert  ist,  wird  in  §  2 
auf  Grund  gewisser  Bedehnngen  zwischen  den  Detmninanten  einer  Matrix, 
die  ans  gleidiartigen  Elementen  besteht,  eine  Formel  angestellt,  welche 
der  von  Herrn  Schubert  g^benen  vollständig  entspricht,  und  wie  diese 
<Iie  Bt  rochnung  sämtlicher  Anzahlen  des  Strahls  eimdi^cht.  g  3  bringt 
einige  Anwendungen  dieser  Formel.*) 

Meinen  yerehrten  Lehrer  Herrn  Professor  von  Brill,  welcher  mich  zur 
Behandlung  des  vorliegenden  Themas  TernnluSt  hat,  sei  herzlicher  Dank 
gesagt  Ittr  die  mannigfaltige  Ânregong  und  Förderang,  die  ich  von  seinw 
Seite  erfahren  durfte. 

§  1. 

Das  Scliubertsche  Symbol  (fi^,  a^)  bedeutet  die  Bedingung,  daß  ein 
Stralli  ganz  in  einem  beliebigen  ebenen  Raum  [a,J  liege,  und  eiiieu  ge- 
gebenen in  dem  [a^\  liegenden  [a^]  in  einem  Punkte  schneide.  Diese 
Bedingungen  lassen  sich  auf  folgende  Weise  algebraisch  formuli^n. 

Jeder  Strahl  des  Fundamentalraums  [n]  laßt  sieh  darstellen  durdi 
die  GleidiQi^n  in  homogenen  Koordinaten: 

(1)  l-x,  +  Xy,.  *  =  0,  l,...,n. 
Als  Unbekannte  selien  wir  die  Verhältnisse  der  x  und  die  der  y  an;  nur 
ist,  einer  VerschieVnuig  der  zwei  Ürun  Ipiiiikt^^  auf  der  Geraden  entsprechend, 
noch  ein  j-,  und  ein  (J^  =^  l)  wiUkiirlieh  annehmbar,  so  daß  die  Zahl 
der  Unbekannten  2n  —  2  ist.  Der  Raum  \n^~\,  in  welchem  der  Strahl 
liegen  soll,  sei  gegeben  durch  die  n  -  Gleichungen: 

(2)  ^«  ^        +  «(-)ç^  -,.  «(0|,  +  . . .  4.        «  0 

«  =  1,2,  •••,«-ai. 

Der  Raum  [ct^],  der  ganz  in  dem  Raum  [o^J  enthalten  ist,  sei  gegeben 
durch  die    —  00  Gleichungen: 

(3)  +  «JOIj  +  «PI,  +  . . .  +  «(i)^, 

Z-1,2,.. ,11-00. 

Substituiert  man  die  Werte  (1)  in  (2),  d.  h.  bringt  man  den  Strahl  som 
Schnitt  mit  dem  [O]],  so  erUQt  man: 

(4j  ^W  +  A^o.O,  »  =  1,2,. 

•)  Der  al!j7©meine  Fall  ist  oret  in  neuester  Zeit  dtirch  Arbeiten  von 

Herrn  Giambelli  zu.  einem  gewisnea  Abachluß  gebracht  worden.  Siehe  besonder»  die 
Abhaadlung  „Riaolozione  del  problema  degli  spasi  leeanti'*  Aooad.  R.  delle  Scienze 
di  Torino»  8.  n.  Tom.  LU.  1902.  p.  171  ff. 
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WO  Ajl^  und  Äjp  die  in  den  Yariabelii  x  hessw.  y  geseliriebenen  Formen 
^(0  bedeuten. 

Die  Grleiefanngen  (4)  mttseen  för  jedes  A  befriedigt  werden,  da  der 
Strahl  ganz  in  dem  [oi]  liegen  soll;  es  mnfi  also  s^: 

Brin^;t  man  ebenso  deu  Ötraiü  mit  dem  Kaum  [aj  zum  Sclimtt,  so  er- 
hält man: 

Die  Elimination  von  X  aus  diesen  n  —  Gleichongen  ergibt  das  Ver- 
schwinden Muntüeher  Determinanten  der  Matrix  ans  deu  und  A^,  was 
wir  durch 

(7)  '    '         '      '  -  0 


bezeichnen  wollen.  Wegen  (ô)  kann  man  an  Stelle  dieses  Gleiebuugs- 
systrans  du  folgende  setcen: 

Diese  Matrix  besitzt  nur  a^  —  a^  Vertikalreihai. 

Die  3ckîU>ertsdie  Beâingimg  (a^^  Ui  also  anggedrwM  durdt  die  Gki' 
ehunffttg^eme  (5)  md  (8). 

Zur  Abkürzung  werde  folgende  Beoeiehnnng  eingeführt:  Es  bezeichne 
eine  Zahl  ^  in  runden  Klammem  (ç)  das  Verschwinden  der  Determinanten 
einer  Ibtrix  Ton  2  Horizontalreihen  und  q  Vertilnlreihen.  Die  Ele- 
mente der  ersten  Horizontalreihe  seien  lineare,  homogene  Formen  der 
{(«(»""O^l,  ••,»);  die  Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe  seien  dieselben 
Formen  geschrieben  in         =»0, 1,  •••,«). 

An  Stelle  der  verschwindenden  Matrix  (S)*)  tritt  daher  das  Symbol 

K  -  «o)- 

Das  Symbol  (  1  )  bezeichnet  infolgedessen  ein  Paar  linearer  Gleichungen 
mit  deuselbeu  Koel'lizieuten^  von  welchen  die  eine  in  x,  die  andere  in  ff 
geschrieben  ist. 

Dus  gleichzeitige  Verseliwinden  der  Determinanten  von  /i  Matrices, 
von  welchen  jede  ç  Vertikalreihen  besitzt,  werde  mit  {çy  bezeichnet. 
Danach  tritt  an  Stelle  der  Gleichungen  (5)  das  ein&ehe  Symbcd 

*)  Wir,  sagen  „eine  Iblox  TerMhwindet^',  wann  alle  ihre  Detenninaiiten  gleich 
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Mit  [((fi)  (Pi)  •  •  •  {Qr)\  werde  die  Zaìil  dor  genirinscliaftliclieii  Lösungen 
der  Gleichungen,  die  aus  dem  Vorschwindcn  von  r  Matrices  von  ff  =  1, 2,---,  r) 
Vertikalreihcn  cntstohcn,  bezeichnet^  wobei  eventuell  eine  Anaahl  der  VariÄ- 
beln  als  konstant  anzusehen  ist. 

Die  Zahl  der  gemeimchafiUchen  Disiinym  (kr  Gìerchnif/ssysteme  (5) 
und  (8)  ist  denunrfolffe  dargestellt  durcii  den  symbolischen  Ausdruck 

Die  Zahl  der  Gleiebungen,  welchen  die  Systeme  in  der  eekigen 
Klammer  iqnival^t  sind,  ist 

2n  —  2aQ  +     --  ct^  •—  1  =  2»  —  «o  —     —  1 . 

Herr  Schubert  nennt  diese  Zahl  die  Dimension''  der  Bedingung  (a^,  a^). 

Das  Produkt  zweier  oder  mehrerer  Schubertscher  Symbole  (Qq,  a^) 
iWf  K)  '  ■  '  ^esagt^j  <iaß  der  Strahl  alle  Bedingungen  einzeln  erfüllen  soll. 
In  unserer  algebraischen  Formulierung  ist  die  Zahl  der  Straìilen.  welche 
die  zusammengesetzte  Bedingung  (rt^,  o^)  (0^,  erfüllen,  repräsentiert 
durch  den  symbolischen  Ausdruck: 

Man  sieht:  dem  geometrischen  Problem  der  Bestimmung  der  Anzahlen 
des  Stn^s  im  n-dimensionalen  Raum  entspricht  in  algebraischer  Behuid* 

hug  das  folgende: 

Man  soll  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Losungen  der  Gleichungen 
bestimmen^  die  aus  dem  Verschwinden  von  beliebig  vielen,  etwa  r  Matrices 
von  zwei  Horizontalreihen  und  beliebig  vielen  Yertikalreihen  entsteh«!; 
die  £lemente  der  ersten  Horizontalreihe  jeder  Matrix  sind  lineare  Formen 
der  n-\-  \  homogenen  Variabein  x,  die  der  zweiten  Horizontalreihe  die- 
selben Formen  geschrieben  in  den  n  +  1  homogenen  Variabein  y;  d.  h.  in 
unserer  Formolierung:  gesucht  ist  die  Zahl 

[(!/(».)(»»)•••(»,)]• 
Die  Zahl  der  Gleichmigeii,  der  die  ^rst^e  in  diesem  Ausdruck  aquiTslent 
sind,  muß  gleidi  der  Zahl  der  Unbekannten  sdn: 

Es  sei  bemerkt,  daß  die  Üliersetzung  der  algebraischen  Symbole  in 
Schubertsche  Symbole  nicht  eindeutig  ist,  während  dies  umgekehrt  zutntft. 
Es  entspricht  nämlich  dem  algebraischen  Symbol 

(^)  m'(v^)(Q,)"-(9M 

in  welchem  die  Elemente  der  Matrices  Formen  Ton  n  -f  1  homogenen 
Variabein  sind,  folgendes  Schubertâche  Symbol  im  Raum 

(10)  (0|  -  <H>  <H)  («I  -  ft>  ««)  *  ■  ■  (»r  -  Qtf  «r)» 


Digitized  by  Google 


AbzähluQgen  bezägUcb  des  Strahl«  im  n  diineiwionalen  Kaum.  521 

wenn  ii|  und  die  a  die  Begehungen  erfüllen: 

(r  —  1) "i-  w  —  /t  =  27a j    n^  >n  —  ii; 

Denn  fibertrSgt  man  dieses  Schnbertoche  Sjmbol  in  algehnüsche 
Formulienm^  so  erhält  man: 

[(!)'--'•(*.)(».)•••(»,)] 
oder  wegen  der  Torstehenden  Gleichung: 

(11)  (p;)]. 

Hierin  sind  jedoch  die  Elemente  der  Matrices  lineare  Formen  von      -i-  1 
Vuriaholn.   Ist  nun  w,  >  «,  so  kiimi  man  mit  Hilfe  von     —  n  der  «  —  «  + 
Paure  linearer  Gleichuiifjrn  n  Variable  x  und  die  entsprechenden 

«,  —  n  Variabein  ij  eliminieren,  und  gelangt  8o  7ai  (9).  1st  <  n,  so 
gelangt  man  von  (9)  nach  (11),  indem  man  in  t/J)  mittels  n  —  w,  der 
fi  Paare  linearer  Gleichungen  n  —  «,  A  ariable  x  und  if  eliminiert.  Die 
Ziiht  (9)  gibt  also  die  Zalil  der  Strahlen  an,  welche  den  Bedingungen  {10) 
genügen. 

§  2. 

Zur  weiteren  Behandlung  des  Problems  bedarf  es  einer  Fonnd, 
welche  Herr  Brill*)  au^estellt  hai   Bezeiolmet  man  mit 

(12. ..ff), 

die  Matrix 

"  «II  «II  •  •  • 


in  welcher  die  a  aUgeaneine  ganze  Funktionen  too.  hinlSnglidi  Tielen 
Yanabeln  sind,  und  mit 

f{12..-j),l 

die  Zahl  der  Lösungen,  die  dem  Verseh winden  der  Determinanten  der 
Matrix  entsprechen,  so  hat  mau  die  Beziehung: 

(12)    [(12- -.51,1  =  [(12.  -g-l),(^-l//\T-  f(12---^ - 2)^^7-1^1 
d.  h.  die  Zahl  der  Lüsiinix^n.  die  das  Verschwinden  aller  Dctcrniiiuuitcu 
der  gegebenen  Matrix  eiit)iiilt,  iat  gleich  der  Zahl  der  gemeiuschat'tUcheu 
Lösungen  folgender  Gleichungssjsteme: 


0; 


^0 


•)  In  seiner  Abhandlung:  „Ober  Kliminatiun  am  einem  gewiagen  System  von 
Qleiciiungen"  Math.  Ânn.  Ud.  5,  1872,  S.  380;  vgl.  die  Abhandlung  desselben  Yer- 
fkasero:  „Über  algebraische  Korrespondenzen"  Mailu  Ann.  Bd.  36,  1890,  S.  881  ff. 
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yenniiideii  um  die  Zahl  der  Lösungen  der  Oleiehnngseysteme: 

1,  «12  •     •  «1/-«  ft  »1,-1 

An  Stelle  ilieser  Formel,  dereu  Beweis  a.  a  0.  streng  erbracht  wird, 
läßt  sieh  die  etwas  allgemeinere  setzen: 

(13)    L(i2  '  fl),]-[(12  -  i>),(i^  •.S),J-[(12- 

iro  1     i»  <  q  sein  mnfi. 

Macht  man  nun  hezflglîch  der  Elemente  der  Matrices  di»«  Voraus- 
setzungen Yon  §  1  und  fiihrt  die  dort  angewandte  Bezeichnung  ein,  so 
tritt  au  Stelle  der  Formel  (13)  die  folgende: 

(H)         Iis)]  -  1(P)  (tf  -P  + 1)]  -  Up  - 1)  («  -  P)  (1)], 

wo  eben&llB  1  < <  g  istj  für  p  »  2  oder  p  *  9  —  1  erliiSlt  mau 

(14a)  [(«)]  -  [(2)  {q  -  1)]  -  [(g - 2) (1)], 

welche  Fomel  der  Gleiditing  (12)  entspricht;  für  </  —  3  eiliim  min 

(14b)  f(3)l»[(2j(2;]-[(l)l. 

Der  Umstand,  daß  in  dem  Ausdruck  \(\'2  •  •  ■  2*)  i  p  -  •  •  >J)^  auf  der 
rechten  Seite  von  Formel  (13)  die  beiden  Matrices  eine  gleiclie  Vertikal- 
reihe besitzen,  übt  auf  die  Stufe*)  utuI  die  Ordnung  des  durch  diese 
Qleichntiiîssvsteme  repräsentierten  algebraischen  Gebildes  keinen  EiuÜiili 
BUS,  (laß  die  Tereinfachtc  Bezeichnung  in  Formel  (14)  ihre  volle 
Gültigkeit  behält. 

Die  Formel  (14 1  wird  nun  zur  llerleitung  eines  Au  ilnuks  für  die 
Zahl  [(ç^)  (ps)],  wo  Q^  >  sei,  in  folgender  Weise  angewandt.  Es  be- 
stehen dieser  Formel  gemäß  folgende  Gleichungen: 

I  '  P,  +  P,  -  Ij  I  =  [(9,)  (q,)]  -  L(  1)  (P,  -  1  )  (Qt  -  DJ, 
L(l;  {Qx  +  4».  -  3)]  -  [(1)  (9,  -Ì)i9t-  l)]  -  [(1   IPi  -  2j  (p,  -  2)], 

[(IV- +  P5  - 2 / -I- 1  )]  -[(!)'-•  (9,  -  i  f  1)  (p,-  / 4- 1  )1  - [(  1  y i'Pi  -  '  )  '  Ps-  i  ^1, 

_[(l>-*fp,-P,  +  3)J  =  [(l)o.-«((,,-p,  +  2)(2)J-[(l)e«-»<>,-p,  +  l)]. 

*}  Ë8  sei  bei  dieser  Gtilegeubeit  auf  ileti  Unteracbied  hingewiesen,  welcher 
zwiscben  dem  Kroneckcrschcn  Begriff  der  „Stufe"'  und  dem  von  Henn  Schubert  in 
die  abidUilende  Geometrie  eingeftthrten  besteht.  In  der  im  Crdleeeben  Journel  Bd.  M 
fthgedracktea  Featschrift  von  Kronocker  wird  in  §  10  dmeh  die  Zahl  der  Oleichangen, 

denen  eine  TtM'res()lvf;nte  pÎih'h  alj;el)raÌH<'ìieii  Gleichlingssystems  äquivalent  ist,  die 
„btule"  des*  tiurcb  diese  Teilresolvente  reprilseutierton  altrt'l'iuischen  Gebildes  definiert. 
00  d&ß  eine  Üesulvente  k*'"  Stufe  eixte  (n  -  -  k)  fache  Miuimglaltigkeit  darstellt,  iu  der 
»biUilttid«!  Geometrie  beeitst  ein  Gebflde  Jk^  Stoib  eine  jk'fMhe  Maimigfalügkeii 
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Addiert  nun  diese     —  1  Gleiebungen,  so  ergibt  sieh: 

+  •  •  ■  +  [(1)  ((»I  +  ft  ~  3)  j  +  L(p,  4-  ft  - 1)] . 
Fflgt  man  noeh  jedem  Glied  den  Faktor  (ly  hinzu,  so  erhilt  man  èie 

(1^)  L(i)"  ìqx)  (ft)l = [(ly ^f'-^p,      1)1  +  [(ir -^«^-'((»i-ft+3)j 

+  •  •  •  +  Ulj"  ^  '  iPi  ^Qt-  3)]  +  [(1  f  o,  -f  -  1  j]. 
Diese  Formel  liefert  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Losniitîoti  nller 
Gleicliuiit;«'!! ,  filo  durcli  das  «simultane  Verschwinden  von  zwei  Matrices 
entstehen,  austredrückt  durcli  die  Zahl  der  treni  ehi  «<  Ii  nftliehen  Lösungen 
der  Gleichungen,  die  dem  Verschwinden  von  nur  miu  r  Matrix  entsprechen. 
Die  Zahl  der  Gleichungen,  welchen  die  in  den  einzelnen  Gliedern  auf- 
tretenden Syst^e  äquivalent  sind,  ist 

2^  -f  P,  +  (>,  -  2. 

Die  Formd  (15)  entspricht  GUt  d  für  Glied  der  Haupiforrurl ,  welche 
Herr  ScJmbert  zur  Bercx-hmimg  der  Amahlm  des  ^raMs  atrfskiU.*}  Die- 
selbe lautet  nämlich  f&r     —o^  >  — 

(a,,  Ol)  (6„  6i)  -  (oj+ftj— ii,6,+ai-n-|-l)  +  «-l,^+ai-«+2) 

+  (ao+6i-«-.2A+«»-«  +  3)  +  -*-  +  («tt+&o~»+l,Oi  +  fti-«). 
Gibt  man  dieser  Formel  die  algebraische  Form  nach  der  in  §  1  ange- 
gebenen Weise,  so  erhält  man  Formel  (15),  wenn  man  seiet: 

Oi-Oo=-Pi;    ^  — ^o  =  Pa;    2n-ai— 6, 
Tst  ein  Ausdnick  [(1)'' (Pi)  (pî)  •  •  •  (pr)]  zur  Bereehnnng  vorgelegt,  so 
läßt  sich  ein  solcher  durch  wiederholte  Anwendung  von  Formel  (l^i  dar- 
stellen durch  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Lösungen,  die  dem  Ver- 
schwinden von  nur  einer  Matrix  entsprechen. 

Die  Formel  (15Ì  wurde  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung  Pi  >  p^; 
die  Zahl  der  Vertikalreihen  der  in  den  einzelnen  Gliedern  auf  der  rechten 
Seite  auftretenden  Matrices  ist  daher  durchweg  ^>  1 .  Ist  ç^  =  pj,  so 
geht  das  erste  Glied  [(l)'''*"^'"H9i~"ft  + 1)]  rechten  Seite,  dessen 

Matrix  die  kleinste  Zt^  von  Yertikalreihen  besitat^  mit  Rfieksicht  auf 
die  Gleichung  (14  b)  über  in  [(l>"+^'~^].  Es  gilt  daher  bei  Anwendung 
der  Formel  (lö)  folgende  RegeL   Es  ist  za  setsoi: 

.Jg.  I  m       =  0         filr  6<1, 

^  ^  \  \(ìy(0)]^[(ìy]  för  6  =  \. 

Eine  weitere  Beziehung,  die  zwischen  v  und  0  erfüllt  sein  muß,  damit 
in  seiner  Abhandlang  Math.  Ann.  Bd.  26,  S.  40. 
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die  Zahl  [(l)'  (tf)]  nicht  0  wird,  erhält  man  dnreb  folgende  Oberlegiuig: 
Das  Symbol  [(l)**  (<;)]  gibt  die  Zahl  der  Strahlen  an,  wdohe  ganz  in  einem 
Baume  [n  —  v]  liegen  und  einen  Baum  [»  —  v  —  tf]  in  einem  Punkte 
treffen.  Damit  das  Problem  einen  Sinn  hat^  mufi  also  sein  »  — v— tf>0. 
In  algebraischer  Ansdraeksweise  ist  su  sagen:  Die  v  -f  ir  Gleichungen 

welche  den  Raum  [fi  —  v  —  <y]  darstellen,  haben  bei  beliebigen  Koef- 
fizientfii  «  keine  Lösung  (außer  |<  =  Oj  i  «■  0, 1,  •  •  -,  n),  wenn  6>n 
ist.   Man  kann  daher  folgende  Regel  ausbrechen:  es  ist 

(17)  [WWl-O,  ^v  +  6>n. 

Wenn  nun  in  dem  Ausdruck  [(1 K' (  Pi)  ((>j)  •  •  •  (p^)]  die  Zahl  der 
äquivalenten  Qleichungcu  gleich  ist  der  Zahl  der  Unbekannten,  d.  h.  wenn 

isti  80  gelangt  man  durch  fortgesetzte  Anweiulung  der  Formel  (15)  auf 
einen  linearen  Ausdruck  für  [(1/  (p^J  •  •  •  (ffrììf  welcher  Glieder  enthält 
Ton  à&c  Form: 

[(l)^^+m(2«-2;t-2w-l)]. 

Nach  den  Regeln  (16)  und  (17)  aber  sind  0  su  setzen  diejenigen 
Glieder,  für  welche 

2«  — 2m  — 2ft-l<l 

oder 

«  — f*  —  1  <« 

und 

^  +  m  + 2» -'2fi  —  2m  —  l>ii 

oder 

M  —  I«  —  1  > 

ist^  d.  h.  es  bleibt  allein  tlbrig  das  Glied,  für  welches 

»  — — 1  i—m 

isl^  also  das  Glied 

Die  Zahl  der  Lösungen  der  in  diesem  Symbol  enthaltenen  2fi— 2  line- 
aren Gleichung^  ist  aber  1.  Daher  i$t  die  Zahl  [(ly*  {ç^)  (p,)  •  •  •  (p^)] 
p2ete&  dem  Koeffmenäen  dieses  Gliedes. 

Mit  Hilfe  der  Formel  (17)  läßt  sich  auch  sofort  entscheiden,  ob  ein 
Produkt  TOn  r  Bedingungen  in  der  Sehubertsehen  Sdureibweise 

(öl,  M  («I»      •  •  •  («r* 

Überhaupt  von  einem  Strahl  erfüllt  werden  kann.  In  algehraischer  Formn- 
liemng  stellt  sich  dieses  Bedingungsprodukt  dar  durch  den  Ausdruck; 

[(l)"-«(i.-«.j...(6,-aj]. 
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Da  aber  nach  jener  Formel  keine  Ldeung  existiert,  wenn  die  Summe 
des  Exponenten  Ton  (1)  and  irgend  einer  Differenz  ~  größer  wird 
tl»  n,  so  kann  man  bezüglich  der  Sohnbertechen  Symbolik  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Die  eusammengesetete  Beiìinytuiy 

ist  nur  erfüllbar^  neun 
id. 

§  3. 

Mit  Hilfe  der  Formel  (15)  läßt  ^^i(■h  eiu  Ausdruck  herstellen  für  die 
Zahl  [{2)'].    Mau  erhält  der  Heihe  nach: 

[(2)T-[(3)1  +  [(1)], 

[(2)T-tW]  +  2l(l)(2)], 

mi  -  [(5)]  +  3[(1)(:3)J  +  2[(1)«]  usw. 

Durch  fi  en  Schluß  von  i  auf  i  +  1  soU  nun  die  Richtigkeit  folgender 
Formel  hewieaeu  werden: 

(18)    Kßy]  -  Bif^[(i+  1)]  +  J5/')  [(1)  (/  -  1)1  H-  5/')  [(1)«  (i  -  3)]  +  . . 

. .  +  i;^<-»- 1) [(1     1  (,•  _  Um  +  3)]  +  i?/'»)  [(1  /"  (J -  2i»  +  1)]  +  •  •  • 

wo 

Die  Reibe  ist  fortansetseni  solange  es  die  bei  Anwendung  der  Formel  (15) 
geltende  Regel  (16)  gestattet 

Fttgt  man  nämlich  jedem  Glied  den  Faktor  (2)  hinzu  und  wendet 
dann  auf  jedes  Glied  der  rechten  Seite  die  Formel  (15)  an,  so  erbilt  man: 

L(2)'>^J  -  -B/<>^[(t+2)]  +  {^/»)+i^/')jL(l)(0J  + 

• .  +  +        [(!)'»(» -2«» +  2)]  +  • 

-  c7?,[f +2)] + ciumyi + - +Q«[(ir(<-2«+2)] 

Es  ist  nun 

Die  für  [(2)"*"*]  gefundene  Formel  geht  also  auB  Formel  (18)  hervor, 
indem  man  in  dieser  i  -{■  Ì  statt  t  setzt. 
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1st  I  ->  2n  —  2|  d.  h.  ût  die  Zahl  der  Bedingangsgleichungen  gleich 
der  Konsiuiteiusahl  des  StrabU,  so  ist  das  sil^meîne  Glied  snf  der  reckten 
Seite  der  Formel 

Die  Aiiwrndnniî  dor  Regeln  (lö)  und  (17)  :nit  den  Klanimeraiisdruek  er- 
gibt, daß  alle  Glieder  0  zu  setzen  sind,  mit  Ausnahme  des  Gliedes,  für 
welches 

I»  =  »—  1 

isi   Es  ist  daher: 

(19)  1(2)«.-«]  -  iji^     mr-'i  -  . 

Um  die  Ziilil  [(  lV(2y(p)]  zu  berechnen,  wo  ebenfalls  die  Zulil  lier 
zu  erfflllenden  Bedingungsgleichungen  gleich  der  Konatantenzahl  des 
Strahle,  also 

(20)  2/l-f  i-f  p-l  =  2n-2 

Hfl,  füge  man  jedem  Glied  der  Formel  (18)  den  Faktor  (l/C^)  hinjsu. 
Das  aUgemeine  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  dann 

'('i')Lar^'((.K'-:J«+i)]. 

Wendet  man  die  Formel  (17)  auf  den  Elammerausdruek  an,  so  erpbt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (20),  daß  alle  Glieder  gleidi  0  zu  setaen  sind,  aas- 
genommen das  Glied,  fQr  welches 

«  —  i  +  i  —  »+1 

isi   £s  ist  daher 

wom  —  jl+i^ii  +  l  ist.  Nach  Formel  (15)  ist  aber 

l(iyi-n^t^i^2n-2X  -  /-  1  /J  =  [{l)"-']  -  1, 
so  dafi  man  erhält: 

w     [a)H2y(p)i-^-^-^Cr)  =  C.V(;-y 

Setast  man  X  ^  0,  i  ^2n  —  2,  so  kommt  man  wieder  auf  Formel  (19^ 
welche  ein  Spezialfall  Ton  (21)  ist. 
Die  Gleichung 

K2)--]-,v:-.a-;) 
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gestattet  eine  doppdte  geoinetrisciw  InUrprctatian.  Die  2  »  — 2  Gleichungen, 
welclie  das  Symbol  [(2)^*"^  enthält,  seien: 

.  t— 1,2,-. -,2»— 2. 
Auf  diese  Gleiehmigeii  kommt  man,  sowohl  venn  man  den  Strahl 

l*  =  ^*  +  ^y*  (fe-o,i,-.,w) 

die  2n  —  2  gegebenen  Baume  [n  —  2J 

schneiden  läßt,  als  auch  wenn  man  dem  Räume  [n  —  2] 

die  Bedingung  auferlegt^  die  2m  —  2  gegebenen  Strahlen 

fc-Ä^W  +  ^ftW   (»-0,1,... 2,    ,2« -2) 

an  schneiden,  so  daß  der  Sate  gilt:  Die  Z^l  der  Strahlen,  welche 
2n  —  2  gegebene  Bäume  [n  —  2]  je  in  einem  Punlcte  trefibn,  ist  gleich 
der  Zahl  Ton  BSmnen  [n  —  2],  welche  2»  —  2  gegebene  Geraden  je  in 

einem  Punkte  selineidoji.  Beide  Zahlen  sind  >  -  ^  T^"  /V  Es  tritt  hier 
das  Prinzip  <I*M-  !  ).i;ilitilt  auf. 

Pif  Anzahl  1  lint  a.  a.  0.  §  ")  Wreita  Herr  Schubert  berechnet. 
Sie  bedeutet  bei  ihm  die  Zalil  der  Strahieii,  welche  die  zusammengesetzte 
Bedingung  —  2,  +  ^(a,  a)  erfüllen.  Die  von  Herrn  Schubert  an- 
gegebene Zshl  ^     geht  in  die  in  Fomel  (21)  angegebene  über, 

wenn  man  X^n  —  a\  i  —  «  +       1  setet 

Da  die  Formel  (15)  Glied  für  Glied  der  ^nptr^l  yon  Herrn 
Schubert  entspricht,  so  lassen  sich  mit  ihrer  Hilfe  alle  Resultate  hex- 

leiten,  welche  Herr  Schubert  mit  seiner  Hauptregel  gewonnen  hat,  namenl^ 
lieh  auch  die  explizite  Formel,  welche  in  der  A1)handlung:  „Beitrag  zur 
Liniengeometrie  in  n  Dimensionen"  (Mitt.  der  Hamb.  Math.  Ges.  Bd.  Hl 
1892)  für  die  Anzahlen  des  Strahls  im  n-dimensionalen  Kaum  be- 
rechnet wird. 

Die  für  das  Symbol  [(2)»—*]  berechnete  ZaU  ^-^^  («"JT/) 
auch  bei  einem  iiiiMm(mk9^Öiie^^       Problem  auf*)   Sie  gibt  niunlieh 

*■.  Siph*»  P.  Hilbert,  „Über  Bfìgchel  von  biliären  Formen  mit  TOrgeachriebener 
Fouktiunaldeterminante''.   Matli.  Ann.  Bd.  33,  läHd,  8.  229  ff. 


Digitized  by  Google 


528    Max  Ca8pau.  Abmbluugeu  l>eziiglich  des  Strahls  im  ti-diui6nt$ii»ualtm  Raum. 

die  Zahl  der  InTolutionen  nf"  Ordnung  mit  2«  ~-  2  gegebenen  Doppel- 
elementen oder  die  Zahl  der  Büschel  Ton  binSien  Fonnen  n*^  Ordnung 
mit  Torgeschriebener  Funkiionaideterininanie  ati.  Um  die  Übereinstim- 
mung in  dem  algebi-ui sehen  Charakter  der  beiden  Probleme  zu  erkennen, 
betrachte  man  z.  B.  die  Gleichungen,  welche  fOr  »«4  in  dem  Sjmbol  [(2/J 
enthalten  sind.  Sieht  man  in  denselben  statt  'der  x  nnd  y  die  Determi- 
nanten der  Matrix 

als  ünbelumite  an,  so  erhält  man  ein  Oleiehungssystem  von  dersdben 
Art,  wie  es  in  der  Arbeit*)  von  Herrn  Brill  auftritt,  wo  eben  jenes 
inTariantentheoretische  Problem  fQr  »  — 4  algebraisch  behandelt  wird.**} 

Tübingen,  Mars  1904. 

*)  „Uber  biuìLre  Formen  und  die  (ileichung  6.  Grades''.   Math.  Ann.  Bd.  SO, 
1882,  s.  aso  ff. 

**)  BbenM  tritt  bei  dar  AnsaUbeeÜmmiiJig  [{Ï)*]  »»6  der  algebraiiehe  Zaisaunea- 

lian^'  /wis<'}ieu  zwei  Resultaten  klar  sa  Tage,  von  denen  in  einer  Notiz  im  26.  Bd. 
der  Math.  Ami.  188tî  S.  151  15G  Herr  Fr.  Meyer  („fher  dit-  L«lHptischò  Kurve  .'">.  Ord. 
dt's  KauDJB  von  4  I )imt'n»ioiiPii")  spricht;  es  handelt  nicb  um  eine  Kurve,  welche  fünf 
HyperÜticheu  2.  üid.  im  4  -  dimensionalcn  Kuum  gemeinsam  habeu.  Die  (Ji-dnuiig 
dieser  Eur?e  ist  gleich  dtt  Zahl  der  InTolntionen  4.  Ordnung  mit  gemeinsamen  Doppd- 
elementen,  nftmlich  gldch  ft. 
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029 


Sur  les  fonctLons  cylindriques. 

(Bztnit  dVm  Lefclm  admée  à  H.  Hteb  Niefawn,  à  Copenhague.) 

Par 

K.  SoMiN,  à  St.  Pétersbourg. 


L'étade  de  Votre  excellent  onvrage*)  m'a  inspiré  quelques  coai- 
flidéntioiis  sur  les  intégnlee  définies  contenant  les  fonctions  cylindriques 
que  jfì  Tai«;  soumettre  dans  ce  qui  suit  à  Votre  approbation. 

1.  Dans  mes  liecherches  sur  les  fmwiiom  cyïitulriques**)  que  Vous 
avez  eu  la  bonté  de  eiter  plnsienn  fois  dons  Votre  Livre  ^  j'ai  dédoit 
la  formule 

(1)      J-^''^\aq)  -  — --^  J"X<ix)^^\a»-x*ydx,^) 
que  Vous  employez  an  §  102  poor  la  sommation  de  la  série 

m  mec 

J  ai  trouvé  cette  formule  en  partant  de  l'expreraîon  de  J'*(x)  par 
l'inténale  définie 

—m 

Maintenant  je  pose  la  question:  qu'est  ce  qu'on  peut  conclure  par 
tappori  à  la  fonetkm  F^{x)  de  deux  variables  x,  m,  luisqu  on  sait 
qu'elle  saûsfiût  à  l'équation  analogue  à  (1),  c'est4rdtre  lorsqu'on  a 

*)  Handbneh  der  Theene  der  Zylinderfimktioneii. 
•*)  Math.  Ann.  XVI,  86. 

••*)  C«tt«  formule  est  dddnite  pluflieurs  foi»  dau»  Votre  ouvrag«;,  a  savoir: 
formule  («;  §  68;  uu  cas  particulier  formule  (2)  §  68,  où  n  =  — m  — 1;  formule  (8) 

§  89,  on  par  mégarde  Voua  avez  écrit  (cobç))""*  au  lien  de  (cosy)"***. 

84 
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(3) 


On  voit  tout  cl  ubord  que  lorsqu'on  connaît  une  fonction  qui  satisfait  à 
cette  égalité,  on  peut  eu  former  une  iflünitc  d'autres  qui  out  la  même 
propriété.  Il  suffit  en  effet  de  substituer  qt  a,n  lieu  de  q  dans  l'égalité 
(3)  et  de  la  multiplier  par 

pour  Toir  qQ6  les  fonctiioiit 


ont  la  même  propriété  (8),  on  6{t)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  t 
et  la  sommation  s'ét«nd  aux  valeurs  [nelconques  de  t,  pourvu  que  les 
expressions  ci-dessus  soiêTit  ronvergt'utes. 

2.  Jp  vais  maintenant  i  ir  terminer  la  plus  simple  solution  de  l'équation 
(3)  qui  se  réduit  à  une  puissance  avec  un  coefìicieut    Posant  donc 

BOUS  among  de  l'équation  (d) 

a 

d  ou  Ü  suit  immédiatement 

ç>(i»  +  w  +  U     9^^)  "1-  »  +  1, 

on 

(p{iH  ■\-n-{-ï)  ~  —  9(1»)  —nt'^etmaLf 

de  sorte  que 

9(1»)  —  11»  +  2it, 

h  étant  nne  eonatante. 

Pour  oetbe  expreasion  de  9  (m)  l'égalité  précédente  donne 

Ponr  la  conrergence  de  l'integrale  il  fiint  et  il  suffit  d'admettre 

m-fÄ;  +  l>0,  n>-l 
et  alors  l'égalité  devient 

d'où  l'on  obtient 
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£n  désignant  la  constante  par  û{k),  ou  aura  donc 

Ou  conclat  de  là  que  la  propriété  (3)  appartient  aux  fonctions 

OÙ  Ift  somme  s'étend  aux  Taleort  qaeloonqaeB  de  k>  —  m  —  1. 

(—ïf 

Posant  k  =  1  -\-  s,  6{kj  ~  ^*^+^*x^p^  )'  particulier 

(4)    F'^{^)  -  \j)     ^  n(i>+*)n(«i+ï+«)» 

Pour  j  »  Oy  p  »  0  cette  fonction  devient  J^{q^\  pour  p  —  y»  '    T  ^ 

obtient  Ia  fonction  que  Vone  ayez  cosidérëe  au  §  18  (p.  54)  et  désignée 
Z^{x):  Votre  formule  (G)  au  §  32  (p.  95)  n*est  donc  qu'un  cas  particulier 
de  la  formule  générale  (3)  applicable  à  cette  fonction;  «ifiu  pour 

la  fonction  (4)  ne  différera  que  par  un  facteur  cos  ^  (ç  —  v)  de  la  fonction 
que  Vous  ayea  désignée  T\*'9(x)  et  nommée  fonction  de  Lommel. 

3.  En  multipliant  l'égalité  (3)  par  l'intégrant 
par  rapport  à  a  de  0  jusqu'à  b,  on  aura 


ft 


+1        *  ** 

L'intégrale 

6 

J\a*'^ai^*{il^'-a'/a  da,     «  +  1  >  0,  p  + 1  >  0, 

M 
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eu  y  posant 

a»  -  ««  +  y(b»-a?«), 

se  réduit  à 

1 

et  la  formule  précédente  devient 

» 

Or,  le  second  membi«  de  cette  égalité,  en  vertu  de  l'équation  (3),  est 
par  conséquent,  cette  égalité  devient 


Le  résultat  <le  cette  analyse  peut  être  formulé  ainsi: 

Lorsqu'on  dfmne  une  valeur  cotmtante  qtœlcmque  à  m  et  qu'on  rhoiait 
arbitrairement  La  fonction  d'une  varinhle  t  pour  F^(x),  la  for  »mir  (3) 
servira  à  former  une  fonetion  +  j  )  de  deux  mriut'U^  x  (.(  in  )i  -f  1  >  m 
qui  possetkra  la  propriété  exprimée  par  l'équation  (3),  où  m  ed  su^^aosë 
variable. 

Posant,  par  exemple,  F'^(x)  —  J.âf*+'*,  on  aura 
d'où,  en  admettant  m-^-n-^-l^v^m,  on  irouTe 

^  '        ie'T\{k-\-v)  '  *       ^  ^  , 

ce  qui  s'accord  avec  le  résultat  prt'c^'dent  obtenu  d  uue  autre  manière. 
4.  Pour  n  +  1  >  0  on  a  cette  lormule  de  Cauchy 
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l'intégrale  s'aunulant  lorsqu'on  ^  met  —  a  an  lieu  de  a.    On  aun  done 


ae 


+1 


0  pour  9  >  a, 


En  vertu  de  cette  formule  l'égalité  (3)  prendra  la  foruie 


0» 


0 

n  raffit  dono  de  connaitre  la  Taletir  de  l'intégrale 

0 

pour  une  certaine  Taleur  de  m  et  la  fonnnle  (Ö)  nous  fonimi»  TexpieMÌon 

de  F''{x)  pour  V  >  m*. 

L'égalité  (3),  étant  multipliée  par  ar'^'*'^*e'*"^da  et  intégrée  par 
rapport  à  a  de  0  jnaqn'à  oo,  donne 

«0 

Cette  ^alité  peut  être  é(^ite  sous  la  torme 
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d'où  Ton  Toit  que  TexpreMioiL 


no  change  pas  do  valeur  lorsqu'on  aiigmonto  m.  Eu  supposant  réel  et 
positif  et  posant  xq^tf,  on  transforme  cette  expression  en 


d'où  Ton  Toit  qa'flUe  a  la  fonne  ^  ^  ^^Çj,  la  fonction  ^(x)  ne  dépendant 
pas  de  m.   On  aura  ainsi 

(6)  «-«    <te  -      *  (];') 

et  la  formule  ^ô)  donnera 

—  0» 

ou  l'on  peut  remplacer  a  par  2a,  y  par  ■ 

Lorsque  la  fnrme  dp  la  fonction  do  deux  variables  pst  établie, 

la  formule  (6)  fournira  la  foiu-tion  t{:>')  pour  une  valeur  particulière  de  m. 
Pour  la  forme  (4)  de  la  fonction  F"\x)  on  aura 


Foaant 


.W^(|)%..(^')-(|)'2p^. 


on  aora 

a; 

opYoî)  —  -r— i  r-  cp(a;), 

^  ^     «i-»TT(i»-l)     «  ^' 

d*ou  Ton  toouTe  pour  p>0 
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Cette  fonaiile  foturniiB  aonri  la  valeur  de  g>{x)  à  la  limite  p^O,  Ion 
qn*oii  éwîn 

d*où  Fon  trnmBf  en  passant  à  la  limite  j»  —  0: 

Posant  dans  rint^ale  qui  represente  9) (a;)  y  ^  xi,  on  obtient 

1 


d  oix  l'on  conclut 

1 


1 

Lorsque  p  <0,  dësignolui  par  g  un  nombre  entier  tel  que  j)  +  ^>0 
et  nous  pourrons  écrire 


—    -  ,-«) 


1 

Jh 


d'où  Ton  obtient 


1 

*  0 
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En  nous  bornant  au  cas  p>0,  nous  anrona  poor  la  fonction  (4),  an 
appliquant  la  fomnle  (7): 


1 


ce  qui  pour  f  =  sin  tp  reproduira  Votre  formule  (1)  §  32. 

5.  La  formule  (1)  s'est  présentée  dans  mes  Mecherches  •  •  •  oomme  un 
cas  particulier,  pour  j  »  0,  de  la  formule*) 

-  f /"•(2a;)af»+V  (^j/ä»"^«)  l/a^  -  x^Y  dx,      r«>-l,  n>-l. 

Cette  formule  defìnit  presque  complètement  la  fonction  analytique  J**{x\ 
£n  effet,  g  et  ^  étant  quelconques,  nous  deTons  admettre  que  dans  un 
certain  domaine  la  fonction 

sera  développable  en  série  procédant  suÎTant  les  poissaoee  de  œ  qui 
conduit  a  cette  forme  de  la  fonctimi  J^{q)i 


En  diTÎsant  réalité  (8)  par        et  posant  g  i«  0,  #  «  0,  on  am» 

En  substituant  ici  snccessiyement 

m  +  «  +  1,  i»4-2(tt+l),  •  -»w-l-  (i)-l)(ii+l) 
au  lieu  de  m,  on  trouTora  aisément 

*)  VotM  Lifn,  p.  181,  fonn.  (7>. 
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d'où  U  résnUe  poor  m  •»  0 

et  poor  M-l-l  —       oùsegtim  nombre  eatier  positif^ 

Ais*'-  ^oiAÌ  =  vi^  W  '  ')  • 

Gela  nous  donne 

d'où  il  suit  définitivement,  en  posant  a, 
Ponr  jt  —  0  la  formule  (8)  denendm 


et  la  eomparaisou  des  termes  en  g»+»+M-t»  ^ç^j  membres  de  cette 
égalité  donnera 

d'où  fl  toit 

■  8 


OÙ       ne  dépend  pas  de  »i  et       =  1 . 
Ou  aura  donc 


««0 


('«  +  «) 


Lorsqu'on  introduit  cette  expression  dans  l'équation  (8),  on  sera  conduit 

à  l'égalité 

qui  donne 

P-rg  \  p   /         f'Tg    pigi  '  ' 

d'où  il  suit 

Si  l'on  pose  maintenant  a  —  A/9,  on  conclut  que  Ut  fonction  ottàigHqm  la 
plus  générale  qui  a  la  propriélé  exprimée  par  Végalité  (ß)  est 

OÙ  ß,  fi<  $tnd  êem  constantes  «ubitraires. 

6.  En  multiplient  l'égalité  (8)  par  tr^^-^Hq  et  intégrant  les  deux 
membres  entre  les  limites  0  et  oo^  on  aura  (§  53  de  mes  Re^erdies): 
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4  k 

où  Ton  a  posé     ■«  4Aj(,  eai  supposant  h  réel. 

Nous  supposons  maintenant  h  très  petit  et  décomposons  la  donière 
intanile  en  deox  antres,  à  savoir 

4  ^ 


Soit  r=  f(  -f  r/,  i-'  H  -  t'î'.  En  appliquant  toujours  le  premier  théorème 
de  la  moyenne,  nous  aurons 

0  s 

it  i 

1_  1  rj-'{a,,i(l-Vi)}     jMar-„(l-yÂ)n  /',-,^/„l_4J„W,, 

.■y  >  [  i«,(i-v»)i"  +  («-,(i-ys)i"  I./  " 


4A 
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OÙ  B,  6',  ìif  li  sont  GonteuüS  entre  0  et  1.   Remarquant  maintenant  que 


la  fonction  e'^j^  diminne  tonjoun  entre        et        lorsque  h  est 


4* 

0  <J*6~^yr{f^^ 


petit,  nous  aurons 

Noue  avons  effectué  ce  calcul  pour  pouvoir  passer  à  la  limite  A«-0, 
ce  qui  nous  fournira;  en  vertu  d'un  théorème  connu  de  Dirichlet, 

lorsque  l'intégrale  est  convertie, 

7.  Posons  en  premier  lien  n  +  m+  l^Y  ^  remarquons  qne 

(xr)  »         ^      La  formule  (9)  devient,  lorsqu'on  j  change  m  en  —  m, 

(10)  /"-^(*)-       y:^  A«-^7'^'+^g«--»«dff, 

où  il  &ut  admettre  pour  la  convergence  de  Tintéîgrale  0  <  m  <  1.  Nous 
choisirons  celle  de  deux  valeurs  dn  radical  dont  la  partie  rédle  est 
positive  et  nous  poserons 

où  le  signe  devant  e  doit  être  contraire  à  celui  de  la  partie  réelle  de 
de  sorte  qu'on  ait  y  ^  0  pour  ^    0.  Lorsque  s  »  t»  +  o»  et  qu'on  admet 
y  —  (7  +  F»,  on  aura 

?'-y(y±2-^)  -  V*- V{V±2v)  +  2iiUV±Vu±Uv), 
d'où  il  suit 

ou 

On  voit  donc  que  le  point  y  décrit  une  branche  de  l'hyperbole  équi- 
laterale  qui  pas^e  par  l'origine  des  coordonnées  et  a  pour  asymptotes 
deux  droites  menées  par  le  point  —  z  parallèlement  aux  axes. 
La  formule  (10)  devient  par  rintroductton  de  la  variable 

(11)  J*"-  ^  (.)  «  jf   '     l/ï  f^i^"^,  0<m<l. 
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Cette  intégrale  eat  prise  le  long  de  la  branche  de  l'hyperbole;  mais  oa 
pent  remplacer  ce  ehemin  par  un  autre  cotnpoeé  de  l'aze  réel  et  d'ano 
droite  ni«iée  &  Viniìni  paraUèlement  à  l*a»  imaginaire  entre  Faxe  réel  et 
ras]rmptote  de  l'hyperbole.  L'int^prale  prise  le  long  de  cette  dentière 
droite  (où  jf«»oo  +  Fî  et  V  prend  les  valeurs  de  0  jusqu'à  7«)  étant 
évidemment  égale  à  séro,  nous  pouvons  admettre  que  la  variable  y  dans 
l'intégrale  (11)  veste  réelle. 

£n  divisaot  la  formale  (1 1)  par        ^  et  posant  ^  —  0,  on  trouve, 

« 

où,  en  remplaçant  m  par  , 


0<fli<2, 


L'intégration  par  parties  donnera 


On  réduit  aisément  ces  valeurs  des  intégrales  dlSaler  que  nous  avons 
obtenues  en  passant  aux  formes  ordinaires 

|-*-!»^<'»_n(_„)eo.!^,  0<«<1, 

à  l'aide  des  égalités 

8.  La  formule  (11)  fournit  la  fonction  asymptotique  de  «7^  '  (f)  au 
moyen  de  l'integration  par  parties. 

Nous  allons  considérer  l'intégrsle  plus  générale 
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En  FécriTaiit  80iu  la  forme 

nous  aurons,  en  intégniii  par  parties: 

L*mtégntion  par  partiel  do  second  ietme  donnera  de  nooTean 

•  Oy 

0  ye 
etc  et  l'on  aura  en  général 


0 


•  r 

Pour  calculer  les  coefficiente  remarquons  que  l'intégrale  multiple 


qui  peut  être  rept^entée  sons  la  forme 

s'évalue  aisément  au  moyen  de  la  formule  de  t^ausiormatiou 

6       »  il 

JdxJ  f{9,  y)dy  ^jdyj  f(x,  y)dx 

mm  ma 

que  Ton  appliquera  attoceasivement  On  aura 
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OB 


y*_j  '«-5  y«-« 

ce 


■  II  I  ■  ^   •  •  • 


90 


9  n 
enfin 


On  obtit^ut  ce  résultat  autrerneut,  eu  réduisant  les  iiuiitetì  des  intégrales 
à  1  et  cx>y  ce  qu'on  fait  en  poHant  succefisivement 

On  réduit  aiosi  l'i&tégnle  dont  il  s'agit  à  oeUe^si: 


qui  est  égale  à 


où  l'on  a  posé  AjA,  •  •  •      —  A. 
Posant 
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nous  aurojia  donc 

D'ftpièB  cda  OH  détenume  aisément  U  Talenr  de 

ea  remarquiuit  que  l'intégration  par  parties  douue 

/  -^Ifcr  ■  -sîî^ô — y    '  , 

9  » 

d  uù  i'ou  trouvera 

(p(±2,s,m-{-s-  1) 

Ik 


et  finalement 


Bemarqnant  que 


v(±«.«i<"+»-l)--7!-  /      ^— — • 


I   -^+.-r~"  ^+-«  +  (.m  +  s-^;  #  / 

9  9 

on  tronTen: 

CO 


d'où 
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ce 


0 

En  coutiuuaut  ainsi,  on  trouve  à  la  fin: 


ç)(±*,«,m)  —  I   —  

0 

LeB  coefficients  da  deyeloppement  de  l'integrale 


/sin  1/  ± . 


I*)" 


seront  donc  comma,  parce  que 

/^i!LöüLi4f  _  n  (- «)  M.  (±  *  -  . 

9.  Pour  transiormer  Tint^rale 

qui  représente  le  terme  complémentaire  dans  le  déTcloppement  de  l'inté- 
grale m,  posons 

et  nons  tronTerons,  en  int^frant  par  parties: 

où  l  ou  aura,  en  vertu  de  cette  même  formule: 

-  _  ^  (± ^ _ 2.-|-,* -2,»)  +  «Ufr 2 ■  y,t- l,m+ 1), 
--*(±*-2  |,*-l,«  +  l)  +  («  +  l)^(r(±^-2  ^,*,m  +  2). 
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£u  subfltitiumt  ces  expressions,  on  obtient  . 

ii4u  répétant  le  même  procédé,  on  parvient  à  lu  formule 

+  (*)  m  («1+  Î)p{±Ji-S'  t»+2)  + . . . 

,    que  l'on  démontre  par  l'indaction  complète.    Pour  s  »    le  régnltat  peat 
6*éoriie  ainsi: 

Mais  uous  avons  déjà  trouvé  une  formule  que  l'on  peut  écrire  sous  la 
forme: 

^  C±  ^,     +   =  J  — —  =  J  -  (r-.i)T 

on  aura  donc: 


ce  qui  se  réduit  à 

oc 


9 
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Par  conséquent  l'expression  de  deyieni 

«0  OQ 

•  9 

Le  polynôme  homogène  du  k^'^*  degré 

peut  être  considéré  comme  l'ensemble  des  termes  du  même  d^pré  dans  le 
défeloppement  da  produit 

(1 (1  +  (1  +  y- .  (i  -  f^)"" 

»  (1 + -  ("i"*)  (1  H-  + (1  +     «-y«   . . . 

+  (--)(H-#)-(-sr)*+...; 

d'où  Ton  voit  que  le  polynôme  dont  il  s'agit  ser»  égal  à 

cr)''-{r)C*ir)'*-**+r.")C*!T")*-v-- 

+("*"■)(-»)*• 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  de  la  condition  0  <  m  <  1  tons  lee  coef- 
ficients de  dans  ce  poljnôme  seront  positifs,  s  —  0, 1,  2,  •  •  t. 
Fkr  oonaéquent,  l'expression 

repièsente  one  fonction  décroifleante  de  t,  dont  lee  Talenra  seront:  1  pour 

#-y  et  (*-")  ^         f  7')  pour  <-oo. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  le  second  théorème  «ie  la  luojenne 
qui  consiste  dans  légaiité 
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j'i,if)  fp{t) dt  -  9(a) JV(0 di  +  9P(6) ^ V(0 dt,    a < |< 6, 

9(Q  étant  une  fonetiooii  monotone. 
Nous  anioni 


y 


eoe 


d'où  l'on  voit  que  l'intégrale  s'annule  pour  y»  oc. 

En  faisant  l'intégration  par  parties  dans  la  dwnière  expression  de  R/^, 
on  obtient 


où  k  premier  tome  est  égal  à 


îï  d?^  r  


c*est-àrdire  au  terme  du  développement  de  o  qui  suit  celui  auquel  nous 
aTons  arrêté  ce  développem^tj  par  conséquent  le  second  terme  de  l'ex» 
pression  de  2?^  est  égal  à  R^^^^. 

En  supposant  u  et  z  réels  et  appliquant  le  second  théorème  de  la 
moyenne,  nous  pouvons  afiirmer  que  le  second  terme  de  R/,  est  égal  à 

36* 
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i^y^.y*^,;^|(:}(-;")('-.)----. 

où  y'  désigne  vil  oombxe  positif  inconniL 

Si  Ton  applique  le  second  théorème  de  la  mayma»  immédiatement 
à  re]qpre8«ion 


on  ama 


a 


0 

oà,  en  verta  du  même  théorème^ 

«•0 


de  sorte  qu'on  trouve  finalement: 


M,  


i 


0 

^expression  de        s'obtient  de  là  en  remplaçant  A;  par    +  !• 


dt 
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Kons  pouTont  done  éerure  aussi 


n  («  +  1)  •  •  •  (n  +  A-) 


/ 


 =  dt 


Lonque  w  et  ü  sont  complexesi  on  troarwa  d'un»  manière  analogue  que 

J^-î^^^';^  {  ^co.(±,-*.-i)  +  B,in  (±.-*.     j , 

OÙ  les  ooefiicieuts  A     B  restent  finis  pour  u  >—  od;  la  fonction  décroie- 
aanfa^  dont  on  fera  uaage  en  ce  cas,  aera  y^-^n+A' 
En  récapitulant  lea  réaultati^  noua  aurona 

0 

0<w<l,  «>0,  jK(tt)>0- 

10.  On  peut  obtenir  ce  développement  d'une  autre  manière,  en  trans* 
formant  l'intégrale  par  la  méthode  de  Gauchj,  savoir  eu  y  substituant 


au  lîMi  de  — On  touTe  alors 
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où  Ton  s 


•  0 


Done 


a  — » 


Cette  intégrale  existe  pour  iî(tt)>0,  »>0,  quel  que  soit  le  nombre  m. 
£n  y  portant  les  développements 


1 

-'S'r7')(±î)'+rr)(±^)/*a-''/-(i±''.'r"'"''"" 

où  *  \  ou  retroave  le  d^veloppomont  de  <o  ayec  cette 


expreuion  du  tenue  complementaÎM,  à  MToir 


»TT(«— 1)1»"+* 


1 

r*  ') / ^-'<-'-'d^(l-,.)-'(e(*-"-^")'(l+''iO"'*"' 

f 
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En  supposant  u  ti  »  réels  et  appliquant  le  premier  théorème  de  la  moyenne^ 
nous  aurons 

+  .-(*-V-)'(i_!Lii)-'-'jd«, 

0  où  Ton  peat  appliquer  le  même  théorème  de  la  mojenne^ 

aoriont  lorsque  m  <  jb  +  1,  et  nous  obtiendrona 

p  _nHeon(ii+t-i)/in-i\|.(±»-=^*)./,  ^"rA—»-» 

0</*"'<l,  0<i'<oo.    Nous  concluons  de  là  que 

1  -f-^  *j       ,  ou 

simplement  1  lorsque  w  <  A:  +  1. 

Cette  seconde  méthode  de  touver  le  développement  de  a  est  beaucoup 
plus  saoeincte  que  celle  que  nous  avons  exposée  précédement;  mais  elle  a 
un  grave  débat:  c*eat  qu'elle  exige  nécessairement  Temploi  des  imaginaires 
lois  même  que  »  et  #  «ont  réels. 

11.  K^venant  a  la  tormuie  (11),  nous  trouverons  aisément  la  fuuction 
aqrmptotique  de         pour  —    <  m  <  y*  Remarquant  maintenant  que 

nous  trouverons  lexpresBion  de  J"''^^(2)  par  deux  intégrales  du  type  »  et 
par  Buite  la  fonction  asymptotique  pour  -/'""•"^(/j.  Enfin  les  formules  qui 
servent  à  exprimer  au  moyeu  de  J'^{z),  J"''^\2),  p  étant  un 

entier  positif,  (votre  Livre,  §  11,  formules  (4)  et  (5))  permettront  de  trouver 
la  fonction  asymptotique  pour  J'*i^{g)  et  de  conclure  comment  se  com- 
porte cette  fonction,  lorsque  la  partie  réelle  de  z  augmente  indéfiniment 
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On  condom  alors  que  k  fomule  (9)  mm  lien  poor  «  >  m  —  «>  —  1, 
»>  — 1, 

tTai  dérdoppé  en  détail  on  exemple  de  l'emploi  de  la  propriété 
eancténetiqne  de  la  fonction  J^(t)  expnmée  par  l'égalité  (8).  Si  on 
multiplie  cette  égalité  par  J*(qf')qdqf  qu'on  l'intègre  entre  0  et  ij  et 
qu'on  paaae  ä  la  limite  12        on  retrouTO  ma  f<Hinole  générale     etc.  etc. 

Si  Pétersbourg,  le  6  Mai  1904. 
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über  die  i^ourierschen  Konstanten  integrierbarer  Funktionen. 

Von 

A.  Hurwitz  in  Zfixioh. 


In  der  nnter  obip^em  Titel  in  JJanil  57  dieser  Annaien  erschienenen 
Abhandlung  liiil>t  ich  nul  llorrn  W.  St  ekloff  die  Entdeckung  des  Theoremee, 
welches  ich  dort  als  Fundamentalsatz  der  Fourierscheu  Konstanten  be- 
zeichnete, Herrn  Liapounoff,  den  ersten  in  Tollständiger  Form  veröffent- 
lichten Beweis  aber  mir  eelbst  zugeschrieben.  Neuerdings  erhielt  ich  nun 
durch  die  Gfite  des  Herrn  de  la  Vallée  Poussin  eine  Ton  diesem  im 
Jahre  1893  yerSiFentlielLte  Note  j,Siir  quelques  applications  de  Fintégrsle 
de  Poisson''*),  in  welcher  man  nicht  nur  den  FVmdamentalsatK  aufgestellt 
imd  bewiesen,  somdan  auch  seine  Anwendung  auf  die  „Integration  der 
AquiTaknzen^  findet.  (§  7  meiner  Arbeit)  Ich  möchte  hiermit  die  Priorität 
des  Herrn  de  la  Vallée  Poussin  ausdxtteklich  anerkennen.  Bei  dieser 
Gelegenheit  sei  es  mir  gestattet,  audi  die  neueren  Beweise  sn  sitieren, 
die  Henr  E.  Fischer  in  Baad  16  der  Monatsh^le  ftlr  Mathematik  und  Phjsik 
fttr  den  Fondamentalsata  gibt>  sowie  die  weitgehenden  Veral^meinenmgen, 
w^cbe  Herr  W.  Stekloff  in  den  Mémoiies  de  l'académie  de  St.  Pétersbourg, 
t  XV,  série  VOI  TereffentUcht  hat 

Zürich,  Anfang  Juni  1904. 

*)  Annalei  ds  la  Soeiété  teiMtîfiqiie  de  Btozelkt,  t  XVL 
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Moms  fiérar. 


Das  Ostwaldsclie  Prinzip  vom  jBnergieuimiatz  in  der  Mechanik. 

Ton 

MoiUTZ  BéTHY  in  Budapest*). 


1.  HeiT  Ostwald  hat  das  folgende  Prinzip  „des  größten  Energie- 
vmuAmf*  aufgeatellt**): 

Vtiier  aBm  mögU(^im  EnerffieumtwmuBmgm  wird  di^iffe  erfolgm, 
wM»  in  gegdtm»  ZtH  dm  größten  ümaft  erimdfL 

Unter  möglicher  Energienmiraiidlnng  wird  diejenige  Tentandeiiy  irelohe 
mit  der  Erhaltong  der  Energie  nnd  mit  den  Bedingungen  dee  materiellen 
Syttemi  verfai^h  iit 

Dieses  Prinzip  wurde  ron  Hem  G.  Neumann  einer  nSheren  Unter- 
BQohmig  nnterwovjeoy  unter  der  besehribikendeD  yonassetnmg  jedoch,  daß 
das  gegebene  materielle  System  sn  Anfusg  sich  in  JMe  hdindei,  nnd 
daft  die  von  dieser  Rohelage  ans  begunende  Bewegong  nur  wihrend  ihres 
erslm  ZeUelemeniea  in  Betraeht  gesogen  wird.  Er  gelaagt  sa  tilgendem 
Salee***): 

„Ein  bdiebigen  Bedingungen  unterworfenes  materielles  System  be- 
wege eich  unter  dem  Einflufi  gegebener  Eiifte^  die  ein  Potential  besÜMO.'' 

i^efindet  sich  dieses  System  su  Anfeng  eines  nnendUeh  Ideinen  Zeit* 
dementes  t  in  Ruhe,  so  wird  unter  allen  mit  jenen  Bedingung^  und  mit 
der  Formel  des  Prinzips  der  lebendigen  Ersft  TertrSf^chen  Tirtaellen 
Bewegungen  sms  Torhanden  sein,  deren  lebendige  Kraft  zn  Ende  der  ge- 
gebenen Zeit  r  am  größten  ist.  Dieee  letztere  wird  alsdann  diejenige  seÈn, 
^vfy]rhp  Tinter  dem  Einflnft  der  gegebenen  KriUte  während  der  Zeit  t  •» 
WirkUehkeU  eintritt.'' 

*j  Die  Originftlarbeit  ist  in  „Mathemftkküi  es  TerméauitudomàDyi  ÉrtesitÒ, 
^dapesfc  1908«  flandüaoea.  Dieser  Anftate  enteraeheidet  si«li  von  ihr  duroh  a«s- 
filhrlichere  Beschrdibung  in  mehreren  Pnnkten,  ftnier  durch  den  Ausbau  der  For- 
muliorung  des  §  S  mittels  Kinflihmng  des  in  Nr.  S  (peg.  660)  defiaioteii  Fondaaiental- 

system  R. 

**)  Âllgemeine  Chemie,  1893,  Bd.  II,  Teil  I,  S.  36,  37. 
•~)  BMkhIe  dsr  fc.  si«9hi.  GeteU.  d.  Wiis.  18M,  Bd.      8. 187. 
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Die  Henen  Â.  Voß,*)  Victor  ZempUn**)  und  E.  Förster***) 
unterwerfen  das  Firii»ip  einer  wcitnen  üntennoliiiiig  oìone  die  beBchiSn- 
kende  Yomnieetrang  des  Hem  Neumann.  Indem  sie  das  Prinsip  Slm' 
lieh  formnlieren,  wie  dieser,  finden  sie,  dafi  es  sur  Besehreibong  der 
meolumisolien  Endheintingen  sieli  ni<äit  eignet,  was  die  Henen  Toß  und 
FSnter  za  einer  sehr  Terimderten  Fassung  des  Ostwaldsehen  Prinzips 
Teraulaßt:  bei  der  Ablieben  Beseicbnungsweise  soU  itolieh  der  Aosdroek 

^-t2  «•(*"' +»'"+'"•) 

einen  extremen  Wert  annebmeni  wenn  Systemli^  und  Sjsiemgeschwindig* 
keit  gegeben  sind  ond  wenn  f&r  die  sa  Tsr^iobenden  Sjsfceme  der  Sala 
Ten  der  lebendigen  £raft  gOltig  isi 

Bei  all  diesen  Fassungen  des  Ostwsldscben  Prinzips  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten resp.  Besdilennigmagen  der  Sjstempunkte  variier^  wiihrend 
bei  Ostwald  daron  keine  Bede  ist  Wohl  seist  letaterer  nur  in  einem 
sehr  speaieUen  Fall  aoseinanderi  wie  tat  neh  die  Anwendung  seines  Prin- 
sips  Torstellt;  eine  nShere  Analyse  der  Behandhing  dieses  speciellen  Falls 
leigt  aber,  wie  wir  seihen  werden,  daß  die  Lagen  auf  spesielle  Weise  eu 
▼ariieren  sind  und  die  Yariatiofn  der  Oeschwindigkeitem  nur  in  swetter 
Beibe  als  Folge  der  Variation  der  Lagen  in  Betraebt  kommen.  Die  F^ 
note  auf  S.  37  besagt^  daß  das  Prinsip  eigentiieh  nidit  neu,  sondern  nur 
ein  Teiindecter  Ausspmeb  des  Prinsips  der  Ueinslen  Aktion  sei,  was 
audi  ein  Beweis  dafür  ist,  daß  die  Lagen  su  yariieren  seien.  Gende 
diese  Fußnote  veianlaßte  mteh  su  jener  FormoHerung  des  Oetwaldscben 
Prinzips,  die  auf  S.  186,  187  meiner  im  Bd.  58  dieser  Annalen  erschienenen 
Arbeit  „Ueber  das  Princip  der  Action"  zu  lesen  ist.  Da  al  *  r  die  Varia- 
tion der  Zeit,  die  bei  dieser  Formulierung  eine  Rolle  spielt,  die  Sache 
kompliziert,  daher  besser  zu  yermeiden  ist,  da  fem&r  andere  Formulierungen, 
in  weldier  keine  Zeitintegrale  zum  Vorschein  kommen,  zur  ursprünglichen 
Fassung  des  Prinzips  näher  stehen,  so  scheint  eine  selbständige  Behand- 
lung desseiboi  wohl  nicht  flberflflssig  zu  sein.  Wir  werden  sehen,  daß 
jenachdem  man  wie  beim  Prinsip  der  Aktion  die  mittleren  Werte  der 
EttOgien,  oder  in  näerer  Übereinstimmung  mit  H.  Ostwald  die  Ener- 
gien selbst,  aber  immer  im  oben  bezeichneten  Sinne,  einer  Variation 
unterwirft:  zwei  verschiedene  Formen  des  Ostwaldsehen  Prinzips  in  Er- 
Roheinun^  treten,  von  denen  keine  mit  den  Erfahrungstatsachen  in  Wider- 
spruch steht. 

«)  Siteungtbeiiclifte  der  k.  b.  Akad.  d.  WIü.  1901,  8.  60,  167. 
**)  Ober  den  EnergieomssiK  in  der  Mechanik,  Am,  d.  Pbjs.  10,  S,  8.  419,  190S. 
***)  ZeitMhiift  mr  Math  n.  Fhji.  Bd.  49,  8.  84. 
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S  1* 

2.  Die  lebendige  Kraft  und  das  Potential  des  Systems  seien  mit  U 
beseichnet;  /\  und  /*,  seien  zwm  additive  Teile  von  7+17,  also 

(1)  A  +  A^r+tT; 

man  bezeichne  mit  fj  die  Mittolwort«  von  /,  (j  =^  1,  2)  während  eines 
Zeitintervails  — /„,  und  man  setze  voraus,  daß  (He  Bewegung  mir  He- 
dingungsglcichungen  unterworfen  ist;  (der  Fall,  weimauch  Bedin^icuntrsun^lei- 
chungen  gegeben  sind,  erfordert  nämlich  in  der  Behandlung  ähnliche 
Betrachtungen,  und  i^i  mir  weitläufiger  zu  besprechen). 

Man  denke  .sich  T  und  ü,  wie  auch  und  f\,  dargestellt  durch  die 
freien  Koordinaten  q^,  die  Geschwindigkeiten  ql  und  die  Zeit  t,  womit  die 
Bedingungsgleichungen  eliminiert  sind.  Ich  setze  voraus,  daß  fUr  das 
materielle  System  der  Satz  von  der  lebenden  Kraft  GfQtigkeit  hat;  man 
hat  demnach  die  Gleichung 

Kh  Bei  endlich  der  Zerlegung  iu  i\  und      die  Beschränkung 

auferlegt 

Es  besteht  der  folgende  Satz: 

Wwà  mn  nusleridks  Sifsfem  (wie  heim  HamHioMsdien  Prhuip)  aus 
der  Lage  mr  Zeit  in  die  Lage  eur  Zeit  ^  iiberyeßhrt,  und  vergtekkt 
man  die  Zwisekenïayen  mur  Zeit  t  in  der  wirkliehen  Bewegung  und  der 
varOerien  Bewegung^  eo  verstAwmden  9f^  und  entweder  heide  su^éât 
oder  es  versàtwindet  keine  von  beiden,  ümgekt^  ist  die  Bewegung^  ßr 
wdàie  das  Verschwinden  von  df^  und  9f^  siA  gegenseifig  hedif^en,  und 
für  wMe  der  Sais  von  der  lebendigen  Kraft  (esletó,  noiwendigerumse  die 
naiärliehe  Bewegung  des  Sgstems. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  eine  Folg^  des  Hamiltonsohen  PrinzliM^ 
demzufolge 

ist.  Der  zweite  Teil  entspringt  den  folgenden  Überlegungen:  Weg^n 

▼erlangt  er,  daß  Ton  den  Glelehmigein 

(3)  fsf.di^O, 
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die  eine  eine  Eonaeqaeius  der  andern  sein  eoli.  Diese  Gleichui^n  (8) 
nelunen  infolge  der  YariftftioneviMraobrifteny  bei  Ânwendatig  der  Hunüton- 
sehen  Transformation  die  Form  an: 


(4) 


ist  der  Freiheits^rad  ^  1 ,  imü  bezeichnet  mau  die  tMiizige  freie 
Koordinate  mit  q,  so  folgt  aus  (2)  und  (2*)  das  Bestehen  der  Unglei- 
chungen 

dq     dt  di  ^       H     dt  dq  ^  • 
Daher  ergibt  sich  aus  (4)  die  Gleichung 

W  *  Cq       di  Jq  *  \èq       ât  cq'J  ' 

wo  infolge  der  (rleichung  (2)  die  Konstante  A  -  1  ist. 

Ist  der  Freiheitsgrad  >  1,  so  folift.  aus  den  (îlciehungt'n  (4)  «eben- 
falls uaüli  bekannten  Schlüssen  des  isoperimetrischen  Problems  das 
Gleichungssjstem 

wo  jl  in  allen  Gleichungen  dieselbe  Gröfie  bedeutet  Ans  diesem  System  (6) 
folgt  unmittelbar  die  Gleichung 

Da  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  infolge  der  Beziehungen  (2), 
(2*)  Ton  0  yerschieden  sind,  so  zagt  ein  Blick  auf  die  Gleichung  (2), 
dafi  A  —  1  1st.   Daher  nimmt  das  System  (6)  die  Form  an: 

K*}  a«,        dt     dq;        "»  V^h  »V 

dieses  S  \  stem  ist  daher  infolge  der  Identität  (1)  das  bekannte  System 
der  Lagraugeschen  Bewegungsgleichungen. 

3.  Rezfiglich  der  Ungleichung  (2*j  erlaui>c  ich  mir  die  folgende 

Benjerkuug: 

Ist  das  materielle  System  iu  zwei  Teile  z«>rlegbar,  zwischen  denen 
keine  gegenseitigen  Verbindungen  und  Einwirkungen  bestehen,  und  uiihlt 
man  für  und  gerade  die  kinetischen  Potenziale  -f  und  'i\  -f  tj 
dieser  zwei  Teile,  so  verwandelt  sich  die  Ungleichung  (2*)  in  eine  Glei- 
chung; im  anreiten  Teile  des  Satses  in  2  tritt  dann  die  Inderung  ein, 
dafi  hf^  und  òf^  nnabhangig  Toneinander  vevBiäiwindeiL 
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lit  lungeg^n  Uta  das  matomtlB  Sjvtem  aolter  dcan  8aÌM  (2)  sodi 
«in»  swttie  Glndiong 

wingpesdMe^y  so  bedeutet  dieses  soriei,  daft  die  Koovdmateii  nieht  nur 
holonomen  Bedingungsf^idumgeiiy  sondem  auch  nodi  dieser  Bedingungs* 
gleiehnng  (3**)  zu  genügen  haben;  daher  sind  die  ^  teme  from  £ooidi> 
naten,  eondern  unterliegen  noch  der  Gleichung  (2**).  Wthli  man  nun 
und  ff  der  Gleichung 

gemäß,  HO  folgt  aus  (2)  und  (2**),  daß  außer  dem  Satze  (2)  auch  noch 

XU  erfUlen  ist  Da  die  9,  keine  freien  Koordinaten  sind,  so  ist  in  dem 
Gleichungssystem  (6),  welches  auch  hier  Bestand  hat,  die  Ghröfte  jl  keine 
Konstante  mehr,  sondem  eine  Zeitfouktion.  Infolge  von  (8)  yerschwinden 
femer  beide  Seiten  Yon  (6*),  und  die  Zeitfunktion  jl  bestimmt  steh  erst 
aus  (8).  Ist  z.  B.  U  bloß  Ton  den  Koordinaten  und  der  Zeit  abhängig 
und  hat  U  =  die  Gleichung  (8)  zu  erfüllen,  so  ist  die  TOigesduriebene 
nicht  holonome  Bedingungqgleichung  der  Bewegui^: 

m  ^rj  «.'-»' 

und  die  Widerstsndskriffce  hestimmen  sich  aus  der  GxöBe  1,  die  miiteìs 
der  Gleichungen  (6)  und  der  Gleichung 

ZU  berechnen  ist,  die  eine  Folge  ?on  (8  )  Ì8t.*ì 

4  Jhf  Werte  von  /,  und  zur  Zeit  s<  ir  m  /j^,  und  eis  Grenz- 
bedmguug  des  Hamiltonncheu  Vertahrens  sei  die  Gleichung 

yotgesehrieben.  Dann  nimmt  das  Hamiltonsche  Friniip  die  Form  an: 


•)  Man  kommt  zu  demselben  Resultat,  wenn  mau  im  Falle  (8')  au  Stelle  von 
(dem  YoBtcheD  Yerüüirea  gem&ft)  âq^  setzt,  und  die  so  e&tsj^nngeade  Qleichoog 

^  |~  ^9«     0  m  miMteia  Ìaop«rìnelriich«ii  Bala  ala  BédÌBgiiag|^eliu«9  ftr  àie 

ò(j[|.,  die  Gleichang  (b')  lelbst  ala  vorgeschriebene«  partikuläres  Integrai  betrachtet. 
Die  TeraUgemeiiMiniiig  auf  die  Glatolnuig  (d)  liegt  anf  der  Hand. 
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(10)  n-T-^J  +  ^Cfi^-o. 

Die  Bewegmiff  des  nuxiendUn  System  gdd  demnad^  so  vor  ndb,  daß 
bei  ^ÊÛwJUung  der  Vorséhrifl  (9)  die  ersten  FarialîofMt  der  nMere»  Ener^^ 
«MMflStee  /i  —  Mmi  ^  —  f^  enkoed&r  beide  Mugle^  versekwifiden  oder 
ea  versdumdet  weder  die  eine  vuek  die  emdere. 

Der  Sftfa  UiBt  anfier  dar  direkten  Umkebximg,  bei  weloher  (9)  un- 
Teriadert  beibehalteii  wird,  und  die  meiner  oben  sitierten  Fonnuliening 
nahe  liegt,  aach  noch  eine  andere  Art  Ton  Umkdimng  an;  man  bat 
nSmlidi  den 

L  Lehrsats.  ßpattet  man  die  Beeidnmg  (9)  in  ewei  Teäe 

(9*)  î^[2^è-'9X-'fj*i 

und  steBt  die  Forderung  anff  daß  bei  Einhaltung  der  VairiaiUonsoorsàuriflen 
und  ohne  Lodeerung  der  Vèfìrinàungen  des  maierieUen  Sgstems,  das 
VersAwinden  der  ersten  Variationen  der  mititeren  Energienmsätee  f^^ 

und  ft  —  aiüi,  gayciiseitig  bedingen,  so  ist  die  Bewegung  des  materiellen 
Sgstems,  foMs  sie  dem  Satee  wm  der  lebendigen  Kraft  gemäß  verläuft,  noi- 

Man  kommt  nSmlieh  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  aof 
à(/'j  —  fj^  mit  Rflekaichtnahme  anf  die  Yariatiomnroreclmft  (9*)  zu  den 
Gleidnu^^  (4). 

Sabstitniert  man  in  I  an  SteÜle  ron     nnd  ff 

und  ist  V  von  Geschwindigkeiten  unabhängig,  so  erhält  man  einen  Satz, 
der  dem  Ostwaldschen  nahe  steht.  Indem  ich  mich  auf  kooBervative 
Systeme  von  dieser  Ârt  beschränke,  spreche  ich  den  Satz  spezieller  so  aus: 

IL  Lebrsatz.  Überfährt  man  das  materielle  System  am  der  Anfangs- 
lage in  die  Endlage  auf  eMen  mSg^idten  Wegen,  und  läßt  dabei  otieA  den 
AsKfangswert  der  ìébendiigen  Ksraß  ummrimt,  so  führt  die  Forderung,  daß, 
foBs  die  Ctesamienergie  in  der  wirMidien  Bewegung,  und  der  Müteheert  der 
Getamtenergie  in  der  wsnierien  Bewegung  kenstani  Ueibt,  der  MiUdweri 
des  Ümeatees  an  poientidler  Energie  emen  extremen  Wert  annehme,  not- 
wendigerweiee  m  den  DifferenHalgteidnmgen  der  naitiirlidun  Bewegung. 

Snbatitniert  man  in  Lebiaata  I  an  SteUe  yon  ^  nnd  f^ 

so  erhält  man  einen  Satz,  der  dem  Ostwaldschen  i'rmzip  ebenso  nabe 
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Bteht,  als  der  Lehreats  II:  an  Stelle  toh  „potentieller  ISnergie"  erscheint 
eben  »^Bewegoi^ssefieigie^. 

Man  erhalt  eine  dritte,  und  zwar  die  einfochete  Form,  wenn  man  in 
Lehraate  I 

oàiat 

substituiert. 

§2. 

5.  Ich  gehe  zu  einer  Formulierung  des  Ostwaldachen  Prinzips  über, 
wo  die  Energieumsätze  selbst,  nicht  aber  ihre  Mittelwerte,  eine  Rolle 
spielen.  Es  sei  mir  j]^estattet,  vorerst  das  folgende  Beispiel  samt  dazu 
geliürigem  Beweisverlalireu  des  Ikriu  i)st\viild*j  zu  besprechen. 

Ein  materieller  Punkt,  auf  den  nur  die  Öeliwerkraft  wirkt,  besitzt  m 
0  die  Geschwindigkeit  0.  Aus  dem  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie 
folgt,  dafi  sieh  der  Punkt  itber  das  Niveau  Ton  0  nicht  erheben  wird. 
Dmkt  man  sich  aber  TQn  0  ans  schiefe  gerade  Bahnen  unter  dem  NÎTeaa 
und  anch  die  Vertikale  dnreh  0,  auf  welehen  deh  der  materielle  Ponkt 
in  Übereinstimmnng  mit  dem  Prinzip  der  Erhaltong  der  Energie  gleich, 
zeitig  bewegen  soll,  so  igt  der  geometrieche  Ort  der  Lagen  A  m  einer 
und  derselben  Zeit  i  eine  KngelflSohe^  deren  Tertikal^  Durchmesser  mit 
OA^  zusammenfiiUt,  wo  die  Lage  des  materiellen  Punktes  auf  der 
Vertikalen  bezeichnei  Demnach  ist  die  Änderung  der  potentiellen  Energie 
auf  der  wirkliehen  Bahn  zur  Zeit  t  gröBer,  als  auf  allen  anderen  Bahnen, 
auf  denen  sich  der  materielle  P^mkt  in  Übereinstimmung  mit  dem  Er- 
baltungsprinzip  bewegen  könnte. 

Dies  ist  mit  yerinderten  Worten  der  Ideengang  des  Hem  Ostwald. 

Demnach  denkt  er  sich  die  Gleichung,  welche  das  Prinzip  der  Er- 
haltong der  lebendigen  Kraft  ausspricht,  integriert,  und  mittels  Eliminar 
tion  der  Zeit  t  alles  auf  zu  gleichen  Zeiten  t  gehörigen  Lagendifferenzen 
reduziert:  das  Prinrip  Tom  extremen  Wert  des  Zuwachses  an  potentieller 
Enei^ie  soll  erst  nach  dieser  Reduktion  angewendet  werden. 

lia  die  Integration  im  Falle  des  allgemeinen  Problems  gar  nicht 
denkbar,  daher  die  Elimination  von  t  auf  diese  Weise  nnmög^ch  ist,  SO 
wird  man  sie  mit  Umgehnng  der  Integration  zu  bewerkstelligen,  und  so 
die  zwischen  den  genannten  Lagendifferenzen  stattfindende  Gleichung  her- 
zu8t<3Uen  haben.  Dabei  wenleu  Beziehungen,  die  sieb  aus  dem  betrach- 
teten Beispiel  zwischen  den  Lagen düferenzen  ergeben,  gute  Dienste  leisten. 
Da  nämlich  der  itetz,  daß  bei  vertikaler  Fallbewegung  in  gegebener  Zeit 

*)  U  c.  S.  a7. 
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eine  tiefere  Lage  erreÎGlit  wird,  wie  auf  allen  andern  von  demselben  An- 
fangspunkt ausgehenden  Bfthneu,  als  Speòslfall  eines  belannten  Sktzes 
gültig  ist,  80  bleibt  es  für  die  ümgebnng  der  Vertikalen  gleichgültig,  ob 
man  die  vMrüerte  Bahn  ab  Kurve  oder  Oerade  betrachtet:  die  sm  gleichen 
Zeiten  gehörige  Lageiidiffarenz  A^Ä  hat  die  Horieontale  «or  Gremse.  Han 
bat  also,  die  rechtwinkligen  Koordinaten  von  mit  r/, ,  q^,  y,,  die  Yer- 
hältnisae  der  Projektionen  von  ^l^^  im  Grenzfall  mit  Öq^,  dq^,  dç,  be- 
zeichnet, die  gleichwertigen  homogenen  Gleichungen 
(11')  g,'  d(/,  -f-  +  -  I  ), 

)  <Ji"^fh  +  7ï  "«^'/s  +  ^h'^'h  =  ^■ 

Zu  Schiuli  (lirscr  V<)rl)»'8precbuug  sei  mir  noch,  um  etwaigen  Miii- 
vei-stäiidnisseii  vorzubeugen,  gestattet  besonders  zu  betonen,  daß  ich  auf 
das  wirkliche  Vorhandensein  eines  extremen  Wertes  der  potentiellen 
Energi«'  gar  kein  Gewicht  lege;  daß  vielmehr  die  Frage  einzig  und  allein 
die  sein  wird,  ob  bei  der  Ostwaldschrn  Beschränkung  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen die  Forderung  df'=<J  zu  Beweguugsgleichuugou  iübrt,  die 
mit  der  Erfahrung  im  Einklang  sind,  oder  zu  soicben,  die  ihr  widersprechen. 

6.  Es  sei  vorerst  ein  freies  Punktsystem  gegeben;  man  führe  be- 
sfiglich  der  Masse,  die  sich  am  Orte  befindet,  dessen  rechtwinklige,  gerad- 
linige Koordinaten  q^^^f,  9s>-i>  'Isi  ^^^^^  ^snr  AbkOntuig  die  Bemteh- 
nnng  ein  ^  ,„         ^  . 

demgemäß  isi  die  lebendige  Krait  des  Systems 

s« 

I  ♦  f  lier  beypichîK  mau  die  potentielle  Energie  des  Systems  mit  —  ü,  und 
die  Giesamteuergie  mit  also 

(12)  E-^T-U, 

Ich  setze  voraus,  daß  die  Gesamteneigie  konstant  ist,  sowohl  in  der 
wirklichen,  als  auch  in  der  variierten  Bewegung.  Es  besteht  also  in  der 
wirklieben  Systembahn,  mit  H  die  konstante  Energie  bezeichnet,  die 
Gleichung: 

(12-)  r-ir-Ä, 

nnd  man  hat  in  der  Yariierten  Systembahn,  die  von  derselben  Lage  aus- 
gehen soll,  wie  die  wirklieh^  die  Yariationsgleichang 

(12")  d(r-io-o 

einzuhalten.  Bei  der  Variation  sind  der  Vorbesprechung  gemäß  Lagen 
w  vergleichen,  die  au  einer  nnd  derselben  Zeit  t  stslifindm;  demgemäß 
ist  St'-O.  Man  hat  demnach,  wenn  òq^  die  Differenz  dar  Koordinate 

Msttaematiacbe  AniMÜ*n.  LIX.  S6 
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im  Vergleich  zum  Wert  derselben  auf  der  variierten  Sjstembahii  zur 
Zeit  t  bezeichnet) 

^Üi"  dt'- 

Demznfolj»e  lautet  die  Variationsgieiebung  (12"),  vorausgesetzt,  daß 
die  Bewegungen  und  V  ariationen  im  betrachteten  Intervall  regulär  sind, 

dt  Œ  "'i^*^'^)  ~  2  -  ^ CT-  0, 

die  mii  dem  System  Ton  Qleichungeii 

(13")  df/+^m,g;'tftf.-4»'C0 

äquivuleiit  iütj  hier  bezeiclmeii  0(/)  uud  ihre  JJerivierte  <t>'{t)  kontinuier- 
liche Zeitfunktioncü,  deren  Aiiikugswerte  (infolge  der  getroffenen  Fest- 
setzung bezüglich  der  Anfangswerte  aller  verschwinden.  Da  die  Glei- 
ehungcu  (13'),  (13")  mittels  identischer  TransformAtioiieii  abgeleitet 
wmdeii,  so  sind  die  Sehltlsse  bei  sonst  beUebigen  0(0  vmkebrbsr:  ee 
ergibt  sich,  daß,  falls  (12')  einerseits  und  (13'),  ^13")  andererseits  gültig 
sind,  die  Gesamtenergie  auch  auf  der  yariierten  Systembahn     IT  ist 

Ich  finge  non,  was  für  Bewegungsgleichui^en  ergeben  sich  flEbr  das 
materielle  System,  wenn  man  die  Forderang  anfstellt,  daß  die  Gleichung 

(14)  ÔU  =  0 

eine  Folge  der  Gleichungen  {W),  (13")  sei? 
Da  dann  die  Gleichungen 

(14')  d       (1  +  A;  ^  w<24"<>2<  +  f*  ^Hli^^» 

(14^  O-(H-i) 

statttiiiden  müssen,  wo  k  und  ^  Zeitfunkt ioiru  bedeuten,  <iit>  in  dit;  B«*- 
weguiigsglpichunticn  einrücken,  und  daher  in  jedem  vorliegenden  Kall 
eindeutig  bestimmte  endlichi'  (ìrrìBi-u  ueiii  müssen,  da  fenier  1  A  natur- 
gemäß nicht  versehwindet,  so  folgt  ans  (14  "i  mit  Rüek^ieht  dHrauf,  dati 
die  Anfangswerte  von  Oi/i  und  ihrer  Derivierteu  ^'{t)  verseil vviudf'u,  der 
Schhiß,  daß  0(7)  «ein  muß.  Dief^  st«ht  mit  den  Gleichungen  (H'), 
(11  ji  der  5  in  T hereinstimm ung:  die  (ìleichnngen  (13'),  (13")  gehen 
tatsächlich  in  diest-  über,  wenn  in  ihnen  <X>{t)  —  und  zufolge  (14  i  auch 
SU  i)  gesetzt  wird,  und  weim  nur  von  einem  luaterieUeu  Punkt 
die  Hede  ist. 
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7.  Das  OstwHldsche  Problem  ist  demnnch,  wie  foljçt,  zu  formulieren: 
En  ist  eiìì  )tì'iUTÌdU's  System  tjegeben,  auf  welches  Kräfte  mit  rinc>n 
von  (1er  Zeit  unaiiiävalnt'n  Pofenfiai  U  ttnrken,  und  lohhes  ron  drr  Zrit 
itnabhän(/i(frft  Veriii ntin i/i/rH  >nt (erliegt,  J}ie  Gesatntetieryie  T —  U  ist  dalier 
in  der  icukluhcn  Bchcìjiukj  konstant. 

Mini  bt'schränl'f  dlf  rniiuHm  Versriiii  l"iii;/n>  drs  vinfirtrilm  Systems 
mittels  jenai  homoijemii  Gleidingen  awi.^''!"  n  ihn  W/scidthntu/en,  <//V  zum 
Verschwitulen  des  0{T  ~  II)  bei  dt  =  i)  n<iii(cndi(j  und  hinreichend  sind, 
und  nenne  die  GesamUieit,  die  den  lie^ichrânhungm  genügen^  zidässigc  virtuelle 
Vcrsch  iehungen. 

Was  für  Bewcgunifsgleichnnym  ergeheti  sieh  für  das  materielle  System, 
wenn  die  Forderung  ôU  =  0  für  alle  zulässigen  lirtueUeti  Vcrsdiiebungen 
erf&U  sein  soll? 

Sind  die  Verbindungen  des  materiellen  Systems  durch  die  Gleichungen 

(15)  =  const.  0-^1,2,  •••,».) 

p(»jff.})en,  wo  dip  F,  nur  von  den  Koordinaten  7,  abhiingen,  und  he/pichnet 
man  nut  Zeitfuiiktionen,  so  ergeben  sich  die  ßüwegttngsglejchuugen 
formal  aus  der  Identität 

  V 

(IC)       âU^{l  +  l)^  m,  q;  d    +  (i^  m,  q!  dq,  +^  öFj, 

/-i 

die  »m  (14')  miltrii  Addititm  dor  QUedw  ^jàFj  entsfcoht.  Die  Bew^ungs- 
gleichungen  sind  tou  der  Form 

(17)  f{-  >».«."+  »'».8."  + »•".».' +2''/??' 
/  t-1,2,3;  â«-2,3»-l,3ii 

Kadi  dem  bei  Ableitung  des  Satzes  Ton  der  lebendigen  Kraft  fiblicben 
Verfahren  eiliilt  man  ans  dem  System  (17)  die  Oleicbung 

daher  hat  man  mit  Hücksichtnahme  auf  die  durch  (12' l  ausgedrückte  Er- 
haltung der  üesamtenergie  zwibcheu  X  und  ^  die  Beziehung 

(18)  0^X^-^2iiT, 

Zur  Bestimmung  der  Zeitfunktionen  A,  jit,  Ij,  X,,  •  •  > 
außer  dieser  Gleichung  (IH)  nur  noch  die  Gleichtmpen  (15);  also  hat  man 
V  -f  1  Oleichungen,   \vährf>nd    die   Anzahl   der  Unbekannten   i'  +  2  ist. 
Nimmt  man  an,  ^  sei  »  0,  so  folgt  ami  (1^);  daü  auch  X  verschwindet; 

36* 
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dann  p-eht  das  System  (17)  in  die  Lagraugeachen  Gleichungen  der 
Dynamik  über. 

ich  imteniache  noch  für  den  Fall  X  f  0  die  Zusatzkräfte 

die  mittele  (18)  übeigeiheii  in 

let  die  Geeehwindigkeit  eUer  Pnnkte  dee  Sjeteme  sar  Zeit  (^eidi 
NuU,  io  iet  der  Ânfimgewert  eller  Kriifte  ft  ^  0.  Men  hai  n&mlieh 

also 

Daher  gehen  die  (rleichuDgen  (17)  zu  Beginn  der  Bewegung  jeden- 
falls in  die  Bewegüugsgieichungen  dor  Dynamik  über.  Dies  ötimoit  mit 
dem  Resultat  des  Herrn  C.  Neumann  überein. 

Besteht  das  materielle  System  aus  einem  einzigen  i^unkt,  dessen 

Koordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnet  werden  mögen,  so  sind  die  Kompo- 
nenten der  Zusatzkraft 

Die  Riohtniig  der  Kraft  fällt  mit  dem  dee  ersten  Krüramungsrttdioe 
der  Bahn  zoeammen,  und  ist  im  Falle  eines  positiven  X  vom  Krümmnngs- 
mittelpunkt  gegen  die  Bahn  gerichtet.  Die  Gröfie  der  Kraft  iet,  mit  r 
dem  KrümmongsFadiue  bezeichnet. 

Die  ZuRatzkraft  verschwindet  daher  sowohl,  wenn  r  =  0  ist,  als  auch 
bei  belieViLein  vvenn  die  erste  Krümmuntr  der  Bahn  =  0  ist.  Ein 
freier  niat-  rirlh  i  P  unkt,  di  r  sich  in  einem  Raumteile  bewegen  würde,  wo 
diese  Zueatzkraft  wirksam  ist,  nnd  anf  den  keine  andere  Kraft  wirkt,  be- 
schriebe daher  eine  gerade  Linie  mit  konstanter  <Teseh windigkeit.  Wirkt 
die  freie  Kraft,  deren  Potential  11  ist,  in  Richtun^r  (i  nser  Geraden,  so  ist 
die  Bewegung  durch  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
(T  —  ü    const)  bestimmt,  abo  die  natürliche  Bewegung.    In  jedem 
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andern  Fail  ist  die  Komponente  der  Beschleuuìgung  des  Punktes  in  Kich> 
toDg  der  Tangente  der  Bahn  gleich  ^  mal  der  Tai^;eniialkomponente  der 
gef^ebenen  freien  Kntf^  die  Komponente  der  BeecUennigung  in  der  Kormal- 

ebeue  hingegen  nicht  gleich      mal  der  Komponente  der  gegebenen  freien 

Kraft  auf  die  Normalebene.  Um  daher  mit  dem  Newtonschen  Satase  Ton 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  Ubereinstimmnng  an  bleibmii  maßte 
man  Mnahwiaii^  daß  im  vorliegeaden  Kaumteil  außer  den  gegebenen  auch 
von  der  Bewegung  abhängige,  vom  Mittel  herrührende  Kräfte  auftreten. 
Mit  dieser  Annahme  wäre  aber  auch  die  Sache  vom  prümpiellen  Stand- 
punkt aus  betrachtet  abgetan. 

^.  Wir  haben  beim  Übergang  von  der  Identität  (16)  auf  da«  Syf*tem 
der  tileichungen  (17)  stillschweigend  voran Htjesetîît,  daß  der  Freiheit«grad 
des  niHteriellen  Systems  >  2  ist;  da  näniiich  die  Anzahl  der  znlä.'^mgen 
freien  Koordinaten  um  2  weniger  ist  als  die  der  uaiireu  freien  Koordi- 
diiiaten,  so  ist  der  Übergang  sonst  gar  niclit  eriauì)t.  Mau  kann  diesen 
Mangel  jedenfalls  beseitigen,  wenn  man  zu  dem  gegebenen  System  ein 
von  ihm  unaMirmgiges  zweites  konservatives  System  vom  Freiheitsgrad  ^  2 
adjungiert,  und  die  Ostwaldsche  Beschrankung  bezüglich  der  virtuellen 
Verschiebungen  auf  das  aus  diesen  beiden  zusamniengesietzte  System  aus- 
dehnt. Man  erhält  auf  diese  Weise  zugleich  em  .Mittel  xur  Ausscheidung 
der  sogenannten  natürlichen  Bewegung  aus  d»»r  Mannigfaltigkeit  der  in 
der  vorigen  Nummer  charakterisitTten  Bewegungen. 

Es  besteht  nämlich  der  folgende  Lehrsatz: 

1st  ein  System  aus  mehreren  an  und  ßr  skh  kanservaUven  Systemen 
mÊÊttmmengeseUif  deren  lAenäige  Kräfte  tmd  FeimHale  mU 

T,,U,  (7.  =  1,2,...,*) 

hegekhnd  icerden  moyen,  und  legt  man  den  virtueüen  Verashiàmngcn  des 
yaneen  Systeme  Uvie  im  PrcHHem  der  Nr.  7)  die  Beschränkung  auf,  daß  bei 
ât^'O  fiàr  die  VariaHon  der  Gesamienergie  die  Gleiehung 

mènde  eweier  homogener  Gìeidntngen  stat^nde^  so  eni^e^en  der  Forderung, 
daß  fOr  aUe  miiäseigen  viHueUen  Vereànéimgen 

k 

Aal 

sei,  nur  zwei  Klassen  von  Bewegungen:  die  eine  KUmae       die  durch  die 

# 
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La(frangeschen  Differentialgleichungen  tiefinierk  tioMrliche  Bewegung;  die 
andere  Klassf  id  von  dtr  (janz  speziellen  Beschaffenheit,  daß  die  eimeinen 
Vcrhällnissf      :  T  im  Vf r lauf  der  fjnngeti  Bewegung  alle  komtant  bleiben. 

Das  System  der  Gleichungen  (IT),  das  man  för  die  Bewegung  des 
materiellen  Systems  erhält,  zerfällt  eben,  den  konseryativen  Teilsystemen 
entsprechend,  in  k  Gruppen,  deren  jede  je  eine  Glftichung  TOB  der 
Form  (18)  d.  i. 

(18')  +  (A=l,...,Ä) 

ergibt   Dalier  hat  man  entweder 

b)      A    ^  0, 
oder  es  sind  die  VerhaltoiaM 

1  (IT 
dt 

Tom  Index  h  unabhängig;,  also  mit     Konstanten  beieiehnet 

b)         r,«r,J  (/i=.l,..,A) 
q.  e.  d. 

Man  führe  demnach  ein  Fundamentalsysietn  ein,  bestehend  etwa  ans 
xwei  Punkten,  deran  jeder  sich  auf  ge<rel>ener  Linie  mit  konstanter  Ge- 
samtenergie und  mit  lebendigen  Kräften  bewegt^  deren  Verhältnis  in 

keinem  endlichen  Intervall  konstant  ist;*)  ergänze  ein  beliebip^  gegebenes 
Punktsystem,  dessen  Bewegung  zu  besehreiben  ist,  durch  dieses  Funda- 

inentalsyf^tfiTi.  und  wende  das  Ostwaldsi-he  Prinzip  auf  das  ergänzte  System 
au.  Das  Priii/ip  liefert  so  dem  soeben  bewiesenen  Satze  gemäß  sowohl 
für  das  Ftindiimentalsysteni  als  auch  für  dw  gegebene  Piniktsvstom  die 
Lagrangeschen  Bewegungsgleu-hnniren  in  der  ersten  homi,  ergibt  also 
immer  aui-li  die  von  den  V^rhin  luni^n  )t  herrührenden  Kräfte. 

f>.  Bei  der  Ostwaldstheii  Beschränkung  der  zulässigen  virtueUeu  Ver- 
schiebungen spielt  die  (ìesamteuergio  des  Systems  eine  Koile,  und  das 
Prinzip  tiudet  infolge  seiner  Formulierimg  nur  auf  konservative  Systeme 
Anwendung. 

Man  kann  aber  die  Formulierung  auf  folgende  Weise  verallgemeinern: 
Man  denke  sich  das  materielle  Punktsystem  und  die  Anfangslage, 
Anfangsgeschwindigkeiten,  wie  auch  die  Kmfte  als  expli/,ite  Funktionen 
der  Koordinaten  und  der  Zeit  in  einem  gewissen  Zeitiutervall  gegeben, 

*)  Ein  solches  Fondamentalaystem  kSnnen  a.  B.  swei  matliematiselie  Pandel  von 

gleicher  Länge  bilden,  falls  sie  die  tiefste  La-;»'  mit  verecbiedenen  GMchwiadigkeiten 
passieren;  oder  zwei  schwere  tnateriellc  Punkte,  die  sich  in  iÙPSisen,  gelogen  in 
Ebenen  von  verscbiedenec  î^eigung,  bewegen. 
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dsnn  ist  die  Bowei^unir  des  Systems  f^liinh  diese  Daten  eine  prinzipiell 
ganz  bestimmte^  also  sind  auch  i  c  1»  tMudii^e  Kruft  jT,  das  Potential  U 
der  Kräfte,  denen  ein  Potential  zukommen  hoU,  wie  auch  (mit  «  eine  be- 
liebig wählbare  feste  Zahl  bezeichnet)  die  Energie  T—aU  durch  die 
Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeiten  prinzipiell  ganz  bestimmte 
Funktionen  von  t.  Ich  bezeichne  die  durch  diese  Dateii  des  Problems 
prinzipiell  eindeutig  bestimmte,  wenn  auch  im  Vorhinein  unbekannte 
Funktion  von  t,  die      T  —  aU  ist,  mit  Z{t). 

Die  Beschränkung,  die  ich  den  virtuellen  Verschiebungen  des  mate- 
riellen Systems  vorerst  auferlegen  will,  ist  nun  die,  daÜ  ôZ(^)  =  Û  also 
bei  òt  =  0  die  Variationsgleidiung 
(20)  â(T-aU)  =  0 

mittels  homogener  (ìleichurigen  zwischen  den  Verschiebungen  erfüllt  sei. 

Dabei  kma,  wie  schon  erwähnt,  U  von  der  Zeit  auch  eipliut  ab- 
hängen. 

Die  Forderung,  die  ich  an  die  Bewegungsgleichnngen  des  materiellen 
r  1  i 1 1 k Ujstems  stelle,  ist  dann  die,  daß  für  alle  der  Beachräokuug  ge- 
nügenden virtuellen  Verschiebungen  Ò  U  verschwinde. 

Dieser  Forderung  genfigt  wieder  das  Gleichungssystem  fl7),  wo  die 
Fj  auch  von  der  Zeit  explizit  aiihängen  dürfen,  und  nur  dieses.  In  diesem 
Gleichungfsystem  sind  aber  sowolil  A  als  u  Zeitfunktionen,  zn  deren  Be- 
stiniuiung  Iii  den  Daten  des  Problems  nichts  vorliegt.  lJ;is  System  (17) 
ist  daher  ein  Schema,  das  auszufüllen  Erfahr ungstatsacii eu  vorbehalten 
bleibt 

Man  erhält  aber  wieder  die  sogenannte  natürliche  Bewe^uiiir,  wenn 
man  das  gegebene  materielle  Punktsystem  durch  das  in  Nr.  8  ieatgosetzte 
Fm&damantalijatem  ergänzt;  die  Tiitaelleii  Verschiebungen  des  materiellen 
Syatone  an  Stolle  Ton  (20)  mìttob  der  Variationsgleichuiig  beschränkt 

wo  Tf,  und  Uq  sieh  nnf  das  Fun  dam  en  tal  system  heziflien.  und  fordert, 
d&ü  für  alle  der  Beschränkung  genügenden  virtuellen  Verschiebun^n 
d((/4-  Vq)  verschwinde. 

10.  Da  die  Zahl  a  hier  beliebig  wahlbar  ist,  so  wird  es  das  ein- 
faciitìte  sein,  a  =  0  zu  wählen.  Indem  man  noch  die  Beschränkungen 
fallen  läßt,  (i;(L'  die  Kriilte  des  gegebenen  matt-Hellen  Systems  ein  Potential 
lialiLU  sollen  uiui  daß  die  Verbindungen  des  Systems  durch  Gleichungen 
zwischen  den  Koordinaten  und  der  Zeit  ausdrückbar  seien,  kann  man  das 
folgende  Prinzip  aussprechen: 

Man  bezeidme  die  auf  das  malcrieUe  Syatem  wirkenden  freien  Kräfte  mit 
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und  die  zwmciicn  dm  Kowdinakn  ^i,  •  -  -,  {{^^  gegebenen  Uwjleichungea  $hU 

(21)  F,^0  0-1,2,...,!.). 

Man  neAnte  âasst^  Fundameniolsifsiem  an  wie  m  8  md  9,  «riante 
das  gejfébene  maierküe  Sifslm  dunk  dieses  FundameiUalsifsiem,  hesdurâiike 
diè  virêudle»  Versckiebmiffen  des  Sjfsiems  mtiffeb  der  nBokrenä  des  Zeit^ 
imiervàûs  der  Beneegmg  dwtk  noUeendige  und  hinreidieiide  homogen  Gìei- 
dwngen  s»  erfüUenden  VariatiomsgleidMing 

(20*)  d(T+ro)  =  0, 

und  fortiere,  daß  für  alle  der  ßesckrätikimg  genügenden  virtuellen  Vor- 
schi^ungen 

imi 

stattfinde. 

Die  Forderung  wird  dann  utid  nur  dam  erfìHU,  weim  die  Bewegungs- 
gkichungen  des  materiellen  Sgsiems  die  Ixigrangeseàen  sind,  wo  die  eu  dSm 
Begiehungen  F,  <  0  rugehörigen  MulUpHisakMren  Xj  nicfU  n^aÜn  sind. 

Von  den  Beziehungen  (21)  kommen  zur  Zeit  t  nur  jene  in  Betracht, 

für  welche  in  dieaem  Zeiipankt  nicht  nur        0  sondern  anBerdem  noch 

dF 

ist*);  daher  ist  die  Anaahl  der  im  Zei^niiki  i  in  Betracht 

kommeuden  Beziehnnpeu  <  3n  —  1. 

Die  Koortiiuaten  der  beiden  Punkte  des    undamentalsystems  seien 

die  fiedingnng^leiehimgeiiy  deiiefi  die  Pnnkte  genAgen, 

(21-)  (i-l,...,4); 

die  Punkte  des  Fundamentalsjstems  bewegen  sich  nämlich  auf  festen 
Linien. 

Die  einsahaltende  VairiaiiinMgieiehwig  (20*)  aerfSllt  in  die 
Gleichungen 


(20«) 


*mt  kml 


^  ff^iii  'àqi  +^  Wo*2ndÄo*  -  0- 


imi  *sl 


Die  Anzahl  der  ganz  willkürlichen  Koordinaten-Variationen  ist  daher  ^  1. 
Diet  hat  nur  Folge^  daB  die  Identit&t,  ni  der  man  geführt  wird,  wenn  man 

*)  A.  Migrer,  Berichte  der  k.  sttchs.  QeaeU.  d.  Wiss.  1899  Bd.  61,  S.  SM. 
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in  (22*)  rlas  Gleichheitszeichen  anwendet  und  bei  den  in  Betracht 
kommend,  u  Hexiehungen  (21)  ôF^  -»  0  fordert,  in  das  System  Ton  Be- 
wQgungsgieichungen  zerfällt: 

(»-l,...,6) 

(23")       ft  -     + â«,î;' +^  ^ , 

(i-l,  ..»an) 

wo  von  den  x-  h«jchstens  3w  —  1  von  Null  verschieden  sind. 

An8  den  Gleichungen  (23')  und  (21')  folgt  vor  allem  auf  dem  in 
Nr.  8  dargestellten  Wege,  daii 

isi  Demnifolge  reduzieren  sich  die  Bewegnngegleichiingea  (23',  23")  auf 


(24) 


dt 


Es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  daß  keines  der      negativ  sein  kann. 
Da  für  rämtliche  l  die  Gleichung  ò      —  0  stattfindet,  so  folgt 
aus  (24) 

(2ff*)  ^  QMa  +  àU.  +^  «oiÎM^ffsi  +2  A^^i'i, 

also  infolge  von  (20**) 


Sm 


(»0  2'^^'^>+'^*-2^''^'- 


Sefait  man  alle  hier  Torkommenden  ôFj  eines  ausgenommen  »0, 
also  dieeee  eine  JF^  <  0,  was  den  bezüglich  der  Freiheitsgrade  ge- 
troffenen Festsetzungen  nicht  widerepricht,  so  muß  die  linke  Seite  too 
(25')  ^0  sein.   Ans  der  Gleiduu^ 


•■1 

auf  die  aich  (25  )  zedunerlv  fo^  daher 
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Bemerkung.  Das  bewiesene  T'liu^lnchheitflprinrip  kann  auch  auf 
don  F'aìl  n-j^O  um^pformt  werden,  weiin  uur  1  -}-  «  +  i*»^-  tritt  näm- 
licli  an  Stelle  der  einschränltenden  Yariationsgleichung  (2(>*)  die  mit  (20') 
bezeichnete  resp^  falls  die  Kräfte  kein  Potential  haben,  diese: 

(20")  d (r -\-  T,)-ui^^Q,dq,-^ô  6; j  -  0. 

An  stelle  der  Forderung  (22)  tntt  dann  diese: 

(22")  (l  +  «)  òq,  +  âU^j^  0. 

Der  Beweis  unterseKeidet  sich  von  dem  soeben  dargestelltm  blog 
durili,  daß  an  Stelle  der  zweiten  Gleiehong  unter  (20**)  diese  tritt: 

^fn^q:'^q^  i-^m^^q^'Jq^^  -  a  (^^,^2,  -ï-àU^'j^  0. 

Daher  folgt  ana  (25*),  die  auch  jetet  gfiltig  ist,  an  Stelle  von  (2b') 
diese: 

woraus  hervorgeht,  daß  A^^O  (^'»1, v)  auch  jetat  Folgen  der  For- 
derung (22")  sind. 

11.  Es  sei  mir  gestattet  die  Bemerkung  zu  machen,  daß  die  Methode 
der  Einfuhrung  eines  FumlamentalsysteniSy  die  ich  in  den  Knmmem  8 — 10 
ai^g^wandt  habe^  einer  Verallgemeinening  fähig,  daß  sie  insbesondere  auch 
andere  Variationsprinzipien  der  Mechanik  allgemeiner,  manchmal  zugleich 
einfacher  gestaltet,  namentlich  solche  Variationsprinzipien,  bei  welchen  der 
extreme  Wert  eines  anf  den  Zeitpimkt  bezug  habendrn  Atistlrucks  Hei 
vorgeschriebenen  Nebenbodingungen  gefordert  wird.  Ich  will  dies  an  dem 
Beispiel  eines  voti  Herrn  Julius  König  herrührenden  Variationsprinzips 
der  Dynamik*^  erörtern. 

Dieses  Königsche  Prinzip  besteht  aus  zwei  Teilen.  Der  erste  Teil 
spricht  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  die  Summe 

(26)  2"**' 

(Ihh  Beschleunigungsvirial  der  freien  Kräfte,  aus  den  gegebenen  Verbin- 
dungen,  KrlAen  und  Maßen  zn  berechnen  ist   Dieaea  Geaeta  ist  im  all- 

*)  Math.  Aaualen  Bd.  81  S.  1,  Ì8S8. 
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geineiiisteu  Full  kompliziert,  hingegeu  im  Falle  eines  freitu  Puuktsysteius 
sehr  einfach;  man  hat  uäinlich  für  einen  MasBeupunkt  tn^  mit  Beibehaltung 
der  Bezeichnungen  von  Nr.  10 

(26')  i'««««-^.^'"»"- 

Der  zweite  Teil  des  Küuigsi-lieu  T*riu/,ipö  sagt  aus,  daß  bei  gegebener 
Syriteuilage,  Sjstenigeschwindigkeit  uiul  l)ei  geg^ebenen  freien  Kräften  unter 
allen  möglichen  Syst^mbeschleuniguugeii,  bei  weldier  der  Ausdruck  (26) 
den  durch  das  erte  Gesetz  bestimmten  Wert  aunimmt,  jene  zu  stände 
kommt,  die  die  Beschleuttigougseuergie 

s« 

im  I 

slun  Hinimiini  macht. 

Ffihren  wir  am  einfiMihstm  einen  freien  Punkt  als  Fandamentidpunkt 
ein,  anf  den  die  Schwerkraft  wirkt,  und  setaen  fUr  dies«!  demgemäß  den 
Bestand  der  Qleichong  (26')  Tarans,  so  nimmt  das  Prinzip  die  folgende 
vereinfachte  Form  an: 

Unter  aUen  mäglitheH  SffskmbesddeimiguHgen,  hei  weUhen  das  Besetâeur- 
mgwtgswrìàl  dea  dureh  den  FutidameiMpitnkt  er^ämte»  materidle»  Sgekme 
hei  gegébenm  fnwn  Kräfkn  einen  vorgetàméieiien  (im  Yorheim  mdfdBomUm) 
Wert  mmmmtf  kamnU  dti^eni^  m  dande,  die  die  Beaddem^unçaenergie 
des  ergänzten  Systems  eu  ihrctn  kleinsten  Wert  fuhrt. 

Während  das  Königsche  Pnnzipi  wie  »chon  der  Verfasser  selbst 
a.  a.  0.  bemerkte,  den  Dienst  versagt,  sobald  der  Freiheitsgrad  des  mate- 
riellen Systems  1  ist,  bestimmt  diesp  abgeänderte  Form  die  Bew^^ang 
und  die  von  den  Verbindungen  herrührenden  Kräfte  auch  in  diesem  Fall. 
Wahrend  femer  aus  demselben  Gronde  das  Königs(^e  Prinzip  im  Falle 
Ton  durch  Ungleichheiten  ausdrtt<^bareu  Verbindungen  den  Dienst  ver^ 
sagt,  sobald  die  Anzahl  dieser  >  3ra  —  1  ist,  daher  mit  dem  Gaofischeo 
Prinzip  nicht  äquivalent  ist,  kann  dies  von  der  abgeänderten  Form  nicht 
behauptet  werden. 

I'm  etwaigen  Mißverständnissen  zn  begegnen,  füge  ich  noch  bei^  daß 
das  Königsche  Prmzip  auch  in  der  ursprünglichen  l'^assung  aligcniein 
gültig  wird,  sobald  mau  in  das  Yariatiousgebiet  auch  jene  Bewegungen 

8« 

autuimmt,  bei  denen  das  Beschleunigungsvinai  der  freien  Kräfte  ^^QjUi' 

1 

gröfier  isi^  als  in  der  wahren  Bewegung. 
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MouTs  RitTav.    Das  Ostwaldsche  Prinzip. 


Ich  haèe  demoacb  in  §  1  eine  Fommlieruiig  des  Ostwddadien  Prinzips 
gegeben,  in  der  an  Stelle  der  Enefgien  ihre  Mittelwerte  treten.  Des  Prinisip 
iftt  in  dieser  Form  ^chwertig  mit  dem  Huniltonschen.  ' 

Im  mten  Teil  von  §  2  (niid  in  Kr.  9)  hingegen  ist  eine  Formulie- 
rung des  Prinsipa  gegehen,  die  vìe  ich  glaube  nur  eine  prisisere  (reep. 
'  Terellgerndnerte)  Faeeung  des  AuBspruehe  des  Herrn  Ostwald  isi  In  dieser 
Fassung  führt  das  Prinzip  in  der  Dynamik  neben  den  d'Alembertachen 
Kräften  mx\  my"  miT  gleichh«eehiigte  additive  Kräfte  dynamiseher  Art 
ein.  Da  aber  diese  additiren  Kräfte  aueh  Tersdiwinden  können,  so  ist 
das  Prinzip  in  dieser  Fassung  allgemeiner  als  das  Hamiltonsehe  Prinzip; 
und  weil  die  Kräfte  eben  additiv  sind,  so  ist  mit  dai  Newtonschen  Ge- 
setaen  der  Dynamik  kein  Widerspruch  yorhanden. 

Im  sweiten  Teil  von  §  2  habe  ich  endlich  gezeigt,  daß  diese  zweite  ' 
Formulierung  des  Ostwaldschen  Prinzips  mittels  Anwendung  eines  Ver-  I 
&hrenB  allgemeiner  Art  eine  Gestalt  annimmt,  bei  welcher  es  mit  dem 
Lagrange-Fourierschen  Prinzip  völlig  iquivalent  ist 

Hagusa,  Februar  1904. 


Seite  176,  Z.  2  V.  0  ,  vor  dem  zweiten  Glied  ist  aii  Stelle  von  —  zu  setzen  •\-\ 


Berichtigung 
zu  dem  Âui'satz  von  M.  Kéthy  im  08.  Kand  dieser  Annalou  : 


Z.  6  V.  ü.,  ittt  an  Stelle  von  Ò'  Tdt  zu  setzen 

i'Tdt-^d(Tit),  d.  i.  Ä(rdt); 

Z.  3  V.  tt.,  ist  aa  Stelle  von  [2?'dtJ^  zu  schmben 
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